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KATA PENGANTAR

Puji syukur penulis panjatkan ke hadirat Tuhan Yang Maha Esa atas segala rahmat dan
karunia-Nya sehingga buku yang berjudul “Analisis Struktur Pondasi Elastis” ini dapat
diselesaikan. Buku ini hadir sebagai upaya untuk memberikan pemahaman komprehensif
mengenai analisis struktur pondasi elastis dengan pendekatan metode elemen batas
(Boundary Element Method/BEM) dan metode spektral elemen batas (Spectral Method of
Boundary Element/SMBE), yang telah berkembang pesat dalam dunia teknik sipil dan rekayasa
struktur.

Buku ini disusun secara sistematis, dimulai dari pengenalan persamaan dan metode
elemen batas, pengembangan konsep dasar, hingga aplikasi lanjutan pada berbagai
permasalahan struktur pondasi elastis. Pada Bab 1, pembaca diperkenalkan pada
pengembangan metode potensial, dasar-dasar metode elemen batas, serta persamaan batas
dalam mekanika struktural. Bab 2 dan Bab 3 membahas lebih dalam mengenai metode elemen
batas dan aplikasinya pada masalah satu dimensi, termasuk teknik transformasi integral dan
fungsi Green.

Selanjutnya, Bab 4 dan Bab 5 mengupas penerapan BEM dalam multidimensi serta
pengenalan metode spektral elemen batas yang relevan untuk menyelesaikan masalah-
masalah struktur yang lebih kompleks. Bab 6 dan Bab 7 membahas secara khusus struktur
pada pondasi elastis serta model umum pondasi elastis, termasuk penentuan karakteristik dan
masalah kontak pada pondasi.

Bab 8 hingga Bab 9 membahas penerapan SMBE pada desain struktur pondasi elastis
dan cara-cara khusus penyelesaian masalah dengan metode persamaan batas, termasuk
analisis gesekan internal, konstruksi fungsi Green, serta realisasi numerik metode elemen
batas. Terakhir, Bab 10 mengulas interaksi struktur dengan tanah akibat dampak seismik,
termasuk perambatan gelombang seismik dan solusi masalah bidang teori elastisitas.

Penulis berharap buku ini dapat menjadi referensi yang bermanfaat bagi mahasiswa,
peneliti, maupun praktisi yang ingin memperdalam pengetahuan tentang analisis struktur
pondasi elastis, serta dapat mendorong pengembangan riset dan aplikasi di bidang teknik sipil
dan rekayasa struktur.

Akhir kata, penulis mengucapkan terima kasih kepada semua pihak yang telah
memberikan dukungan dan kontribusi dalam penyusunan buku ini. Saran dan kritik yang
membangun sangat penulis harapkan demi perbaikan dan penyempurnaan edisi berikutnya.
Selamat membaca dan semoga buku ini memberikan manfaat yang luas.

Semarang, Juni 2025
Penulis

Dr. Ir. Agus Wibowo, M.Kom, M.Si, MM.
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BAB 1
PERSAMAAN DAN METODE ELEMEN BATAS

Bab ini merupakan tinjauan umum penelitian dasar tentang metode potensial, metode
elemen batas, metode persamaan integral batas, dan metode terkait mekanika struktural.
Kontribusi peneliti dan ilmuwan terhadap pembuktian dan pengembangan teoritis metode ini
dicatat. Karya tentang masalah kontak dinamis dari teori elastisitas disajikan. Sasaran dan
tujuan penelitian dirumuskan.

1.1 PENGEMBANGAN METODE POTENSIAL

Langkah pertama dalam pengembangan teori persamaan batas dan aplikasinya untuk
memecahkan masalah teknis dilakukan dalam elektrostatika selama studi distribusi muatan
pada konduktor. Berbagai jenis potensial (potensial massa yang didistribusikan berdasarkan
volume, potensial lapisan tunggal dan ganda sederhana, potensial logaritmik, dan lainnya)
digunakan untuk memecahkan masalah nilai batas yang sesuai: Dirichlet, Neumann, dan
Robin.

Di mana, penerapan potensial akan mereduksi masalah menjadi persamaan integral di
batas domain. Karena itu, metode ini disebut teori potensial harmonik. Metode potensial
mulai dipahami sebagai penggunaan integral tipe potensial untuk memecahkan masalah nilai
batas dalam fisika matematika. Di mana, potensial adalah konvolusi dengan kerapatan yang
tidak diketahui dengan solusi fundamental persamaan Laplace. Kerapatan yang tidak diketahui
ditentukan dari kondisi di batas domain. Dengan demikian, penyelesaian masalah nilai batas
untuk domain/wilayah tertentu dengan metode potensial ditentukan melalui penyelesaian
masalah serupa untuk domain/wilayah tak terbatas (tak terbatas) atau domain/wilayah lain
dengan beberapa kondisi batas pada konturnya.

Cara lain untuk membangun potensial atau persamaan batas adalah dengan
menerapkan fungsi Green yang terkenal. Fungsi Green memberikan representasi integral dari
fungsi reguler melalui penjumlahan potensial volumetrik dan potensial permukaan dari
lapisan tunggal/sederhana dan ganda. Pendekatan ini kemudian mengarah pada metode
persamaan integral batas (BIEM) dan metode elemen batas (BEM).

Gagasan teori potensial harmonik mulai menembus secara mendalam teori elastisitas
pada pertengahan abad terakhir setelah Kelvin memperoleh solusi fundamental untuk
masalah spasial statis teori elastisitas. Selanjutnya, teorema resiprositas, yang analog dengan
rumus Green, dibuktikan oleh Betti. Kehadiran solusi fundamental dan rumus Green untuk
masalah spasial teori elastisitas memicu pengembangan teori potensial elastis dan juga
memberikan kesempatan untuk memperoleh hasil matematika yang penting. Secara khusus,
hasil ini terkait dengan pembuktian ketat tentang keberadaan teorema dan keunikan solusi
untuk berbagai masalah teori elastisitas.

Penerapan metode potensial untuk membuktikan teorema keunikan dalam masalah
dinamis menjadi rumit karena adanya osilasi alamiah serta kondisi khusus pada jarak tak
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terhingga. Kondisi ini disebut kondisi radiasi. Kondisi radiasi menyediakan penyerapan
gelombang elastis pada titik yang jauh tak terhingga. V.D. Kupradze memperoleh kondisi di
mana masalah dinamis stasioner eksternal dari teori elastisitas hanya dapat memiliki satu
solusi reguler. V.D. Kupradze menyebut ini sebagai kondisi radiasi elastis. Pencapaian penting
lain dari Kupradze adalah konstruksi solusi fundamental untuk masalah dinamis spasial dari
teori elastisitas. Solusi fundamental yang diperoleh analog dengan solusi Kelvin klasik untuk
masalah statis:

3
G(x,w) =[Gy (x, w)]k,jzl'
- 9%\ exp (ij,|x|)
ij = Z Ory + Br P r
’ Ox,, Ox; |x|
r=1 J

oy = 627’(271-#)_1' p = (_1)r(2npw2)—1

Y1 =wyp/ A+ 2y, Y2=w\p /W

Di mana
A, W - Konstanta Lame

5kr - Delta Kronecker

V.D. Kupradze dan para pengikutnya menggunakan rekaman persamaan dengan fungsi delta
Dirac di sisi kanan persamaan untuk membangun solusi fundamental. Notasi ini
memungkinkan penerapan metode transformasi integral pada solusi persamaan, khususnya
transformasi Fourier. Cara membangun solusi fundamental ini terbukti sangat efektif.

Beberapa saat kemudian, L. Hermander membuktikan bahwa masalah menemukan
solusi fundamental dari sistem dengan koefisien konstan dapat dipecahkan. Namun,
penerapan langsung metode potensial dalam teori elastisitas akan menghasilkan sistem
Persamaan Integral Singular (SIE) (satu dimensi dalam kasus masalah bidang dan dua dimensi
dalam kasus masalah spasial), yang teorinya belum dikembangkan.

Ekspresi tertutup dalam fungsi elementer untuk solusi fundamental persamaan teori
elastisitas koheren (koheren, koherensi), persamaan teori elastisitas momen dan termo-
momen, dan lain-lain.

Selain masalah nilai batas utama pertama dan kedua dari teori elastisitas, masalah
ketiga dan keempat dari teori elastisitas juga menarik secara praktis. Dalam masalah ketiga,
komponen normal perpindahan dan komponen tangen tegangan diberikan di batas. Dalam
masalah nilai batas keempat dari teori elastisitas, kebalikannya berlaku; komponen normal
tegangan dan komponen tangen perpindahan diberikan pada batas.

Transformasi Laplace dengan koordinat waktu digunakan untuk solusi masalah
dinamis. Sistem diferensial tipe elips yang diperoleh sebagai hasil transformasi di atas

2
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mengandung parameter transformasi yang kompleks, dan juga kondisi batas yang
ditransformasikan terhadap waktu (kondisi batas yang ditransformasikan terhadap waktu).

Kondisi batas yang diperoleh memungkinkan kita untuk merumuskan masalah nilai
batas, yang solusinya dapat diperoleh dengan metode potensial. Konversi lebih lanjut dari hasil
transformasi Laplace yang diperoleh mengarah pada solusi akhir dari masalah dinamis.
Pendekatan ini dikenal baik pada solusi masalah dinamis fisika matematika. Namun, ada
kesulitan yang signifikan dalam penerapan transformasi Laplace untuk solusi masalah teori
elastisitas: perlunya pembuktian matematis dari operasi yang dilakukan dan seluruh metode
secara keseluruhan; pelaksanaan perhitungan konkret, yang menuntut prosedur numerik yang
rumit; kompleksitas solusi persamaan kuasi-statis dari teori elastisitas yang diperoleh dengan
metode potensial; dan seterusnya.

Di sini kita tidak akan membahas rincian kesulitan ini, yang terkait dengan pengenalan
parameter transformasi yang kompleks. Kami hanya akan mencatat bahwa salah satu isu
utama di sini adalah menentukan perilaku penyelesaian persamaan kuasi-statis pada tak
terhingga tergantung pada rasio antara bagian riil dan imajiner dari parameter transformasi.
Klarifikasi tersebut diperlukan untuk memastikan keteraturan solusi inversi Laplace. V.D.
Kupradze dan para pengikutnya memperoleh estimasi yang diperlukan untuk perilaku solusi
pada tak terhingga, menggunakan sifat-sifat tensor Green yang cukup sensitif dalam domain
tertutup.

Metode teori potensial juga sangat efektif dalam memecahkan masalah kontak teori
elastisitas, yaitu, ketika pada satu bagian batas media elastis ditetapkan satu kondisi batas yang
sesuai dengan kondisi batas yang ditetapkan, sementara di bagian lain, ditetapkan kondisi
batas lain yang menentukan kondisi kontak media yang berinteraksi.

Pembuktian dan konstruksi matematis dari teori yang cukup umum untuk
memecahkan masalah teori elastisitas menggunakan metode potensial tidak menyelesaikan
masalah secara tuntas. Karena selain dasar matematis dari metode dan konstruksi solusi
fundamental yang sesuai dengan setiap medium, langkah yang paling penting tetaplah solusi
persamaan integral di batas. Karena dalam masalah spasial, persamaan integral yang
diselesaikan bersifat dua dimensi dan singular, maka perlu untuk memodifikasi metode
potensial klasik dengan mempertimbangkan beberapa set titik di luar domain yang diberikan
dan di batas atau untuk membangun algoritma khusus untuk menghitung integral singular.
Modifikasi serupa dilakukan oleh V.D. Kupradze dalam bentuk metode persamaan fungsional.

1.2 METODE ELEMEN BATAS

Metode klasik potensial dan metode persamaan integral batas menyediakan landasan
teori dan menjadi fondasi bagi bidang penting matematika terapan: metode elemen batas.
Metode potensial klasik dan metode persamaan integral batas, yang muncul kemudian,
didasarkan pada penerapan rumus tipe Green untuk mereduksi masalah nilai batas dalam
domain menjadi persamaan integral pada batasnya.

Metode elemen batas menggabungkan dasar matematika dari metode potensial dan
metode persamaan integral batas dengan teknik penyelesaian persamaan batas dengan

3
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membagi batas menjadi beberapa bagian terpisah (elemen batas). Penyelesaian persamaan
batas dilakukan dengan mengaproksimasi kerapatan yang tidak diketahui pada bagian-bagian
ini (elemen batas), yaitu dengan mengganti persamaan integral pada batas dengan sistem
aljabar linier. Nama metode ini muncul secara analog dengan FEM, yang merupakan pesaing
utama metode elemen batas (BEM). Saat ini, sulit untuk mengaitkan banyak karya dengan satu
atau beberapa metode persamaan batas.

Oleh karena itu, dalam tinjauan karya-karya tentang BEM, kami akan mencatat
penelitian terapan yang paling penting dan karya-karya yang telah menjadi tonggak sejarah
dalam pengembangan BEM. Jumlah total karya yang terkait dengan metode ini sangat besar.
Pengembangan BEM tertinggal 10—15 tahun di belakang FEM. Namun, metode elemen batas
dengan cepat menebus keterlambatan ini, dan BEM kini telah menjadi metode numerik yang
paling populer. Alasan semakin populernya BEM adalah sejumlah keunggulan signifikan
metode ini dibandingkan dengan metode lain untuk memecahkan masalah nilai batas.
Keunggulan ini meliputi:

1. Penurunan tajam dalam volume perhitungan dibandingkan dengan FEM dan FDM,
karena BEM tidak memerlukan diskritisasi seluruh domain yang ditempati oleh benda,
tetapi hanya batas-batasnya. Keunggulan ini terutama terlihat dalam masalah tiga
dimensi dan masalah dengan batas "kecil".

2. Pengurangan beban kerja operasi persiapan (pemodelan geometris dan partisi menjadi
elemen, persiapan data input, dll.).

3. Ketersediaan solusi untuk formulasi masalah yang tepat untuk domain tak terbatas,
yang khususnya penting ketika mempertimbangkan masalah dinamis.

4. Kemungkinan untuk memecahkan masalah linear dengan memperoleh nilai parameter
keadaan tegangan-regangan. Selain itu, kemungkinan untuk memperoleh bentuk solusi
persamaan awal apa pun di seluruh domain, dan bukan hanya di simpul. Yang terakhir
ini sangat penting pada gradien fungsi tinggi yang memberikan solusi (masalah kontak,
masalah retak, konsentrasi tegangan, dll.).

Akan tetapi, perlu juga dicatat bahwa metode FEM klasik memiliki kelebihan dalam sejumlah
masalah karakteristik seperti: masalah nonlinier, masalah untuk media yang tidak homogen,
dan struktur komposit. Kelebihan ini mencakup kemampuan memperoleh sistem persamaan
linier dengan matriks koefisien simetris jarang menggunakan metode ini.

Beralih ke tinjauan arah utama dan karya-karya tentang metode elemen batas (BEM),
pertama-tama kita akan fokus pada perbedaan terminologis dan aktual antara berbagai
modifikasi metode ini.

Secara historis, BEM dikembangkan di bekas Uni Soviet dan kemudian di negara-negara
pasca-Soviet berdasarkan metode potensial. Di negara-negara Barat, BEM dikembangkan
terutama berdasarkan BIEM. Beberapa varian BEM telah dikembangkan, yang dibedakan baik
oleh jenis persamaan integral maupun oleh nilai-nilai yang ditentukan sebagai hasil dari
penyelesaiannya. Semua perbedaan antara varian ini dapat direduksi menjadi kelompok-
kelompok utama berikut:

* jenis penyelesaian persamaan;
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¢ metode memperoleh persamaan batas;

e kandungan fisik dari nilai yang tidak diketahui.
Keuntungan utama Direct BEM (DBEM) adalah universalitasnya. DBEM dapat berhasil
diterapkan untuk memecahkan masalah internal dan eksternal, untuk domain dengan kendala
tunggal maupun multi-kendala. Dengan demikian, penentuan langsung parameter fisik
masalah merupakan faktor penting. Karena keunggulan ini, DBEM menjadi dasar dari banyak
program komputer universal, meskipun memerlukan waktu komputer yang sedikit lebih lama
daripada, misalnya, BEM Tidak Langsung (IBEM). IBEM dikaitkan dengan distribusi pada batas
domain gaya atau gangguan kinematik yang didistribusikan dengan kerapatan yang tidak
diketahui. Gangguan ini menghasilkan solusi dalam bentuk potensial yang sesuai, dan
kerapatannya ditemukan dari persamaan integral jenis pertama atau kedua yang diberikan
pada permukaan batas.

Bergantung pada jenis gangguan, dimungkinkan untuk memperoleh beberapa
persamaan integral batas atau lainnya. Untuk menetapkan potensial, perlu memiliki kernelnya
— fungsi Green atau solusi fundamental untuk media yang dipertimbangkan dalam domain
yang diberikan atau diperluas. Biasanya, seluruh bidang atau ruang dianggap sebagai area yang
diperluas. Mengikuti kerapatan yang tidak diketahui [48] tidak selalu masuk akal secara fisik.
Penentuan kerapatan potensial sebenarnya memecahkan seluruh masalah, karena perolehan
lebih lanjut parameter masalah di seluruh domain dicapai dengan integrasi sederhana.

IBEM secara praktis sama dengan metode potensial yang dikombinasikan dengan
teknik solusi diskrit persamaan integral batas. Metode beban fiktif dan berbagai varian metode
fungsi Green juga dapat dikelompokkan dalam kategori ini.

BEM semi-langsung (SDBEM) didasarkan pada penggunaan beberapa fungsi bantu
(misalnya, fungsi tegangan dalam masalah bidang teori elastisitas atau fungsi arus dalam tugas
hidrodinamika) untuk membangun persamaan integral batas. Distribusi parameter yang tidak
diketahui dari masalah di dalam dan di batas domain setelah penentuan fungsi bantu
ditemukan bukan dengan integrasi seperti dalam DBEM dan IBEM tetapi dengan diferensiasi.

Namun, SDBEM tidak banyak digunakan karena algoritme yang lebih baik dan akurasi
yang lebih tinggi dari DBEM dan IBEM. Dalam versi BEM ini, beberapa tumbukan fiktif tidak
diketahui di batas domain. Tumbukan fiktif ini diidentifikasi dengan perpindahan terputus-
putus, meskipun interpretasi fisik dari diskontinuitas ini umumnya tidak diberikan. Dalam
pengertian ini, metode perpindahan terputus-putus mendekati IBEM. Diskontinuitas
perpindahan memperoleh makna fisik, interpretasi fisik hanya dalam masalah tentang retakan.
Modifikasi BEM ini memerlukan pertimbangan domain tak terbatas dengan beban seperti itu
di batasnya yang menyebabkan lonjakan perpindahan.

Dengan demikian, varian modifikasi BEM yang dipertimbangkan dalam literatur ilmiah
hanya berbeda dalam metode memperoleh atau membangun persamaan integral batas dan
memperoleh solusi dalam domain. Semua operasi dan prosedur terkait lainnya yang terkait
dengan teknik penyelesaian persamaan integral, data masukan dan keluaran, dan sebagainya
identik. Metode numerik yang berbeda harus digunakan untuk menyelesaikan persamaan
integral batas yang diperoleh dengan satu atau metode lain. Kuadratur mekanis dan metode
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iteratif secara praktis tersedia untuk perhitungan nyata. Kedua kelompok metode numerik ini
memerlukan pembagian awal permukaan batas atau kurva ke dalam beberapa bagian
terpisah.

Di dalam bagian ini, beberapa perkiraan fungsi yang tidak diketahui digunakan.
Kuadratur mekanis menghasilkan sistem persamaan aljabar. Metode iteratif menghasilkan
rumus berulang yang dapat diperoleh sebagai hasil dari solusi iteratif sistem persamaan
aljabar. Sifat perkiraan fungsi pada elemen batas sangat signifikan. Masalah ini dapat
mencakup pembengkokan dan deformasi elemen yang memanjang.

Dalam teknik BEM, dalam semua formulasi metode ini, titik-titik pengamatan di mana
persamaan batas harus dipenuhi disejajarkan dengan simpul fungsional, yaitu, dengan titik-
titik penerapan dampak eksternal. Konstruksi tradisional semacam itu menimbulkan kesulitan-
kesulitan tertentu. Penempatan titik-titik pengamatan di luar simpul-simpul fungsional
memungkinkan untuk meningkatkan jumlah titik-titik pengamatan tanpa peningkatan yang
sesuai dalam jumlah simpul-simpul fungsional. Pencocokan jumlah variabel yang tidak
diketahui dengan jumlah simpul-simpul fungsional (variabel yang tidak diketahui tambahan,
"variabel yang tidak diketahui yang redundan" mungkin muncul dalam kasus domain-domain
dengan batas-batas yang tidak teratur). Metode ini memudahkan untuk menghindari
kesulitan-kesulitan yang terkait dengan penghitungan integral singular pada titik-titik
ketidakteraturan batas.

Perlu dicatat bahwa penerapan BEM dalam domain-domain dengan batas-batas yang
tidak mulus memiliki kekhasannya sendiri. Untuk mengatasi kesulitan ini, metode dan teknik
perkiraan digunakan yang darinya tiga metode utama dapat dibedakan:

e Sedikit distorsi geometri batas dengan menghaluskan atau membulatkan sudut;
e Menyamakan tegangan di antara mereka sendiri secara apriori pada normal yang
berbeda dan pada titik batas yang tidak teratur;
¢ Menggunakan "konsep simpul ganda". Artinya, konsep ini didasarkan pada penentuan
kerapatan yang tidak diketahui pada jarak pendek dari titik yang tidak teratur.
Dengan beberapa perbaikan, hasil yang paling akurat diberikan oleh metode terakhir.

Teknik yang menarik digunakan dalam asimtotik penyelesaian masalah teori elastisitas yang
sesuai digunakan untuk menggambarkan kerapatan dalam persamaan integral batas di sekitar
titik sudut. Derajat singularitas ditentukan tergantung pada nilai sudut internal di titik sudut.
Metode potensial, BIEM, dan BEM banyak digunakan dalam penyelesaian masalah dinamis
teori elastisitas, viskoelastisitas, dll. Masalah dinamis untuk benda tak terbatas menyoroti
keunggulan BEM dibandingkan metode numerik lainnya. BEM merupakan metode
perhitungan yang efektif karena tidak memerlukan pembagian volume atau permukaan yang
besar menjadi elemen atau jaring hingga. Selain itu, dimungkinkan untuk memperoleh solusi
eksak yang mempertahankan semua efek gelombang yang dapat terdistorsi atau hilang saat
menggunakan domain besar, tetapi masih terbatas yang digunakan dalam metode numerik
lainnya. Penyelesaian masalah stasioner dengan metode elemen batas sedikit berbeda dari
penyelesaian masalah statis. Beberapa kesulitan tambahan muncul saat menghitung suku
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integral. Karena fungsi Green yang menghasilkan BIE dalam masalah stasioner mengandung
fungsi yang berosilasi cepat, algoritma tingkat lanjut harus diterapkan saat mengintegrasikan
fungsi-fungsi ini.

Algoritma dan program dikembangkan berdasarkan teknologi DBEM tingkat lanjut.
Masalah penggunaan BEM dalam masalah non-stasioner jauh lebih rumit. Akuntansi waktu
langsung dalam algoritma numerik atau ketika koordinat waktu dikecualikan dari
pertimbangan memperkenalkan kesulitan analitis dan komputasi tambahan.

Dua metode utama biasanya digunakan dalam memecahkan masalah dinamis non-
stasioner menggunakan persamaan integral batas dan BEM: metode transformasi integral dari
waktu ke waktu dengan solusi standar berikutnya dari masalah kuasi-stasioner BEM dan
metode Persamaan Integral Batas-Waktu (BTIE). Yang pertama dari metode ini terkait dengan
transformasi Laplace atau Fourier, di mana koordinat waktu dikecualikan. Namun, dalam kasus
ini, inversi numerik lebih lanjut (konversi) dari transforman adalah tugas yang cukup sulit.

Universalitas BEM dan potensinya yang luas untuk menyelesaikan berbagai masalah
menyebabkan penetrasi metode ini ke berbagai cabang mekanika. Di antara banyak masalah
yang berhubungan dengan aplikasi BEM, kita harus menyebutkan masalah campuran dan
kontak dari teori elastisitas, masalah viskoelastisitas dan termoelastisitas, masalah tentang
interaksi benda elastis dengan media cair dan elastis, masalah perhitungan membran dan
pelat, pelat pada dasar elastis dapat dicatat. Selain memecahkan masalah linear, BEM secara
efektif digunakan untuk memecahkan masalah keseimbangan dan gerak benda non-elastis.

Dengan demikian, BEM dan berbagai modifikasinya merupakan cara yang sangat efektif
untuk memecahkan masalah mekanika dan fisika matematika secara numerik untuk domain
dengan batas "kecil". Di bawah istilah "kecil" yang sangat kondisional, batas harus dipahami
sebagai rasio tertentu dari bagian batas yang akan dipartisi menjadi elemen batas terhadap
luas atau volume benda yang mengalami diskritisasi saat menggunakan FEM atau FDM.

Detail terpenting dari definisi kondisional ini adalah hanya memperhitungkan
permukaan batas tempat fungsi Green yang menghasilkan persamaan integral batas tidak
memenuhi kondisi batas dari masalah nilai batas yang dipertimbangkan. Hal ini disebabkan
oleh sifat BIE yang dihasilkan oleh fungsi Green tertentu (atau solusi fundamental). Jika fungsi
Green memenuhi syarat batas masalah pada bagian batas, maka BIE menghilang pada bagian
batas ini. Misalnya, dalam masalah difraksi gelombang elastis pada bukaan melingkar di
setengah bidang, batas didiskritisasi sepanjang lingkaran dan sepanjang batas tak terhingga
dari setengah bidang, jika fungsi Green dibangun untuk seluruh bidang.

Di sisi lain, jika fungsi Green dipilih sebagai fungsi pembangkit untuk setengah bidang
yang memenuhi syarat batas pada batas setengah bidang, maka BIE ditulis hanya pada keliling
bukaan dan hanya keliling ini yang dipartisi. Dalam kedua kasus, kita berhadapan dengan batas
yang relatif "kecil", karena diskritisasi batas membutuhkan elemen yang jauh lebih sedikit
daripada diskritisasi setengah bidang itu sendiri. Pada saat yang sama, dalam kasus kedua
(ketika menggunakan fungsi Green untuk setengah bidang), BEM bahkan lebih efisien dalam
hal jumlah elemen. Namun, untuk domain dengan batas "besar", BEM mungkin kurang efektif
dibandingkan FEM dan FDM. Misalnya, untuk strip panjang atau untuk domain multi-
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terhubung dan untuk masalah heterogen, jumlah node yang menggunakan BEM mungkin
besar. Selain itu, FEM akan memiliki keuntungan tambahan dalam kasus ini, seperti yang
ditunjukkan di atas.

Kombinasi kedua metode numerik utama modern FEM dan BEM dalam kompleks
program tampaknya merupakan perkembangan yang menjanjikan. Kombinasi metode-
metode ini akan mencakup hampir seluruh rentang masalah batas dan nilai batas awal yang
ditemui dalam aplikasi saat ini. Langkah pertama ke arah ini telah diambil. Ada sejumlah karya
dan program yang menerapkan gagasan untuk menghubungkan BEM dengan metode numerik
lainnya, khususnya dengan FEM.

1.3 PERSAMAAN BATAS DALAM MEKANIKA STRUKTURAL

Metode Persamaan Integral Batas (BIEM) secara umum didasarkan pada metode Teori
Potensial dan Persamaan Integral Batas, tetapi fitur dasar dan ide metode persamaan batas
juga dapat ditemukan dalam metode klasik mekanika struktural yang dikembangkan jauh lebih
awal daripada metode fisika matematika yang sesuai.

Pendekatan mekanika struktur yang berhasil untuk perhitungan sistem yang kompleks
dengan menggantinya dengan sistem yang lebih sederhana dan membuatnya lebih mudah
diakses untuk perhitungan memiliki semua elemen utama dari Metode Persamaan Batas.
Karena mekanika struktur awalnya dikembangkan terutama sebagai ilmu sistem batang,
penerapan metode klasik seperti metode gaya, metode perpindahan, atau metode campuran
mengarah pada persamaan batas dalam serangkaian sambungan diskrit.

Jadi, sebagai aturan, tugas tambahan yang analog satu dimensi dari fungsi Green (yaitu
reaksi satuan dan perpindahan satuan) ditentukan, sesuai dengan elemen sistem (misalnya,
elemen horizontal dan vertikal rangka) dengan cara yang konstruksi kondisi tambahan
dikaitkan dengan penyempitan domain menjadi beberapa sub-domain. Analog satu dimensi
pertama dari BEM muncul dalam mekanika struktural dengan diperkenalkannya sistem tak
terbatas, yang mengawali Compensating Loads Method (CLM), Extended-Domain Method,
dan BEM, serta dalam metode matematika murni Generalized Solutions Method (GSM),
Boundary Integral Eguations Method (BIEM), dan Delta-Transform Method (DTM).

Di antara metode-metode yang dikembangkan dalam beberapa dekade terakhir, yang
paling maju adalah metode Boundary Integral Equations dengan diskritisasi batas, yang juga
dikenal sebagai BEM. BEM mirip dengan metode elemen hingga, yang saat ini merupakan
instrumen utama untuk perhitungan dan analisis aktual struktur dalam praktik desain dan
penelitian. BEM adalah teknik untuk memecahkan berbagai masalah teknik dan fisika. Inti dari
teknik BEM terletak pada formulasi persamaan integral untuk masalah nilai batas tertentu.
Dasar matematika dari pendekatan ini, tentu saja, adalah fungsi Green klasik, dan seperti yang
disebutkan sebelumnya, hal itu sesuai dengan fungsi pengaruh mekanika struktural.

Metode beban kompensasi muncul sebagai generalisasi dari metode mekanika
struktural yang terkait dengan pertimbangan sistem primer tak terhingga, sebagaimana
diterapkan pada analisis balok pada pondasi Winkler elastis. Metode beban kompensasi yang
diusulkan oleh B.G. Korenev memberikan kepuasan yang tepat terhadap kondisi batas pada
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seluruh permukaan konstruksi dengan dimensi terbatas.

Ketika memecahkan persamaan batas menggunakan (CLM), kita sampai pada
persamaan Fredgolm jenis pertama dan kedua. Meskipun demikian, CLM dikenal luas sebagai
metode perkiraan. Sebagai aturan, peneliti membangun sistem persamaan integral dan
kemudian menerapkan metode penyelesaian perkiraan padanya sehingga mereduksi masalah
menjadi sistem persamaan aljabar linier. Dalam metode kompensasi beban, dampak batas,
yang merupakan fungsi koordinat spasial yang tidak diketahui (beban kompensasi), yang akan
ditentukan dalam proses penyelesaian masalah, ditetapkan pada garis besar domain dalam
bentuk gaya dan momen, termasuk momen orde tertinggi yang sesuai dengan lompatan faktor
kinematik — perpindahan dan sudut rotasi.

Sebagai metode elemen batas tidak langsung, metode kompensasi beban menuntut
perluasan domain ke kanonik, khususnya penerapan beban kompensasi tak terbatas pada
batasnya. Solusi masalah dibangun sebagai jumlah solusi dasar dan kompensasi dalam domain
yang diperluas. Pemenuhan kondisi batas mengarah pada persamaan batas. Metode
kompensasi beban dikembangkan dalam dua arah. Arah pertama terhubung dengan
penggunaan beban kompensasi hanya pada batas domain, yang ditempati oleh konstruksi.
Dalam hal ini, ekstraksi fitur khusus pada batas memungkinkan untuk mereduksi masalah
menjadi persamaan reguler dan singular jenis kedua yang direkam untuk batas konstruksi.

Arah kedua CML dikaitkan dengan realisasi penuh peluang yang disajikan oleh CLM,
khususnya dengan pilihan sewenang-wenang beban kompensasi dan lokasinya relatif terhadap
batas konstruksi, dan itu, dalam arti tertentu, merupakan generalisasi dari metode tersebut.
Kemudian masalah nilai batas, yang dihasilkan oleh operator diferensial elips, dapat direduksi
menjadi persamaan integral jenis pertama dengan kernel kontinu relatif terhadap beban
kompensasi, yang terletak di luar konstruksi yang dipertimbangkan. B.G. Korenev
mempertimbangkan berbagai pertanyaan yang berkaitan dengan metode beban kompensasi:
solusi untuk masalah satu dan dua dimensi; hubungan metode beban kompensasi dengan
metode parameter awal; interpretasi beban kompensasi orde tinggi - yang merupakan analog
diskrit dari beberapa lapisan; perhitungan konstruksi dengan metode beban kompensasi yang
memperhitungkan deformasi plastik; dan solusi masalah dinamis - perhitungan pelat dengan
bentuk sewenang-wenang pada pondasi elastis.

Korenev adalah penghapusan beban kompensasi di luar batas domain yang
dipertimbangkan. Dalam kasus ini, hal ini memperburuk struktur persamaan batas. Akibatnya,
muncul kebutuhan untuk membangun algoritma regularisasi khusus untuk aplikasi numerik
metode ini; namun, algoritma tersebut memiliki sifat keteraturan yang sangat diperlukan
untuk penyederhanaan perhitungan.

Pada awal tahun sembilan puluhan, banyak karya yang mempertimbangkan masalah
yang dipecahkan dengan menggunakan beban kompensasi berada di depan aliran pekerjaan
pada metode elemen batas yang umum selama tiga dekade terakhir. Oleh karena itu, penting
untuk mengenali prioritas mekanika konstruksi, yang pada dasarnya meletakkan dasar dari
salah satu varian BEM yang paling penting, karena masalah yang dipecahkan dengan
menggunakan CLM memiliki semua tahapan dan prosedur yang menjadi ciri khas IBEM,
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termasuk membelah batas dan memenuhi kondisi batas pada titik nodal batas yang dipilih.

Tidak sulit untuk melihat bahwa jika kita mempertimbangkan balok tak terbatas, yaitu,
"domain yang diperluas" sebagai sistem utama metode mekanika struktural dalam masalah
balok pada alas Winkler, maka tergantung pada pilihan gaya atau beban kompensasi kinematik,
kita akan memperoleh analog dari metode gaya atau metode perpindahan. Ketika memperluas
metode kompensasi beban ke masalah multidimensi, kita berurusan dengan perluasan
metode klasik mekanika struktural berdasarkan sistem primer yang diperluas ke masalah ini.

Salah satu varietas, serta analog dari metode kompensasi beban, adalah Metode
Ekspansi sistem tertentu. Metode ini didasarkan pada perluasan sistem terbatas yang
diberikan ke sistem terbatas atau tak terbatas, dalam domain definisi yang mudah untuk
membangun solusi persamaan diferensial asli. Metode ini dibuktikan dan diimplementasikan
dalam memecahkan berbagai masalah, khususnya, perhitungan statis dan dinamis balok,
rangka, pelat, dan cangkang dipertimbangkan. Metode ini, serta metode kompensasi beban,
dapat dianggap sebagai jenis interpretasi metode potensial dan persamaan batas, yang
didasarkan pada pendekatan tradisional mekanika struktural.

Metode serupa dikembangkan di negara-negara Barat yang disebut metode "medan
yang diperluas". Dampak batas adalah gaya terpusat dan turunannya sepanjang koordinat
yang menggambarkan lokasi dampak. Dalam teori fungsi klasik, beban tersebut tidak dapat
dijelaskan karena singularitasnya. Oleh karena itu, biasanya bukan dampak itu sendiri yang
dipertimbangkan, tetapi solusi yang sesuai, yang dapat direpresentasikan oleh integral reguler
dan singular. Dengan pengembangan teori fungsi umum, menjadi mungkin untuk menafsirkan
dampak singular yang menghasilkan beban kompensasi, baik yang bersifat gaya maupun
kinematik.

Penerapan sistematis fungsi umum untuk interpretasi efek batas (kompensasi)
diberikan beban kompensasi ditetapkan dalam bentuk operator kondisi batas atas fungsi delta,
yang diterapkan pada batas domain dua dimensi tertentu setelah perluasannya ke seluruh
bidang. Untuk operator kondisi batas, pembawa adalah batas domain.

Pilihan beban kompensasi ini dengan penerapan transformasi Fourier ganda berikutnya
memberikan persamaan batas dalam bentuk persamaan integral Fredholm jenis kedua.
Metode ini terbukti sangat efektif, khususnya, saat memecahkan sistem integro-diferensial.
Sistem ini menggambarkan pembengkokan pelat pada alas elastis dengan sifat distributif.
Dengan menggunakan metode solusi umum, berbagai macam masalah tentang apa yang
disebut pelat tak terisolasi yang terletak pada alas yang mengalami deformasi linier dari jenis
umum dipertimbangkan.

Gagasan serupa menggunakan fungsi umum untuk memecahkan masalah nilai batas
ditemukan dalam karya berbagai penulis. Salah satu keuntungan dari seluruh variasi metode
seperti kompensasi beban adalah interpretasi rekayasa yang ketat terhadap isi tugas dan hasil.
Namun, dalam istilah matematika, metode tersebut secara alami tidak dapat bersaing dengan
konstruksi teori potensial yang ketat.

Metode seperti kompensasi beban memerlukan penugasan gaya kontur dan efek
kinematik yang cermat. Kehati-hatian ini diperlukan agar tidak kehilangan bagian dari solusi
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masalah, yang sesuai dengan efek terkonsentrasi di titik sudut kontur. Ini terjadi, misalnya, saat
menghitung pelat/lempengan. Dalam pengertian ini, DTM memberikan konstruksi yang cukup
umum dan ketat dari berbagai metode persamaan batas. Metode inilah yang akan digunakan
di bawah ini sebagai dasar untuk upaya menggeneralisasi dan mengklasifikasikan metode
persamaan batas.

DTM adalah penggunaan formal fungsi Delta sebagai inti dalam transformasi integral
pada interval berhingga, semi-tak terhingga, dan tak terhingga. Dalam contoh masalah nilai
batas, transformasi delta diterapkan pada persamaan diferensial dari masalah nilai batas satu
dimensi. Kemudian integrasi per bagian dalam area yang agak diperluas yang merupakan
karakteristik transformasi ini dilakukan. Pada batas domain ini, lompatan bentuk diferensial
batas terjadi sebagai koefisien fungsi delta dan turunannya. Yang terakhir adalah dampak batas
(kompensasi), sedangkan lompatan bentuk batas memberikan kerapatan dampak ini yang
tidak diketahui. Selain mengintegrasikan per bagian, metode transformasi delta
memungkinkan kita menggunakan rumus Lagrange-Green, yang memungkinkan kita untuk
mengekspresikan beban kompensasi melalui kombinasi sembarang fungsi delta dan turunan
2n-1-nya (2n — orde persamaan diferensial). Lebih jauh, kerapatan beban kompensasi
diekspresikan sebagai bentuk batas yang merupakan konjugat dengan kombinasi linier fungsi
delta sembarang. Penjelasan mengenai dampak batas dalam metode transformasi delta
diberikan melalui interpretasi mekanis fungsi delta dan turunannya yang berurutan: gaya
terpusat, momen, dan momen dengan orde lebih tinggi yang menghasilkan lonjakan sudut
rotasi dan lonjakan perpindahan linier.

Transformasi Fourier digunakan untuk menyelesaikan masalah. Setelah integrasi
dengan bagian-bagian, persamaan integral muncul di batas. Persamaan ini dapat dianggap
sebagai persamaan batas. Fitur karakteristik dari karya ini adalah pertimbangan sistem
persamaan integro-diferensial. Sistem persamaan ini menggambarkan masalah kontak pelat-
dasar. Perlu dicatat bahwa contoh penggunaan transformasi integral klasik dalam domain non-
kanonik ditemukan pada tahap awal pengembangan metode yang sangat populer ini akhir-
akhir ini.

Seperti diketahui, metode transformasi integral klasik didasarkan pada penggunaan
transformasi integral dengan kernel yang bertepatan dengan fungsi eigen operator diferensial
dari masalah yang sedang dipertimbangkan saat memecahkan masalah nilai batas.

Metode perhitungan di atas terutama dikaitkan dengan penyelesaian masalah statis
dua dimensi, terutama terkait dengan perhitungan pelat. Perlu dicatat bahwa perhitungan
pelat yang ditopang dan pelat yang terletak di atas fondasi elastis menarik perhatian spesialis
yang terlibat dalam pengembangan dan penerapan metode numerik potensial dan BEM.

Permasalahan penghitungan pelat yang ditopang dan pelat yang terletak di atas alas
Winkler diformulasikan dalam bentuk persamaan diferensial parsial. Dalam permasalahan ini,
penggunaan (aplikasi) BEM tidak menemui kesulitan apa pun, kecuali beberapa fitur yang
berkaitan dengan penghitungan fungsi Green untuk pelat Winkler yang dinyatakan melalui
fungsi Hankel dari argumen kompleks.

Situasinya jauh lebih rumit jika alasnya adalah setengah ruang elastis. Dalam kasus ini,
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masalah kontak diformulasikan sebagai sistem integral-diferensial. Aplikasi langsung BEM tidak
lagi layak di sini.

Dalam permasalahan seperti itu, aplikasi BEM terpisah untuk pelat/lempengan dan
alas, lalu menjahit (menghubungkan) solusi menggunakan kondisi kompatibilitas perpindahan.
Dengan demikian, permasalahannya menjadi tentang masalah interaksi struktur dengan alas,
dan bukan tentang penggunaan algoritma BEM. Jalur ini jauh lebih rumit, dan hanya dapat
dilewati dalam kasus ketika pelat menempati seluruh bidang yang tidak terbatas, dan kondisi
untuk koneksinya dipastikan oleh kompatibilitas perpindahan, yaitu, tidak adanya lompatan
dalam perpindahan.

1.4  TUJUAN DAN SASARAN PENELITIAN

Tinjauan dan analisis singkat atas pekerjaan yang terkait dengan pengembangan dan
penerapan metode potensial, persamaan integral batas, dan elemen batas yang disajikan pada
bagian sebelumnya menunjukkan bahwa metode ini telah memiliki dasar yang cukup dan
teknik yang efektif untuk menerapkan algoritma komputer yang sesuai telah dikembangkan.
Dalam banyak literatur yang telah muncul dalam beberapa dekade terakhir tentang masalah
ini, perhatian diberikan pada perhitungan banyak struktur. Metode persamaan batas yang
paling efektif adalah dalam masalah dua dimensi dan tiga dimensi, serta dalam masalah non-
stasioner untuk benda dua dimensi dan tiga dimensi.

Namun, dalam pengembangan teori persamaan batas dan penerapannya, masih ada
sejumlah pertanyaan yang kurang berkembang. Dengan teori persamaan batas, kita akan
mempertimbangkan serangkaian metode dan modifikasinya yang mereduksi masalah nilai
batas dalam domain tertentu menjadi persamaan satu jenis atau lainnya di batasnya (metode
potensial, BIEM, berbagai varian BEM, CLM, metode domain yang diperluas, dan sistem primer
tak terbatas, dll.). Analisis karya-karya utama yang terkait dengan metode-metode ini,
termasuk monograf akhir, menunjukkan bahwa teori persamaan batas yang umum dan cukup
lengkap belum dibuat. Aspek-aspek utama dari teori umum tersebut harus mencakup:

e pilihan optimal dari masalah tambahan yang fungsi Green-nya dibangun, yaitu, sistem
primer dalam hal metode mekanika struktural;
¢ pemilihan gaya batas dan efek kinematika yang seragam dan terstandarisasi tergantung
pada jenis persamaan diferensial dari masalah dan kondisi batas;
¢ metode terpadu untuk membangun semua jenis persamaan batas, termasuk integral,
penjumlah, dan aljabar;
e teori penyelesaian persamaan integral-diferensial.
Beberapa pertanyaan tentang teori umum semacam itu telah dikembangkan secara cukup rinci
untuk beberapa kelas persamaan, meskipun kemajuan lebih lanjut dalam arah ini diharapkan.

Salah satu tujuan dari karya ini adalah pengembangan teori persamaan batas, yang ditujukan
untuk menciptakan landasan metodologis konstruksi yang cukup umum dari berbagai
persamaan batas berdasarkan posisi teoritis umum. Sebagai dasar untuk konstruksi umum
persamaan batas, peralatan universal dari metode transformasi integral akan digunakan.
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Tugasnya adalah membangun teori umum persamaan batas berdasarkan transformasi integral
yang memungkinkan representasi dan metode spesifik yang berbeda tergantung pada pilihan
kernel transformasi integral dan domain kanonik yang menghasilkannya.

Tujuan lain dari buku ini adalah untuk mendukung dan menerapkan metode
persamaan batas ini pada masalah dunia nyata dan memberikan solusi yang efektif terutama
dalam kasus di mana konstruksi berbagai metode persamaan batas yang akan memberikan
solusi efektif dalam kasus di mana konstruksi fungsi Green atau solusi fundamental untuk
media yang dipertimbangkan sulit atau tidak efisien. Secara khusus, situasi seperti itu dapat
terjadi dengan struktur media yang kompleks atau dalam kasus di mana domain memiliki batas
yang sangat panjang. Untuk mencapai tujuan ini, metode transformasi integral sebagai
peralatan universal untuk memecahkan masalah nilai batas juga akan digunakan.

Ketika mengembangkan pendekatan umum untuk pemilihan dan konstruksi berbagai
persamaan batas, preferensi akan diberikan pada ketersediaan analisis dan interpretasi fisik
dari hasil antara dan akhir. Secara khusus, salah satu tugas dari buku ini adalah
mengidentifikasi hubungan terdekat antara metode persamaan batas dengan metode klasik
dan modern mekanika struktural dan pembentukan analogi yang sesuai. Analogi ini dapat
digunakan untuk tujuan praktis guna memecahkan masalah khusus mekanika struktural, serta
untuk tujuan metodologis murni.

Bidang penting lain dari studi ini adalah penyelesaian masalah nilai batas dari
perhitungan struktur yang terletak pada alas elastis bertipe koheren, yang diformulasikan
dalam bentuk sistem integro-diferensial. Tinjauan pustaka yang diberikan pada bagian
sebelumnya dari karya tentang metode potensial dan BEM menunjukkan bahwa masalah
seperti itu secara praktis tidak dipertimbangkan. Kesulitan teknis untuk masalah jenis ini, yang
diformulasikan oleh sistem integro-diferensial, muncul karena ketidakcocokan area di mana
fungsi Green dibangun untuk struktur dan alas.

Memperhitungkan sifat distributif dari basis elastis dalam analisis struktur dengan
bantuan BEM memerlukan pengembangan metode untuk memecahkan sistem integro-
diferensial, serta peningkatan model basis elastis itu sendiri. Ada dua kemungkinan cara:
Yang pertama dikaitkan dengan konstruksi model berdasarkan konten mekanis internalnya.
Kerugian utama dari model basis elastis yang paling umum yang memiliki sifat distributif
adalah konsentrasi tegangan tak terbatas pada titik kontak batas dan perpindahan tak terbatas
pada beban yang tidak seimbang (untuk setengah bidang). Model-model ini adalah model
setengah ruang elastis dan model setengah bidang elastis. Peningkatan model-model ini dapat
dicapai melalui pengenalan koreksi mekanis: pembulatan geometris sudut atau sifat fisik
(pengenalan zona deformasi plastik). Namun, jalur ini mengarah pada model yang sangat
kompleks dan tidak praktis. Aplikasi praktis dari model-model ini dalam perhitungan struktur
nyata menjadi tidak praktis.

Reaksi eksternal adalah fungsi pengaruh atau fungsi Green dari basis, yang merupakan
inti (kernel) dari model basis. Penentuan inti (kernel) dari model basis, yang termasuk dalam
sistem integro-diferensial keseimbangan atau pergerakan struktur pada basis elastis, pada
dasarnya, mendalilkan sifat dan perilakunya di bawah berbagai jenis pembebanan. Oleh
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karena itu, untuk meningkatkan model basis elastis yang koheren, kita akan memilih jalur ini.
Jalur ini adalah yang paling sederhana dan tidak memerlukan konstruksi mekanis apriori untuk
media yang kompleks, heterogen, dan beragam, seperti tanah.

Selain itu, perlu dicatat bahwa menentukan sifat mekanis basis melalui intinya memiliki
keuntungan penting lainnya dibandingkan model mekanis murni. Keunggulan ini terletak pada
kemungkinan penentuan karakteristik inti (kernel) secara sederhana dan ekonomis langsung
dari hasil uji tanah, berbeda dengan penentuan eksperimental parameter mekanis suatu
model yang dapat menjadi pekerjaan sulit yang terkait dengan kesulitan teknis yang cukup
besar.

Dengan demikian, tujuan lain dari penelitian ini adalah peningkatan model pondasi
koheren yang akan memungkinkan:

1. untuk menghindari kesulitan yang terkait dengan keberadaan singularitas dalam model
klasik;

2. mencakup kelas dasar yang cukup luas dengan jumlah parameter fisik minimum
dengan satu model;

3. kemampuan untuk beralih ke tanah non-koheren (non-terikat) atau model klasik yang
memiliki koherensi maksimum dengan memvariasikan parameter model, dalam kasus
ekstrem.

Pertanyaan lain yang akan dipertimbangkan dalam buku ini adalah konstruksi fungsi Hijau
untuk masalah dinamis dalam kasus di mana media memiliki sifat peredam. Diketahui bahwa
sebagian besar bahan bangunan memiliki sifat peredam yang dicirikan oleh independensi
frekuensi kerugian. Pada saat yang sama, eksperimen telah menunjukkan ketergantungan
tertentu dari parameter peredam (koefisien kerugian, penurunan osilasi/getaran) pada
frekuensi siklus deformasi dalam tanah.

Kerugian yang bergantung pada frekuensi juga merupakan karakteristik untuk sejumlah
bahan modern, khususnya untuk beberapa plastik. Oleh karena itu, kemampuan untuk
menggambarkan perilaku dinamis tanah dan bahan struktural dengan gesekan internal yang
bergantung pada frekuensi dan frekuensi memiliki aplikasi nyata yang langsung. Karya ini akan
mempertimbangkan masalah tersebut dalam kaitannya dengan konstruksi fungsi Hijau untuk
media yang sesuai.

Masalah-masalah ini akan dipelajari sehubungan dengan kebutuhan untuk
memecahkan berbagai masalah dinamis. Dengan demikian, bab ini akan membahas sejumlah
masalah yang terkait dengan teori dan aplikasi metode persamaan batas untuk perhitungan
struktur pada pondasi elastis. Pemilihan kelas masalah yang relatif sempit untuk aplikasi
dijelaskan oleh lingkup pekerjaan yang terbatas; disimpulkan bahwa metode dan model yang
dipertimbangkan dalam karya ini dapat digunakan dalam aplikasi lain.
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BAB 2
METODE ELEMEN BATAS DAN MASALAH NILAI BATAS

Dalam bab kedua buku ini, pendekatan umum untuk konstruksi persamaan batas satu
dimensi berdasarkan penerapan transformasi delta dan transformasi integral umum disajikan.
Aplikasi metode diilustrasikan dengan memecahkan sejumlah masalah dalam menghitung
struktur pada dampak statis dan dinamis. Bab ini mengkaji metode pemecahan masalah nilai
batas, yang umum untuk mekanika struktural dan bidang terkait. Isi bab ini adalah pengantar
dan sampai batas tertentu ilustratif untuk aplikasi lebih lanjut persamaan batas untuk
memecahkan masalah multidimensi.

Berbagai skema metode elemen batas untuk masalah multidimensi dipertimbangkan.
Pertama, persamaan integral metode elemen batas sebagaimana diterapkan pada solusi
masalah spasial teori elastisitas dipertimbangkan, diikuti oleh metode umum untuk
membangun persamaan batas dalam lompatan. Bukti yang sangat sederhana dari kesetaraan
lengkap dari dua varian utama BEM langsung dan tidak langsung diberikan. Varian baru dari
metode elemen batas, metode spektral elemen batas, diformulasikan. Solusi dari masalah
batas untuk perhitungan struktur yang terletak di atas dasar elastis tipe koheren,
diformulasikan dalam gagasan sistem integro-diferensial, diberikan.

Bab ini menjelaskan fitur penyelesaian metode dinamis persamaan batas. Selanjutnya,
deskripsi model baru pondasi elastis kohesif, yang mencakup berbagai sifat tanah nyata,
diperiksa. Dan penerapan metode spektral elemen batas untuk perhitungan struktur pada
pondasi elastis diperiksa.

2.1 KONSEP UMUM

Mari kita mulai dengan penyajian pendekatan umum untuk membangun masalah
batas satu dimensi. Metode yang diusulkan untuk membangun persamaan batas didasarkan
pada penerapan metode transformasi delta dan transformasi integral umum (transformasi).
Metodologi yang diusulkan untuk membangun persamaan batas diilustrasikan oleh masalah
nilai batas satu dimensi.

w(x) =q(x) (a<x<b) 2.1.1

Masalah nilai batas dihasilkan oleh operasi diferensial self-adjoint

(n-m)

w(x) = z (P ()W ™™ (x)) 2.1.2
m=0

serta kondisi batas self-adjoint.
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Aiw(X)|x=q+0 = 0; Ajw(X)|x=p+0 =0, =1,2,...,5) 2.1.3

Kondisi batas yang ditetapkan pada setiap ujung interval (a, b) sama dengan s, sedangkan
bentuk-bentuk A; yang berbeda pada kedua ujung interval dibatasi dari n hingga 2n.

Untuk menyelesaikan persamaan (2.1.1), cukup dengan memperoleh solusi khusus persamaan
tak homogen (2.1.1) dan solusi umum persamaan homogen yang bersesuaian [w(x) = 0.
Solusi umum (2.1.1):

2n
w(x) = wy(x) + Z Cipj(x) 2.1.4
j=1

Solusi khusus persamaan tak homogen (2.1.1):

we@) = [ 66D 215

Q

Gagasan tentang metode seperti Persamaan Integral Batas (BIE) dapat diformulasikan sebagai
penentu kedua solusi ini melalui Fungsi Green dari persamaan (2.1.1) yang diberikan dalam
beberapa domain yang diperluas dibandingkan dengan (a, b). Domain ini dapat sekecil segmen
(bagian) [a, b], dan sebesar seluruh sumbu numerik. Fungsi Green dari persamaan (2.1.1)
dalam domain yang diperluas dapat direpresentasikan dalam bentuk berikut:

2n

> a9, <9,
ij=1

G(x, &) = (2.1.6)

2n

Y i) (€ <),

ij=1

di mana a;; — koefisien konstan tertentu, dan (pj(f) — solusi persamaan yang bebas linier
Iw(x)=0

Dengan menggunakan hubungan antara fungsi Green dan solusi homogen persamaan,
kita dapat menyatakan persamaan batas ini baik melalui solusi homogen maupun melalui
fungsi Green. Merupakan kebiasaan untuk menggunakan fungsi Green untuk memperoleh
persamaan batas. Fungsi Green vyang digeneralisasikan G(x, f) merepresentasikan
perpindahan tunggal dari gaya yang dipertimbangkan di atas (gaya, momen) dan dampak
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kinematik (fungsi lompatan-langkah sudut rotasi fungsi lompatan-langkah perpindahan). Ide
dari metode persamaan batas adalah untuk menyajikan (mewakili) solusi masalah sebagai
solusi yang dinyatakan melalui fungsi Green dari operator diferensial masalah dalam domain
apa pun.

LG (x,§) = A58 (x — €); Gr(x,8) = ASG(§, %) 2.1.7

Kemudian dengan mensubstitusikan solusi ini ke dalam kondisi batas masalah atau membuat
transisi batas ke perbatasan, kita memperoleh persamaan di batas. Oleh karena itu,
persamaan ini disebut batas:

2n
| A6+ 0.0t + ) Cerpita+0)
k=1

! 2n
j AG(b +0,8)q(8)dE + Z CeA; @i (b + 0) 218
Q k=1

Dengan demikian, persamaan pada batas domain yang dinyatakan melalui fungsi Green
membentuk dasar metode elemen batas.

Lebih lanjut ditunjukkan bahwa memperluas (memperluas) domain masalah dan memperoleh
solusi persamaan yang tidak homogen dalam domain vyang diperluas, sambil
memperhitungkan beban aktual yang diberikan dan beban yang terkonsentrasi pada titik
batas, memungkinkan kita untuk membangun persamaan batas tanpa menentukan sistem
fundamental.

Seperti diketahui, transformasi integral klasik adalah dekomposisi oleh fungsi eigennya
dari masalah nilai batas yang digunakan dalam bidang definisi masalah nilai batas. Dalam
skema transformasi integral klasik:

f U, Mdx = (u, f) = F)

j F(D)u(x, Ddr () = f(x) 2.1.9

— 00

transformasi integral digunakan untuk memecahkan masalah nilai batas yang berasal dari
operasi diferensial [,. Di mana fungsi eigen dari operasi diferensial menentukan kernel
transformasi:
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Lau(x,A) = 2u(x, 1), (x; < x < x3) 2.1.10

Di sini T(/l) — fungsi yang tidak menurun, kontinu dalam spektrum kontinu dan
bertahap (dengan jumlah lompatan yang dapat dihitung) dalam spektrum dekomposisi diskrit.
Penulis akan mencoba menyederhanakan hal di atas. Ketika persamaan diferensial dan kondisi
batas yang mendefinisikan beberapa masalah nilai batas diberikan, maka pertama-tama kita
mendefinisikan fungsi eigen dari masalah ini. Kemudian kita mengalikan bagian kiri dan kanan
persamaan diferensial dengan fungsi eigen itu dan mengintegrasikannya dengan bagian-
bagian. Hasilnya, kita memperoleh ekspresi untuk transforman (transform). Selanjutnya,
memiliki ekspresi untuk transforman dan menggunakan sifat ortogonalitas fungsi eigen, yaitu,
rumus inversi (konversi), akan mendapatkan solusi untuk masalah tersebut.

Berbeda dengan metode transformasi integral klasik, metode transformasi integral

umum muncul sebagai cara untuk menggunakan transformasi integral dalam domain non-
kanonik, yaitu area dengan kondisi batas antara seperti potongan antara, engsel, dan
sebagainya.
Pada Bab ini menawarkan generalisasi paling komprehensif dari metode transformasi integral
yang terkait dengan pengenalan transformasi integral dengan kernel ortogonal atau non-
ortogonal apa pun dalam domain mana pun yang lebih luas daripada yang diberikan, baik itu
domain batas tak terbatas atau luar.

Perbedaan antara generalisasi yang diusulkan dan yang diketahui adalah bahwa
pertama-tama, domain arbitrer diperkenalkan; domain arbitrer dan kondisi batas arbitrer
dipertimbangkan. Selanjutnya, dalam karya ini, kernel transformasi non-ortogonal digunakan,
perluasan domain dipertimbangkan, hubungan dengan metode mekanika struktural
ditetapkan, dan rumus Lagrange-Green dalam transformasi integral digunakan. Akan tetapi,
lebih mudah untuk menggunakan rumus Lagrange secara langsung:

(lu,w) = (u,q) +T'(a,A) + T'(b, 1) 2.1.11
Di mana

2n

[(@2) = ) ABWE)Bon 1t lreg
j=1
2n

F(B,A) = ) ABW()Bon 1 Dlecs
j=1

yakni benar untuk setiap interval kontinuitas (a, ) bukan integrasi bagian-bagian yang
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umumnya digunakan pada metode transformasi integral klasik.

B

2n

(w, w) = (lu,w) + ZB,- w(x)Byn_jr1u(x, ) 2.1.12
j=1 a

Dengan menyelesaikan persamaan (2.1.1) dan mengasumsikan bahwa fungsi w(x) diperluas

ke luar (a, b) sedemikian rupa sehingga memenuhi syarat batas, ketika x = x; dan x = x,,

kita peroleh:

B]-u(xl,/l) =0, Bju(xz,/l) =0,=12,..5sn<s<2n) 2.1.13

di mana Bj — adalah beberapa mode diferensial (bentuk) linear independen yang saling
bersesuaian. Ketika s < 2n, mari kita tambahkan himpunan kondisi batas dengan beberapa
bentuk linear independen Bj ke sistem lengkap bentuk s = 2n.

Berbagai pilihan kelanjutan, perluasan fungsi dipertimbangkan di luar domain yang
diberikan, dan interval, di mana berbagai lompatan fungsi di batas (perbatasan), digunakan. Di
sini pembaca mungkin memiliki pertanyaan terkait dengan transformasi integral umum,
seperti: Apakah penting apakah kondisi batas terputus-putus atau tidak? Jawaban: Tidak.
Dalam kasus ini, kita akan menerapkan transformasi integral standar. Kita dapat
mempertimbangkan lompatan fungsi yang berbeda pada bagian batas yang berbeda.
Lompatan ini dapat dilanjutkan dengan cara yang berbeda di luar bagian batas. Jika kita
melanjutkan lompatan dengan cara yang sama, kita bisa mendapatkan persamaan jenis
pertama dan jenis kedua. Hal tersebut berlaku untuk kasus kondisi batas yang berbeda pada
bagian batas yang berbeda. Ketika kita memilih lompatan pada setiap bagian batas sedemikian
rupa untuk mengasumsikan (mengambil) bentuk konjugat kontinu, kita dapat menetapkan
lompatan fungsi yang berbeda pada setiap bagian dan memperoleh persamaan jenis kedua.

Integrasi atas domain yang terkait dengan analog metode Bubnov—Galerkin juga
dipelajari di sini. Tiga kasus berikut dipertimbangkan: fungsi eigen dari persamaan tertutup,
dan fungsi eigen dari persamaan dengan kondisi batas tertutup diambil sebagai fungsi eigen,
dan semua hal di atas dipertimbangkan dalam domain yang diperluas (diperluas). Jadi, dalam
kasus kondisi batas tertutup, kita memperoleh persamaan batas, dan dalam kasus operator
diferensial tertutup, kita memperoleh analog (analog) metode Bubnov—Galerkin, integral atas
domain. Selanjutnya, prosedur untuk memperoleh persamaan batas dan menyelesaikan
masalah diilustrasikan dengan contoh masalah nilai batas satu dimensi. Analogi lengkap
dipertahankan untuk solusi masalah multidimensi. Namun, berbeda dengan masalah nilai
batas satu dimensi, persamaan batas masalah multidimensi tidak dilakukan pada titik batas,
tetapi pada garis batas dan pada permukaan batas.

Jikal = L,, Bj = Aj dan (a, b) bertepatan dengan x; = x, maka kita memperoleh hasil
standar:
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W =21"uq, wk)= f A7 (u, Qu(x, Ddzr (1) 2.1.14

Tiga kemungkinan generalisasi dari metode transformasi integral dipertimbangkan secara
terpisah, yaitu, ketika kondisi di atas tidak terpenubhi:

e transformasi integral dalam domain yang diperluas x;, x, 2 (a, b) dan domain yang

dipersempit x;, x, < (a, b)

e transformasi integral dengan kernel tertutup (I # L,)

 transformasi integral dengan kondisi batas tertutup (4; # B;)
Dalam kasus domain yang diperluas, dengan menggunakan kondisi batas (3), kita memperoleh
sistem persamaan aljabar batas:

2n

Ajwg(a+0) = z[ABjW(a)AjRZn—j+1(xl @) |x=a+o + ABw(b)AjRon—j11(x, b)|x=a+0] =0
j=1

2n

Ajwg (b —0) = Z[ABjW(a)AjRZn—j+1(xf @)|x=p-o + ABw(b)AjRzn—j+1(%, b)|x=p—o] = 0
=

2.1.15

Persamaan batas yang dihasilkan mengandung dekomposisi spektral sebagai koefisien.
Metode penyusunan persamaan batas ini serupa isinya dengan metode elemen batas dan
metode potensial. Akan tetapi, metode ini sebenarnya mengandalkan dekomposisi
spektralnya, bukan fungsi Green. Oleh karena itu, metode ini dapat disebut metode elemen
batas spektral.

Faktor terpenting yang memengaruhi (mempengaruhi) jenis sistem persamaan batas
(2.1.15) adalah keberadaan 4n lompatan yang tidak diketahui dengan hanya adanya 2n kondisi
batas. Pilihan (seleksi) lompatan sebagai yang tidak diketahui menentukan struktur persamaan
batas.

Sekarang mari kita pertimbangkan pertanyaan tentang bentuk standar dari masalah
nilai batas, yang penting dari sudut pandang metodologis. Pertanyaan ini terkait erat dengan
struktur persamaan batas. Bentuk standar dari masalah nilai batas adalah representasi
masalah nilai batas ketika kondisi batasnya homogen dan persamaan diferensialnya tidak
homogen. Akan tetapi, ada beberapa kasus perumusan masalah, sebaliknya, ketika persamaan
diferensial bersifat homogen dan kondisi batas tidak homogen.

Di bawah ini kami menjelaskan metode baru untuk memperoleh bentuk standar dari
masalah nilai batas berdasarkan transformasi delta. Untuk melakukannya, pertimbangkan
persamaan yang ditulis dalam bentuk non-standar. Kami menetapkan kondisi batas pada titik-
titik interior batas dan melakukan transformasi delta (transformasi) pada persamaan tersebut.
Bentuk standar persamaan dengan kondisi batas yang telah ditetapkan pada nol pada titik-titik
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luar batas diperoleh.
Masalah nilai batas untuk operator [

lw(x) =0 2.1.16
dengan kondisi batas yang tidak homogen
Aw(X)|x=a+0 = 9i; (1 =1,2,...,n)

AjW(x)|x=b—0 = Gi2 (] =12, ...,Tl)

2.1.17

Hal ini direduksi ke bentuk standar, sebagai persamaan diferensial nonhomogen (2.1.1) dengan
kondisi batas homogen (2.1.3). Untuk tujuan ini, transformasi delta dapat dilakukan dalam
(2.1.16). Selanjutnya, dengan menggunakan rumus Lagrange-Green, dan sifat turunan fungsi
delta, kita akan memperoleh yang berikut dalam setiap interval kontinuitas:

2n 2n
lw(x *) = AAw(a)Azp—is16(x x —a) +Z AAjW(b)AZn—j+15(x * —b)
i=1 i=1

2.1.18

Dengan demikian, permasalahan nilai batas (2.1.16), (2.1.17) ekivalen dengan permasalahan
nilai batas dengan persamaan diferensial tak homogen:

w(x) = Z giAon-it+16(x —a) + Z ngZn—j+15(x —a) 2.1.19
i J

dan kondisi batas homogen di ujung interval Q. Yang paling penting adalah kasus ketika 1 =
[a, b]. Dalam hal ini:

Aw(a—0) =0, Ajw(b+0) =0 2.1.20

dan operator ekuivalen memiliki bentuk standar (2.1.19), (2.1.20). Masalah model berikut
dipertimbangkan:
¢ masalah lentur balok;

ly(x) = [EI(x)y"(x)] =0 (0 <x <) 2.1.21
y(+0) =0;y'(+0) =0

EI(x)y"(x)|x=1-0 = Moy; [E1(x)y" (x)]'|x=1-0 = Po;
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Standar untuk:
ly(x) = Myé6'(x — 1) + Pyd(x — 1) 2.1.22

Di sini kondisi batas ditunjukkan dalam rumus (2.1.21), vyaitu, aksi gaya geser dan momen
dipindahkan ke sisi kanan persamaan (2.1.22). Kondisi batas akan homogen.

y'(+0) =0; [EI(x)y"(x)] =0 (x=1+0) 2.1.23

» osilasi bebas osilator disipatif linier;
Persamaan osilasi dapat ditulis dalam bentuk:

d’u  du
= S —_ 2.1.24
[(u) mdtz +c it + ku
dengan kondisi awal
du
u(+0) = uy, E(-I—O) = v, 2.1.25

Di sini kita melihat bagaimana kondisi awal dalam rumus (2.1.24) uy, dan vV, dapat
dipindahkan ke sisi kanan persamaan, tetapi kemudian kondisi awal tidak akan ditetapkan

pada titik u(40) tetapi pada titik u(—0) dan akan ditetapkan pada nol.
Dengan mempertimbangkan bahwa:
MW, —t) = (-1 sMW(t-t,) 2.1.26
kita akan memperoleh:
lu(t,) = (mvy — cuy)6(t,) + muyé'(t,) 2.1.27

Kondisi awal untuk persamaan (2.1.27) akan berbentuk:

(—=0) =0; du( 0) =0 2.1.28
u 7 dt - o

Konstruksi bentuk standar persamaan diferensial untuk masalah Cauchy juga diberikan dalam
buku ini dan beberapa contoh dipertimbangkan.

Seperti yang akan Anda lihat dari pembahasan kita di bawah ini, bentuk standar
persamaan diferensial dari masalah nilai batas tidaklah unik. Rumus Lagrange-Green dapat
dinyatakan dalam bentuk operator diferensial kondisi batas apa pun. Kita dapat mengambil
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operator diferensial kondisi batas arbitrer dalam rumus Lagrange-Green di mana bentuk
kondisi batas yang bebas linier (I dan [,) harus ada. Dalam kasus ini, kita harus memilih kondisi
batas yang berkonjugasi dengannya. Oleh karena itu, dalam tanda kurung rumus Lagrange-
Green, seseorang dapat memikirkan sekumpulan kondisi batas tak terbatas, tanpa batasan. Ini
karena kita dapat memilih kondisi batas apa pun dalam konstruksi. Misalnya, jika kita memilih
tumpuan elastis, maka kita dapat memasukkan (memasukkan) koefisien sudut rotasi y' + ay",
yang dikaitkan dengan momen dalam tumpuan kekakuan apa pun (rigiditas) ke dalam kondisi
batas. Itu berarti bahwa kondisi batas tersebut dapat tak terbatas karena nilai kekakuan
tumpuan (kekakuan tumpuan struktur) dapat berupa angka tak terbatas. Penting untuk
memilih bentuk konjugat di sini. Dengan demikian, kita dapat memilih kombinasi bentuk batas
apa pun dan memperoleh himpunan tak terbatas fungsi delta dan turunannya dalam rumus
(2.1.16), (2.1.17) setelah transformasi delta.

Namun, jika ruas kanan persamaan (2.1.22) didefinisikan secara unik, maka kita dapat
menambahkan fungsi delta sebanyak yang kita inginkan, dengan tanda plus dan kemudian
dengan tanda minus, representasi seperti itu akan menjadi unik. Metode transisi yang
diberikan dari kondisi batas yang tidak homogen ke persamaan yang tidak homogen, yaitu,
pemindahan dampak dari kondisi batas ke beban (bagian kanan persamaan) dalam bentuk
fungsi delta dan turunannya, memungkinkan untuk membangun solusi dari masalah yang
sesuai dalam bentuk fungsi Green (reaksi sistem terhadap fungsi delta) dan turunannya
dengan parameter, yang mencirikan titik penerapan beban terpusat. Pertanyaan ini
merupakan inti dalam metode persamaan batas, karena penggunaan fungsi Green dalam
domain yang diperluas memberikan persamaan batas yang sederhana dan seragam.

Lebih lanjut dalam buku ini, hubungan fungsi Green dari operator diferensial self-
adjoint dengan solusi homogen dari metode parameter awal dipelajari. Kami akan
membuktikan bahwa solusi Cauchy yang homogen secara simultan menentukan operasi batas
fungsi Green.

Sekarang mari kita lanjutkan (beralih) ke persamaan batas. Pada bab keempat buku ini,
berbagai skema persamaan batas untuk masalah multidimensi dipertimbangkan (Gambar 2.1).
Pertama, kita akan mempertimbangkan persamaan integral dari metode elemen batas dan
penerapannya pada penyelesaian masalah spasial teori elastisitas. Kemudian metode umum
untuk membangun persamaan batas dalam lompatan akan diberikan.

Mari kita pertimbangkan cara menggunakan kernel non-ortogonal. Fungsi delta dan
fungsi Green dari masalah tertutup adalah contoh utama untuk dipelajari.
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Domain yang diberikan Batas Domain

r-
Gambar 2.1 Skema domain tertentu.

Dalam kasus pertama, transformasi integral disebut transformasi delta. Dalam kasus kedua,
transformasi integral disebut transformasi Green. Dalam kasus ini, jika fungsi Green dari
masalah tertutup yang diberikan adalah transformasi Green, maka kita memperoleh
transformasi Sobolev. Dalam bab ini, kami akan menunjukkan kepada Anda secara singkat cara
memperoleh teknik umum untuk membangun persamaan batas berbagai jenis dalam masalah
multidimensi, menggunakan transformasi delta.

Pertama, kita akan mempertimbangkan masalah statis tiga dimensi dari teori elastisitas
dalam domain tertentu dengan batas halus. Domain terbatas (terbatas) D* dengan batas halus
I" didefinisikan dalam ruang tiga dimensi R.

Mari kita tentukan dengan 't permukaan terbatas ketika titik-titik D* cenderung ke
batas, dan tentukan dengan I' yang sama untuk I'", di mana D~ adalah penjumlahan
(komplemen) D* U T ke seluruh ruang R. Di bawah ini kita pertimbangkan masalah nilai batas
dari teori elastisitas dalam D+

Vu(p) = 0 (p € DY) 2.1.29
(1 u(p) = f(p) (perl™)
() Tau®) = f(p) (perl™) 2.1.30
(1-m) au(q) + fTru(q) = f(q) (qeTl™)

di mana @, § — adalah konstanta; V* adalah operator matriks dari teori elastisitas linier; T,, —

adalah operator tegangan pada permukaan dengan n normal.
Operator tegangan dari fungsi Green:

ThG(p.q) = G,(p, Q). TAG(p,q) = G4(p.q)
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Sekarang mari kita perkenalkan domain yang diperluas Q ke dalam ruang R. Perluasan
minimum domain D% dicapai dengan menggabungkannya ke batas I', di mana ruang
maksimum adalah R. Mari kita lanjutkan dengan cara tertentu u(p) ke dalam domain yang
diperluas dan lakukan transformasi delta. Bagian kiri dan kanan persamaan (2.1.29) dikalikan
dengan fungsi delta dan diintegrasikan ke domain yang diperluas. Domain yang diperluas
dipahami sebagai domain dengan batas eksternal dan diperluas secara sembarangan ke ruang
tak terbatas, yaitu, domain yang paling tidak mencakup domain yang diberikan.

Kita berasumsi bahwa dalam Q, komponen-komponen fungsi u tersebut terdiferensiasi
dua kali di mana-mana, kecuali pada batas I'. Setelah mengintegralkan dan menggunakan
rumus Green-Betty dalam domain kontinuitas D, dan Q/D* U T kita memperoleh persamaan
berikut:

Vu(p) = j [Au(@)TL8(q, p) — AT,u()8(q, p)]dT,
r

+ [ @8 ) - Tau(@ 8@, p)dr,
r* (peQ) 2131

di mana I'* — batas luar domain Q; A — menunjukkan perbedaan nilai fungsi vektor yang
bersesuaian pada I'*dan I'", yaitu, lompatannya pada I Jadi, alih-alih persamaan (2.1.29)
dalam domain D*, kita memperoleh persamaan (2.1.31) dalam domain Q, sehingga
penyelesaian kedua persamaan dalam DT berimpit. Dalam kasus tersebut, ruas kanan
persamaan (2.1.31) memuat anggota tambahan dalam bentuk fungsi delta dan turunannya,
yang merupakan gaya "kompensasi" dan dampak kinematik (aksi). Untuk menyelesaikan
persamaan (2.1.31), kita akan menggunakan fungsi Green G(p, q) dari masalah nilai batas
dalam (2.1.29) dalam domain Q yang diperluas. Kita lanjutkan ke operator diferensial, yaitu
dengan menginversikan (mengubah) persamaan (2.1.31) dan menggunakan rumus Green.
Tensor fungsi Green G(p, ) memenuhi persamaan:

V'G(p,q) +6(p,q) =0 2.1.32

dan beberapa kondisi batas pada I'*.
Solusi persamaan (2.1.29), setelah diintegrasikan dan menggunakan rumus Green-Betty dalam
domain kontinuitas, dapat direpresentasikan dalam bentuk:

® = [ (60 D8TEu(@ - G4@ DM@,
r

+ f |60, DTRu(@) — G4(p, Pu(q)]dr,
r* 2.1.33
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Dimana: G, = TilG
Kondisi batas untuk tensor Green pada I'* (dan untuk u) bersifat arbitrer;
dimungkinkan untuk memilihnya sedemikian rupa sehingga pembangunan (konstruksi) tensor

Green dapat dicapai dengan lebih sederhana. Karena u(p) dan G(p,q) pada I'* memenuhi
kondisi batas yang identik, integral terakhir dalam (2.1.33) menjadi nol, dan akhirnya kita
memperoleh

u(p) = J |6 (0, DATEu(q) — G4 (p, 9)Au(q)]dr,
- 2.1.34

Dengan demikian, kami memperoleh representasi standar fungsi u(p) mirip dengan rumus
Somigliana. Rumusan integral batas tersebut memungkinkan kami untuk memberikan kinerja
mekanis yang jelas (2.1.34) dalam kerangka metode klasik mekanika struktural. Secara khusus,
dengan mengasumsikan setiap lompatan sama dengan nol, yaitu, dengan mempertimbangkan
perpindahan tegangan pada batas domain sebagai kontinu, kami sampai pada analog tiga
dimensi (analog) dari metode gaya atau metode perpindahan, sementara sistem primer
didefinisikan oleh domain yang diperluas dan kondisi batas yang diambil di batas. Bergantung
pada retensi berbagai lompatan, kita dapat sampai pada metode elemen batas tidak langsung
atau langsung, serta persamaan yang berbeda dari metode potensial.

ebih lanjut berbagai varian konstruksi persamaan metode elemen batas dipelajari,
bersama dengan metode potensial, dan metode transformasi delta (transformasi delta)
dipertimbangkan. Untuk deskripsi terperinci tentang konstruksi persamaan batas untuk
masalah multidimensi, silakan lihat Bab 4, Bagian 4.1 dan 4.2.

Ditunjukkan bahwa metode transformasi delta memungkinkan untuk memperoleh
semua BIE yang diketahui secara seragam, mengklasifikasikannya, dan menawarkan
persamaan baru, yang menutup seluruh sistem pembangunan persamaan batas dari tipe
fundamental. Penggunaan metode transformasi delta dalam domain yang diperluas untuk
menghitung Metode Persamaan Integral Batas (BIEM) memungkinkan untuk mengembangkan
generalisasi lebih lanjut dari Metode Elemen Batas (BEM), dengan pilihan bentuk diferensial
yang sewenang-wenang pada batas. Generalisasi BEM diilustrasikan oleh contoh masalah nilai
batas self-adjoint tiga dimensi dari tipe eliptik. Untuk memperoleh persamaan integral jenis
kedua, perlu untuk memilih "sistem primer", yaitu, domain yang diperluas, sehingga operasi
diferensial, yang berdampingan dengan operasi kondisi batas dari masalah nilai batas yang
diberikan, bersifat kontinu pada perbatasan.

Penulis akan mempertimbangkan berbagai pilihan untuk melanjutkan gaya dan faktor
kinematik ke dalam domain yang diperluas. Secara khusus, perluasan dapat disajikan dengan
memilih kondisi yang berbeda di batas, yaitu dengan memilih satu atau beberapa lompatan.
Kami akan menunjukkan bahwa untuk memperoleh persamaan jenis kedua, lompatan pada
batas harus diambil sehingga operasi adjoint akan kontinu pada batas. Dengan kata lain, untuk
memperoleh persamaan integral jenis kedua, bentuk diferensial adjoint dari kondisi batas
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harus kontinu pada batas.

Generalisasi yang diberikan juga dapat diperluas ke BEM langsung atau BIEM dengan
cara melanjutkan fungsi vektor u(p) dengan nol di luar domain D*. Dalam hal itu, kita akan
memperoleh keduanya: generalisasi BIEM dari masalah spasial teori elastisitas, dan

generalisasi persamaan fungsional B.D. Kupradze (pemilihan titik p;, tempat hubungan
integral dalam domain D~ terpenuhi). Generalisasi metode beban kompensasi, dengan
lompatan bentuk diferensial I ditempatkan di luar domain D™, dapat dibangun secara analog.

Dalam kesimpulan Bab 4, diberikan bukti yang sangat sederhana tentang kesetaraan
lengkap dari dua varian utama BEM langsung dan tidak langsung.

Selanjutnya, diformulasikan jenis baru metode elemen batas — Metode Spektral
Elemen Batas (SMBE). SMBE diformulasikan berdasarkan pendekatan terhadap konstruksi
persamaan batas yang cukup umum, seperti yang dijelaskan dalam Bab 5. SMBE dapat
dianggap sebagai pengembangan lebih lanjut dari hasil karya ilmiah tentang penerapan
transformasi integral dalam domain non-kanonik. Selain itu, SMBE sebagai generalisasi dari
hasil ini menonjolkan dasar elemen batas dari metode ini dan mereduksi masalah nilai batas
menjadi persamaan integral pada batas domain.

Inti dari SMBE untuk masalah satu dimensi adalah membangun persamaan batas tanpa
menggunakan fungsi Green, tetapi berdasarkan ekspansi spektral (dekomposisi) operator
diferensial yang dipertimbangkan dalam domain yang diperluas. Secara khusus, transformasi
Fourier dan Hankel, serta ekspansi (dekomposisi) dalam fungsi balok, yang banyak digunakan
dalam mekanika struktural, dapat digunakan untuk tujuan ini. Metode spektral khususnya
berguna ketika konstruksi fungsi Green sulit atau hanya dapat dilakukan dengan bantuan
dekomposisi integral atau diskrit (ekspansi).

Untuk kejelasan yang lebih baik, skema SMBE diilustrasikan dengan memecahkan
masalah model, khususnya, masalah pembengkokan balok bebas yang terletak di atas fondasi
elastis. Seluruh sumbu digunakan sebagai domain yang diperluas. Transformasi Fourier
dilakukan. Kemudian, mengikuti prosedur standar untuk memecahkan masalah nilai batas,
integrasi per bagian dilakukan, diikuti dengan penggunaan rumus inversi. Hasilnya, solusi
masalah yang diperoleh dinyatakan dalam bentuk delapan lompatan fungsi yang tidak
diketahui di bagian batas: perpindahan, sudut rotasi, momen, dan gaya geser. Pilihan lompatan
ini atau itu menentukan sistem utama masalah. Lebih jauh, pemenuhan kondisi batas
menghasilkan sistem persamaan batas dari jenis yang sesuai.

Mari kita pertimbangkan masalah nilai batas:

Lu(p) =0, (p€D)
lu(p)=f(p), (@EeTY) 2.1.35

dalam ruang tiga dimensi R, dengan asumsi tentang sifat operator diferensial L yang diadopsi
di atas. Mari kita lakukan perluasan domain yang sama ke Q dan tentukan kondisi batas pada
batas domain yang diperluas I'*.
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Lu(p) = f(p), (p €Ty 2.1.36

Dengan kata lain, kita akan mencari solusi yang memenuhi persamaan (2.35) dalam Q, dan
kondisi batas (2.1.36) pada batasnya. Pada saat yang sama, kita memilih beberapa sistem
fungsi eigen dari operator L dalam , yang memenuhi persamaan Lg = A¢ dan kondisi
(2.1.36). Sistem ini dapat bersifat diskrit jika spektrum operator L dalam Q, bersifat diskrit, dan
kontinu jika spektrumnya kontinu.

Kita menggeneralisasikan masalah tersebut, yaitu, kita tidak akan memisahkan dua
kasus utama ketika Q tidak terbatas atau terbatas. Mari kita gunakan transformasi integral tiga
dimensi tunggal

FO) = j F @)@ p) da,,
Q

+ oo

fo) = j FQ)@(,p) di(D),

-0 2.1.37

mengingat hal itu mencakup kedua kasus. Untuk domain terbatas, kita asumsikan bahwa
fungsi spektral distribusi (1) adalah fungsi lompatan. Transformasi integral dengan kernel
@(A,p) dilakukan dalam domain yang diperluas, dengan mempertimbangkan fakta bahwa
Au(p) = 0, (p € I') kita memperoleh persamaan integral jenis pertama:

f Alu(q) j 21 To(, T p)dr(D)dr, = f()

7 2.1.38

Jika kondisi batas lu*(p) = f(p)(p € T) ditentukan pada batas domain D*, kemudian
menuliskan ekspresi untuk lu*(p), lu~(p) dan dengan menjumlahkannya, kita memperoleh
persamaan integral jenis kedua

+ 00

1 _ _ _ _
A ) - j ATu(q) f 21 To(, Te(, p)dr(D)dT, = £()
J . 2.1.39

Persamaan integral (2.1.38) dan (2.1.39) sepenuhnya setara dengan persamaan integral yang
diberikan dalam bab ketiga buku ini, karena keduanya memiliki kernel yang sama.

Modifikasi lain dari SMBE dapat dibangun dengan asumsi bahwa AMu(p) =
ANu(p) = 0, (p € T'*)dan jika pengaruh eksternal (gangguan, dampak) ditempatkan di luar
domain Dt dan batasnya I't, yaitu, di dalam wilayah D~. Pada saat yang sama, pengaruh
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eksternal menentukan lompatan bentuk diferensial. Dalam hal itu, persamaan integral-
Persamaan integral (2.1.38) dan (2.1.39) sepenuhnya setara dengan persamaan integral yang
diberikan dalam bab ketiga buku ini, karena mereka memiliki kernel yang sama.

Modifikasi lain dari SMBE dapat dibangun dengan asumsi bahwa tions akan teratur.
Namun, memperoleh persamaan integral jenis kedua sudah tidak mungkin di sini. Dua jenis
persamaan integral SMBE diperoleh. Jenis persamaan pertama dicirikan oleh fakta bahwa
mereka adalah analog spektral dari BIE karena fakta bahwa kernel mereka adalah ekspansi
spektral dari fungsi Green yang sesuai, silakan lihat Bab 5. Jenis persamaan integral lainnya
tidak memiliki analog di antara BIE. Keadaan penting dalam kasus tersebut adalah bahwa
integrasi dalam persamaan tidak terjadi di sepanjang permukaan batas (kurva) A, tetapi di
sepanjang sumbu spektral, silakan lihat Bab 5.

2.2 METODE PERSAMAAN BATAS DALAM PERHITUNGAN STRUKTUR PONDASI ELASTIS

Banyak masalah mekanika kontinum, bersama dengan sistem persamaan diferensial
dalam turunan biasa dan parsial, diformulasikan dalam bentuk persamaan atau sistem integro-
diferensial. Masalah tersebut mencakup kelas masalah kontak yang sangat luas, yang memiliki
aplikasi luas dalam teori struktur pada pondasi elastis, mekanika tanah, teori bentuk struktural,
dinamika dan kekuatan mesin, dll.

Sebagai contoh, kita akan mempertimbangkan masalah kontak untuk struktur bidang.
Keadaan tegangan-regangan dari struktur yang dipertimbangkan dalam domain D *dijelaskan
oleh operator diferensial parsial linier L orde ke-2:

Lu(x,y) = q(x,y) —p(x,¥), (x,y €DT) 2.2.1
dengan kondisi batas berikut
Lu(x,y) =0, (x,y €T¥j=1,n) 2.2.2

dan kondisi kontak dengan media yang dapat dideformasi secara linear.

jj G (x,y; %1, y1)p (%1, y1)dx; dy, = u(x,y), (x,y €D)
f 2.23
Di sini, operator L dan [; memiliki sifat yang sama seperti pada paragraf sebelumnya; u(x,y)
— fungsi perpindahan; q(x,y),p(x,y)— fungsi pengaruh eksternal dan tegangan kontak;
G(x,y; xl'yl)_ Fungsi Green dari medium yang dapat dideformasi secara linier dalam
domainR o D.

Kami memilih R sebagai domain yang diperluas dan memperluas u(x,y) dan q(x,y)
dari D ke dalamnya sedemikian rupa sehingga persamaan (2.2.1) terpenuhi dalam domain
yang diperluas. Transformasi dengan kernel ¢(x,y;,n) dilakukan pada persamaan (2.2.1)

dan (2.2.3), menggunakan rumus inversi untuk transformasi ¢ -, dan kita peroleh:
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dr(§)da(n)

W y) = ﬁ (@& ) + G m) + TEND ey, )]
=) P(E,m) +G1(&,m)

q1(&En) + @) +TE My, & 1)l
P n) +G71(&n)

p(x,y) = j j 16 m- dr(€)da(n)

224

di mana 7(§), dan a(n) adalah fungsi distribusi spektral dari transformasi.

Kami memilih n lompatan bentuk diferensial AMu, ANu sama dengan nol. Selanjutnya, untuk
menentukan g,(&¢,n) dan T(&,n) kami menggunakan kondisi batas (2.2.2) dan kondisi
p(x,y) =0(x,y € D7) Dari (2.2.4), kami memperoleh sistem penyelesaian persamaan

integral:
" TEMp(, ;1) B
_fl PE ) + G1(E,m) dr(§)do(n) = Q1(x,¥) —Q2(x,¥), (x,y €D) 225
TGy €1) o . i
_flp(f,n)ﬁ(f,n) 1 @@do(m) =0 () - Q' (xy),  (xy €D7) 22,6

__ ([ @Eietyi &) .
0.(6y) = - g Dt e dr o), (=1,2) (oY €T)

2.2.7

% _ OOC_Ii(S('TI)(P(x'YZf'TI) . —
0,G0y) = _flP(é’,n)G_(f,n)H dr(©do(),  (i-1,2) (xy €D7)

Sistem persamaan (2.2.5), (2.2.6) memiliki fitur berikut: persamaan integral pertama dapat
diselesaikan dengan metode elemen batas dan persamaan kedua dapat diselesaikan dengan
metode elemen hingga.

Ada kelas besar masalah kontak yang persamaan (2.2.6) terpenuhi secara identik dan,
oleh karena itu, BEM spektral dapat digunakan untuk menyelesaikannya. Kelas masalah ini
dicirikan oleh tidak adanya zona tanpa kontak. Struktur tersebut terhubung dengan satu atau
lain cara di seluruh wilayah R. Struktur ini disebut struktur tidak terisolasi pada dasar elastis.

Dengan demikian, metode spektral persamaan batas dapat diterapkan untuk
menyelesaikan persamaan integro-diferensial yang menggambarkan keadaan tegangan-
regangan sistem kompleks. Secara khusus, metode spektral persamaan batas dapat diterapkan
pada struktur dan media yang saling bersentuhan dalam domain tertentu. Dalam masalah
tersebut, metode potensial dan BEM tidak digunakan dalam skema solusi umum. Metode-
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metode ini hanya dapat digunakan untuk menghitung setiap struktur atau media individual,
dan kemudian dengan menjahit solusi individual di sepanjang zona kontak, solusi lengkap dari
masalah tersebut dapat diperoleh.

Berbeda dengan metode-metode ini, SMBE memberikan solusi langsung untuk
struktur yang tidak terisolasi dan dengan persamaan integral tambahan di atas wilayah
nonkontak, untuk struktur yang terisolasi. BEM spektral yang diusulkan dalam buku ini
didasarkan pada metode transformasi integral yang digeneralisasi, dan dalam pengertian ini,
metode ini sesuai dengan skema umum berbagai jenis BIE. Kami akan mempertimbangkan
getaran pelat dengan bentuk yang berubah-ubah sebagai contoh penerapan SMBE untuk
memecahkan masalah dinamis. Diasumsikan bahwa pelat tersebut terletak di atas fondasi
elastis tipe Winkler dan berada di bawah aksi beban q(x, y, t)

Selanjutnya, kami akan menyediakan materi persiapan untuk penerapan SMBE lebih
lanjut pada perhitungan struktur pada basis elastis yang koheren. Di bawah ini kami akan
mengusulkan model reguler baru dari basis elastis yang koheren, yang akan memungkinkan
penyelesaian praktis masalah perhitungan struktur terisolasi dan tak terisolasi pada pondasi
elastis. Inti dari model ini memiliki bentuk sebagai berikut:

0
(2nVR? + 82)1+v 22.8

K(r) = 0Ky(r) =

Dalam kasus-kasus yang membatasi (ekstrem), kernel (2.2.8) masuk ke dalam kernel-
kernel dari setengah ruang isotropik homogen ¢ = 0, v = 0 B.G. Korenevv = 0, dan G. K. Klein
e=0

Pada saat yang sama, pengenalan parameter dan memungkinkan untuk memperoleh
integral konvergen dalam menyelesaikan berbagai masalah dan memperhitungkan, sampai
batas tertentu, dengan menghaluskan solusi, fenomena seperti deformasi plastik lokal,
pembulatan alami pada titik sudut, dll. Kernel (2.2.8) memiliki bentuk yang cukup sederhana,
dan untuk dan terbatas, ia tidak memiliki singularitas pada seluruh sumbu semi <y < oo.
Untuk masalah bidang, kernel yang sesuai memiliki bentuk:

0, _ HF(U/Z)

K(s) = ; =
(s2+e)V2" 7 V=172 T (1 -5 v)

2.2.9

Dengan asumsi bahwa Ketika v — 0 dan € — 0, kita dapat memperoleh basis Winkler v — 2,
& — 0 Akan tetapi, tidak mungkin untuk membuat (melaksanakan) transisi limit dalam rumus
(2.2.9), karena hal ini melanggar syarat-syarat untuk konvergensi representasi integral untuk
K (s). Untuk mengatasi kesulitan ini, turunan dari kernel, sudut kemiringan permukaan dasar,
ditentukan. Setelah itu, transisi limit dilakukan, dan kemudian kernel untuk kasus-kasus
pembatas dipulihkan melalui integrasi.

Penulis menyajikan grafik fungsi pengaruh K,(r) untuk model yang diusulkan pada
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nilai-nilai yang berbeda dari v dan &, dengan mempertimbangkan sifat-sifat dasar tanah yang
sebenarnya. Fitur penting dari model yang dipertimbangkan adalah kemampuan untuk
menggambarkan secara memadai sifat-sifat tanah dengan sedimen (presipitasi) yang cepat
memudar (rapidly fad-ing) di luar area yang terbebani, yang biasanya dijelaskan oleh model
tipe Winkler.

Bersama dengan kernel dasar untuk masalah spasial dan bidang yang dipertimbangkan
dalam sistem koordinat Cartesian, ekspresi yang sesuai untuk masalah yang diformulasikan
dalam koordinat kutub diperoleh. Kami mengembangkan metodologi untuk penentuan
eksperimental parameter model yang diusulkan berdasarkan hasil pengujian tanah nyata.

Di bawah ini kami menawarkan solusi numerik dari masalah kontak untuk die kaku
bidang dan sumbu simetri. Die keras diletakkan di atas alas dengan kernel yang diusulkan.
Metode iteratif baru untuk memecahkan masalah kontak disajikan di sini. Persamaan masalah
kontak diformulasikan dalam bentuk persamaan integral berpasangan. Dalam kasus simetri
aksial, persamaan tersebut memiliki bentuk:

(0]

w

| @@= 0 <r<n)
0

2.2.10

(0]

[ psEnas=0  <n<w

0

Di mana ﬁ(f) adalah transformasi Hankel dari tegangan kontak; w perpindahan die; adalah
jari-jari die.

Metode yang diusulkan oleh Yu.G. Plotnikov digunakan untuk memperoleh solusi
numerik universal. Metode ini menyediakan algoritma yang sangat efisien untuk memecahkan
masalah kontak. Perkiraan tekanan kontak untuk masalah sumbu simetri dan bidang diambil,
masing-masing dalam bentuk:

N 1 A, A
p(r) = ZAi {aniAi [H (r -1+ 7) —H (r -1+ 7)]}, 2.2.11

i=0

0= a i (xmn e 2) (eon + L)), a2

i=0
di mana H(r) adalah fungsi Heaviside satuan.

Operasi matematika dengan persamaan berpasangan selanjutnya mengarah ke sistem
persamaan aljabar berkenaan dengan koefisien A; yang tidak diketahui.
Untuk mengevaluasi keakuratan solusi numerik dari masalah kontak sumbu simetri dan
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bidang, kami secara bersamaan menghitung tekanan kontak rata-rata di bawah cetakan. Ini
memberikan verifikasi kondisi kesetimbangan. Untuk tujuan yang sama, pada nilai pembatas
parameter, kami melakukan perhitungan untuk setengah bidang elastis ideal

Analisis hasil perhitungan menunjukkan bahwa untuk berbagai nilai parameter v, ¢,
model yang diusulkan memungkinkan untuk memperoleh diagram tekanan. Diagram tekanan
yang diperoleh berada di antara karakteristik diagram dasar Winkler dan setengah ruang
elastis. Dengan demikian, model yang diusulkan memungkinkan untuk menggambarkan
hampir semua fondasi tanah yang dipertimbangkan dalam kerangka teori linier dan memiliki
koherensi yang berbeda. Pada saat yang sama, dasar tanah mungkin memiliki struktur
heterogen (non-union) secara mendalam.

Model umum pondasi elastis yang diusulkan, karena keteraturan intinya,
memungkinkan penerapan metode yang efektif untuk memecahkan masalah kontak dan
masalah perhitungan struktur pada pondasi elastis. Model umum pondasi elastis yang
diusulkan selanjutnya memungkinkan kita untuk mereduksi masalah yang dirumuskan untuk
memecahkan persamaan integral Fredholm jenis kedua. Efektivitas metode ini ditentukan oleh
kemungkinan menggunakan prosedur iteratif sederhana untuk memperoleh karakteristik yang
paling penting — tekanan kontak. Setelah itu, desain struktur dapat dilakukan untuk aksi
gabungan beban eksternal dan tekanan kontak yang ditemukan.

Untuk mengilustrasikan metode perhitungan yang dipertimbangkan, kami akan
mempertimbangkan pemecahan masalah pembengkokan balok dengan panjang terbatas,
yang terletak bebas di atas pondasi elastis yang dijelaskan oleh model umum.

Persamaan kesetimbangan balok memiliki bentuk:

Ely"Y(x) = q(x) — p(x), (-1<x<1) 2.2.13

l

o f [(x = x0)? + €212 p(xp)dx; = y(x)
1

Persamaan (2.2.13) dapat disederhanakan menjadi bentuk berikut:

l

PO+ O | R Coxdp()dn = a) 2.2.14
Di mana B
. _ 2v(2 + v) 5v(2 + v)(4 + v) (x—x;)?
(x, x1) = [(x — x1)2 + 82]24.1;/2 o [(x _ xl)z + <€2]3+v/2

v(2+v)(4+v)(6+v)(x—x)*
[(x — xl)z + 82]4"'”/2
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Untuk menyelesaikan persamaan ini, prosedur iteratif dibangun, yang dinyatakan dengan

rumus:
1
Pria(B) = q(®) — A j R (%, 2,)p, (£)d,, 2215
-1
X X
=% 71 =%, A=06,EI/]

Hasil perhitungan diberikan dalam Bab 8, Bagian 8.2 dari buku yang diusulkan.

Untuk penerapan SMBE pada desain (perhitungan) struktur pada pondasi elastis,
silakan lihat Bab 6 dan 8. Di sini kita mempertimbangkan keseimbangan membran,
pembengkokan balok dan pelat (slab) yang tidak terisolasi dengan tepi bebas, yang terletak
pada alas yang dijelaskan oleh inti yang diusulkan. Pengenalan model dasar baru
memungkinkan untuk pertama kalinya memecahkan masalah balok dan pelat (slab) yang tidak
terisolasi dengan kondisi batas yang ditunjukkan. Solusi untuk masalah osilasi (getaran) pelat
persegi panjang pada pondasi elastis-kental juga disajikan di sini, dan hasil numerik juga
diberikan (disajikan).

Pertama, kita akan mempelajari penyelesaian persamaan tak homogen yang
menggambarkan masalah perhitungan diafragma dinamis, masalah gelombang dua dimensi,
masalah perhitungan dasar elastis dengan dua karakteristik elastis, dan seterusnya, dengan
menggunakan transformasi Fourier dalam domain yang diperluas tanpa batas. Kemudian, kita
akan beralih ke domain yang diperluas sebagai persegi panjang. Transformasi sinus terhingga
digunakan untuk menyusun persamaan batas. Dalam persamaan kesetimbangan membran,
kita beralih ke transformasi sinus. Selanjutnya, kita melakukan semua operasi SMBE dan
memperoleh persamaan berikut:

(0, y.) = wy( +f(AaWG A aG)dr
w(x,, y.) = wy (X, ) F w I ) 2.2.16

-1

di mana fungsi Green memiliki bentuk ekspansi diskrit.
Sebagai contoh penerapan SMBE, kita akan mempertimbangkan penyelesaian suatu masalah

—TV2w(x,y) + kw(x,y) = q(x,y),

wr(x,y) = f(x,y)

2.2.17

dalam domain segitiga. Di sini, T, k — - tegangan membran dan koefisien alas, masing-masing;
q gaya eksternal. Fungsi f(x,y) pada sisi segitiga berubah menjadi nol, dan pada diagonal
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diberikan oleh hukum segitiga. Domain yang diperluas adalah persegi panjang dengan sisi L,
dan l,,, yang memenuhi syarat batas. Persamaan batas memiliki bentuk:

4 v\ . MuX,  Nmy,
w,(p) + 711 z z Gmn (D) waq sin 1 sin L4r' = f(p) 2.2.18
Y m=1n=1 [

Z L L,

Di sini gmn g, (p)— fungsi yang tidak diketahui; Aw(q) adalah fungsi yang akan ditentukan;
w,(p) — adalah solusinya, yang sesuai dengan domain utama (persegi panjang). Hasil numerik
disajikan dalam Bab 8, Bagian 8.1.

Lebih lanjut, untuk menggambarkan kemampuan model pondasi yang diusulkan, kami
mempertimbangkan masalah lentur dari dua pelat (slab) semi-tak terbatas yang tidak
terisolasi, yang tepinya yang berdekatan tidak tetap. Untuk pertama kalinya, solusi untuk
masalah ini diperoleh untuk model pondasi yang koheren. Persamaan kesetimbangan pelat
yang terletak di atas pondasi elastis, dan kondisi batas ditulis dalam bentuk:

DV*V?w = (x,¥) = q(x,y) — p(x,y) (=0 <x,y < )

jJ p(x1,x2) K(x — x4,y — y)dx;dy; = w(x,y)
- 2.2.18

62W+ 62W_063W+(2 ) 3w — 0o
0x?2 “ayz e ? 0xdy?

(x =140,—0 <y < o)

Solusi untuk masalah (2.2.19) diperoleh dengan menggunakan SMBE. SMBE direalisasikan
dengan menerapkan transformasi Fourier. Konvergensi integral yang diperoleh dengan
melakukan perhitungan yang sesuai dipastikan oleh keteraturan model pondasi (dasar) yang
diusulkan. Masalah pembengkokan silinder pelat yang tidak terisolasi atau pembengkokan dua
balok semi-tak terbatas bebas yang tidak terisolasi yang terletak di atas pondasi elastis
dipelajari secara lebih rinci.

Pondasi elastis dijelaskan oleh model umum yang diusulkan. Masalah ini dipecahkan
dengan menggunakan SMBE. Hasil perhitungan lendutan balok yang terletak di atas model
dasar umum dengan parameter yang ditentukan oleh hasil percobaan oleh L.I. Manvelov dan
E.S. Bartoshevich disajikan. Merupakan karakteristik bahwa bagian ujung balok memiliki
lompatan perpindahan, yang tidak dimungkinkan oleh model dasar koheren lainnya.

Di akhir bab ini, kita akan mempertimbangkan getaran paksa pelat persegi panjang di
atas dasar Winkler elastis. Persamaan osilasi harmonik sebuah plat persegi panjang yang
terletak di atas alas inersia diskrit yang dikenai beban q(x,y)e®t, dapat dituliskan dalam
bentuk:
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t

+ f R(t — Dw(x,y, t)dt = q(x,y)e'®t 2.2.20

— 00

%2w(x,y,t)

DV?V? ,V,t) +
w(x,y,t) + m 32

di mana R(t — 7) adalah inti dari model diskrit, yang menggambarkan sifat elastis, inersia, dan
disipatif dari alas; adalah frekuensi melingkar dari beban.

Persamaan sehubungan (relatif) dengan amplitudo perpindahan kompleks memiliki bentuk:

DV*V2w(x,y) + ko(w)w(x,y) = q(x,y) 2.2.21
Dimana
ko(w) = mw? +j R(2)e“tdz
0

Untuk menyelesaikan persamaan (2.2.21), kami menggunakan transformasi kosinus berhingga
dua dimensi. Kondisi batas dari masalah tersebut sesuai dengan tepi bebas, yaitu, pilihan
domain yang diperluas dalam bentuk persegi panjang dengan kondisi batas tipe Navier.
Kemudian, mengikuti metode spektral (SMBE), kami akan melakukan integrasi per bagian,
menggunakan kondisi batas. Pengaruh kompensasi (efek) dibedakan dalam persamaan
kesetimbangan. Efek-efek ini (tindakan, pengaruh) mengandung kerapatan yang tidak
diketahui dalam bentuk beberapa ekspresi diferensial dari w(x,y) dan didistribusikan
sepanjang kontur pelat, termasuk titik-titik sudut. Fungsi w(x, y) adalah solusi untuk masalah
tersebut, dan ditentukan oleh rumus:

16 1
Wi y) = ab z z az, + Bz + signk, lq(m.n)

m=0n=0

+ (D™ — D (enf)AM) + (D" (v — 4)(anpr)B(m)
+ (—1)™"(2 — 2v)c]cosa,,x cosB,y

2.2.22

Koefisien ekspansi dari pengaruh kompensasi (efek) A(n), B(m)ditemukan dari sistem
persamaan batas.
Sebagai contoh, mari kita perhatikan pelat persegi dengan dimensi yang diberikan 2 x 2 untuk
opsi pembebanan berikut:
1. gaya terpusat di tengah pelat P = 1;
2. beban seragam g = 100 yang didistribusikan ke area dengan dimensi 0,1 x 0,1 di
tengah pelat.
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Untuk kasus pembebanan terakhir, ketergantungan defleksi pelat pada frekuensi beban
dipelajari. Peningkatan frekuensi beban menyebabkan penurunan kekakuan tereduksi dan

ko (a)),’ akibatnya, peningkatan nilai absolut dari panjang tereduksi [ .

Bab 9 buku ini berisi solusi untuk sejumlah masalah dinamis yang terkait dengan
konstruksi fungsi Green yang stasioner dan non-stasioner untuk media yang memiliki gesekan
internal yang tidak bergantung pada frekuensi. Hasil penting yang diberikan dalam bab
tersebut adalah solusi dari masalah dinamis non-stasioner untuk sistem dengan satu derajat
kebebasan. Material sistem ini dicirikan oleh modul kompleks. Dalam kerangka prinsip
kausalitas, modul kompleks bergantung pada frekuensi gangguan.

Dari teori sistem dinamis, dapat disimpulkan bahwa antara bagian riil dan imajiner dari
fungsi transfer sistem kausal harus ada ketergantungan integral tertentu, yang menentukan
rumus resiprokal dari transformasi Hilbert. Kami menyajikan kepada pembaca cara baru untuk
menghitung transformasi Hilbert melalui transformasi Fourier dari fungsi yang sesuai. Ada
tabel ekstensif untuk transformasi Fourier yang menyederhanakan masalah. Beberapa contoh
perhitungan transformasi Hilbert dari fungsi delta, fungsi Heaviside, dan fungsi pangkat
diperiksa.

Metode perhitungan transformasi Hilbert yang dijelaskan di atas diterapkan pada
analisis model dinamis berdasarkan gesekan internal, yang dijelaskan oleh hipotesis Voigt,
Sorokin, dan Schlippe-Boc. Metode perhitungan transformasi Hilbert yang diberikan
memudahkan analisis model apriori sistem dinamis. Model apriori dinamis didasarkan pada
konstruksi kekakuan kompleks atau kelenturan kompleks sistem. Metode ini juga
memungkinkan penentuan analitis salah satu komponen kekakuan kompleks oleh komponen
lain yang ditentukan secara eksperimental.

Kami selanjutnya akan mempertimbangkan konstruksi fungsi Green untuk pelat tak
terbatas yang terletak di atas dasar elastis-viskos tipe Winkler dengan ketergantungan
sewenang-wenang parameter koefisien lapisan kompleks pada frekuensi.

Persamaan osilasi steady-state plat dalam amplitudo kompleks (2.2.21) pada
q(x) =8(x —x1)(y —y1), yang menentukan fungsi Green dari masalah stasioner,
menggunakan transformasi Fourier ganda direduksi menjadi bentuk:

[D(&% + 122 + k(w) — mw?|W(&,n) = 2m) ™t 2.2.23

Fungsi transfer pelat dalam ruang transformasi Fourier ditentukan dari (2.2.23), dan
bertepatan dengan fungsi transfer sistem dengan satu derajat kebebasan memiliki kekakuan
kompleks

2tk(w) = 2[D(¢% + n?)? + k(w)] 2.2.24
Dalam konteks ini, karya ini mempertimbangkan masalah osilasi suatu sistem dengan satu
derajat kebebasan, yang penting dari sudut pandang praktis.
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Sifat elastis-viskos dari sistem ini bergantung pada frekuensi osilasi.

Sistem dengan tipe kekakuan kompleks k(w) = |w|% -k * (w0);0 < a < 1),(k'(0) > 0)
diselidiki. Fungsi impuls transien:

_ 1 [ e“dw
Ws(&n,0) = — J o) —ma? 2.2.25

direpresentasikan sebagai integral Mellin, fungsi subintegral (integran) yang memiliki titik
percabangan p = 0, dan dua kutub yang terletak di setengah bidang kiri. Penggunaan teori
residu memungkinkan kita menghitung integral ini sebagai fungsi halus. Fungsi ini memiliki
komponen halus, yang sesuai dengan deformasi kuasi-statis kecil dari efek samping, dan
sinusoid teredam yang berosilasi relatif terhadap komponen ini. Ekspresi tertutup diperoleh
untuk amplitudo dan fase sinusoid.

Fungsi Green non-stasioner dari pelat pada fondasi elastis (alas) kemudian ditentukan
oleh rumus:

1

Ws(x,y,t) = 7 ﬂ Ws(&,7m,t)e 1 E* M) dgdn 2.2.26

Kita akan mempertimbangkan masalah (pertanyaan) tentang konstruksi fungsi Green untuk
sistem dinamis satu dimensi dengan peredaman. Peredam dijelaskan oleh berbagai model
gesekan internal yang tidak bergantung pada frekuensi dan bergantung pada frekuensi.
Pertama, masalah gelombang satu dimensi stasioner dipertimbangkan dengan menggunakan
contoh getaran longitudinal batang (batang) homogen isotropik tak terbatas. Beban harmonik
tunggal diterapkan di bagian tengah batang (batang) ini.

Model dasar media berikut diselidiki: (1) model linier umum; (2) model Voight elastis-
viskos; (3) model resistansi elastis-viskos yang tidak bergantung pada frekuensi.

Sebagai kesimpulan, masalah konstruksi fungsi Green untuk osilasi transversal batang
dan pelat yang tidak stasioner diselesaikan, dengan mempertimbangkan resistansi elastis-
viskos yang tidak bergantung pada frekuensi.

Bab 10 buku ini berisi solusi untuk sejumlah masalah dinamis yang terkait dengan
perambatan gelombang. Kita akan mempertimbangkan solusi dari masalah bidang teori
elastisitas untuk lapisan yang tidak homogen dalam arah vertikal. Solusi tersebut dapat
digunakan dalam mempelajari masalah yang terkait dengan perambatan gelombang seismik
dan interaksinya dengan struktur.

Solusi dari masalah interaksi struktur dengan tanah di bawah aksi seismik akan
dianalisis. Solusi ini diperoleh dengan menggunakan metode fungsi awal. Pengaruh bangunan
dan struktur yang terletak di dekat struktur yang diberikan pada keadaan tertekannya
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diperhitungkan. Dengan bantuan solusi yang diperoleh, dimungkinkan untuk mempelajari
interaksi antara struktur dan tanah dalam osilasi seismik horizontal dan vertikal.

Rumus yang dihasilkan memungkinkan untuk menentukan pengaruh interaksi antara
tanah dan dasar struktur dalam arah horizontal dengan akurasi yang memadai.

Untuk cetakan program penyelesaian masalah kontak untuk basis dengan kernel
reguler, serta tabel tegangan kontak yang diperoleh dengan menyelesaikan masalah kontak
bidang dan sumbu simetri.

Hasil dan Kesimpulan Utama

1. Pengembangan metode transformasi integral umum disajikan. Metode transformasi
integral umum dikaitkan dengan penggunaan fungsi eigen operator tertutup, rumus
Lagrange-Green, dan kernel non-ortogonal. Saat menyelesaikan masalah nilai batas
analisis struktur statis dan dinamis, penggunaan fungsi eigen operator tertutup
mengarah pada metode jenis elemen batas.

2. Berdasarkan pendekatan terpadu, transformasi integral dalam domain yang diperluas
menggunakan rumus Lagrange-Green disajikan. Skema umum untuk membangun
metode jenis elemen batas diusulkan. Untuk kasus, ketika kernel transformasi integral
tidak ortogonal, BIE dalam lompatan diperoleh dalam bentuk umum. BIE yang
diperoleh mencakup semua persamaan yang diketahui dan beberapa persamaan baru
yang merupakan karakteristik metode potensial, metode elemen batas, dan metode
beban kompensasi. Berdasarkan skema umum untuk membangun BIE, klasifikasi BIE
yang diketahui yang digunakan dalam teori elastisitas dilakukan. Metode untuk
memperoleh persamaan integral jenis pertama dan kedua diberikan.

3. Metode elemen batas spektral dikembangkan berdasarkan pendekatan terpadu yang
ditunjukkan di atas dengan menggunakan transformasi integral dengan kernel
ortogonal dalam domain yang diperluas. Penerapan metode elemen batas spektral
pada penyelesaian masalah nilai batas untuk analisis statis dan dinamis struktur efektif
dalam kasus di mana konstruksi langsung fungsi Green sulit atau ketika, bersama
dengan operator diferensial, operator integral juga disertakan dalam persamaan
masalah. Persamaan batas baru diperoleh yang tidak memiliki analog dalam literatur.

4. Model reguler universal baru dari pondasi elastis koheren telah dikembangkan. Model
dasar memberikan perpindahan terbatas dalam masalah bidang dan, di bawah beban
terpusat, memungkinkan lompatan perpindahan pada permukaan dasar. Model dasar
tidak menyebabkan tegangan tak terbatas pada batas zona kontak. Salah satu
parameter model mencirikan hubungan antara beban dan perpindahan. Dua
parameter lainnya adalah koherensi dasar dan ketidakhomogenannya dalam
kedalaman. Model tersebut dapat digunakan untuk menggambarkan sifat elastis dari
berbagai macam pondasi tanah nyata, karena pada nilai pembatas parameter, model
pondasi berubah menjadi dua yang ekstrem sehubungan dengan konektivitas: model
pondasi Winkler dan setengah ruang isotropik elastis.

5. Untuk model yang diusulkan, dikembangkan metode penentuan eksperimental
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karakteristik dasar pondasi berdasarkan uji cap tanah. Hasil studi eksperimental
menunjukkan bahwa tanah nyata memenuhi nilai parameter yang berbeda secara
signifikan dari nilai batas (pembatas) yang sesuai dengan dasar Winkler dan setengah
ruang elastis.

Berdasarkan model yang diusulkan, program dikompilasi dan solusi numerik dari
masalah kontak untuk cetakan kaku yang ditekan oleh gaya aksial ke dasar elastis
diperoleh. Analisis diagram tekanan kontak yang diperoleh menunjukkan bahwa
diagram tersebut mendekati yang diamati dalam eksperimen.

Diusulkan metode iteratif untuk memecahkan masalah kontak untuk struktur yang
terletak di atas pondasi elastis. Konvergensi metode iteratif disediakan dengan
menggunakan mode pondasi reguler (dasar) yang diusulkan.

Model pondasi yang diusulkan memungkinkan untuk memperoleh solusi masalah
kontak untuk menghitung struktur tak terisolasi yang terletak bebas di atas pondasi
elastis (lantai bangunan industri, permukaan jalan, lapangan terbang, dan lereng
struktur hidrolik, dll.). Buku ini menyajikan solusi baru dari masalah tersebut untuk
balok dan pelat tak terisolasi menggunakan SMBE.

Masalah osilasi stasioner pelat persegi panjang di atas pondasi elastis-kental (dasar)
tipe Winkler menggunakan SMBE telah dipecahkan. Perhitungan menunjukkan
kecocokan tinggi antara hasil perhitungan statis pelat serupa, pada frekuensi nol.
Diusulkan metode baru untuk menganalisis realisasi fisik sistem dinamis. Metode ini
didasarkan pada perhitungan transformasi Hilbert dari karakteristik frekuensi riil dan
imajiner melalui transformasi Fourier-nya. Metode ini diilustrasikan dengan contoh
pondasi elastis-viskos dengan gesekan internal yang dijelaskan oleh model Voight dan
E.S. Sorokin.

Untuk pertama kalinya, solusi dari masalah dinamis untuk pondasi dengan karakteristik
elastis-viskos yang bergantung pada frekuensi diperoleh. Kemungkinan untuk
memperoleh solusi tertutup dari persamaan osilasi untuk koordinat umum dalam
domain waktu ditunjukkan dengan membangun fungsi Green untuk pelat yang terletak
di atas alas elastis-viskos dari tipe Winkler. Agar dapat melakukan itu, parameter
kekakuan kompleks alas, yang ditentukan secara eksperimental, harus diketahui.
Ekspresi tertutup dari solusi untuk fungsi Green untuk sejumlah masalah dinamis satu
dimensi dan dua dimensi dengan gesekan internal yang tidak bergantung pada
frekuensi diperoleh.

Metodologi umum metode konstruksi tipe elemen batas yang disajikan dalam buku ini
dapat digunakan untuk memecahkan masalah nilai batas linier apa pun yang ditemui
dalam perhitungan struktur bangunan.

SMBE yang diusulkan menyediakan berbagai persamaan batas integral dan diskrit
untuk memecahkan masalah nilai batas, yang diformulasikan dalam bentuk persamaan
integro-diferensial. SMBE dapat digunakan sebagai dasar untuk algoritma yang
mengecualikan penentuan solusi fundamental atau fungsi Green untuk media
kompleks, dan masalah yang berbeda dari seluruh ruang domain. SMBE
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memungkinkan untuk secara signifikan menyederhanakan solusi masalah perhitungan
statis dan dinamis struktur yang bersentuhan dengan media elastis atau elastis-viskos.
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BAB 3
METODE ELEMEN BATAS (BEM) SATU DIMENSI

Dalam bab ketiga ini, kami mempertimbangkan pendekatan umum untuk konstruksi
persamaan batas satu dimensi berdasarkan penggunaan transformasi delta dan transformasi
integral umum. Bersamaan dengan pendekatan umum untuk konstruksi persamaan batas dari
berbagai jenis, kami menyajikan Metode Transformasi Delta (DTM) baru, yang memungkinkan
diperolehnya solusi efektif dari berbagai masalah nilai batas mekanika struktural. Penerapan
metode ini diilustrasikan dengan menyelesaikan sejumlah masalah dalam perhitungan
struktur pada dampak statis dan dinamis.

Berbeda dengan masalah klasik fisika matematika, masalah nilai batas mekanika
struktural memiliki struktur orde lebih tinggi dan lebih kompleks. Oleh karena itu, baik metode
umum untuk menyelesaikan persamaan diferensial dan integral maupun metode rekayasa
khusus yang murni berdasarkan kinerja mekanika digunakan secara luas. Dalam bab ini, kami
mengkaji metode untuk menyelesaikan masalah nilai batas, yang umum untuk mekanika
struktural dan bidang terkait. Semua metode ini, meskipun bentuknya berbeda, dapat
disatukan oleh satu prosedur dasar — transformasi integral, yang merupakan bagian integral
dari metode itu sendiri atau digunakan untuk pembuktian konstruksi.

Contoh-contoh yang diberikan dalam bab ini, bersama dengan fungsi ilustrasi, mungkin
memiliki kepentingan yang independen, dan pertanyaan tentang bentuk standar persamaan
diferensial dengan ruas kanan yang tidak homogen dan kondisi batas yang tidak homogen juga
dipertimbangkan di sini, yang terkait erat dengan persamaan batas.

Metode Elemen Batas (BEM) berasal dari karya-karya yang dilakukan oleh beberapa
kelompok penelitian selama tahun 1960-an dalam penerapan persamaan integral batas untuk
penyelesaian masalah teknik. Para peneliti ini mencari solusi yang berbeda dari Metode
Elemen Hingga (FEM) yang mulai lebih dikenal luas untuk analisis komputasional masalah
mekanika struktural.

Metode Persamaan Integral Batas (BIEM) umumnya ditemukan dalam metode Teori
Potensial dan Persamaan Integral Batas, tetapi fitur dasar dan ide metode persamaan batas
juga dapat ditemukan dalam metode klasik mekanika struktur yang telah berkembang jauh
lebih awal daripada metode fisika matematika yang sesuai.

Pendekatan mekanika struktur yang berhasil untuk perhitungan sistem yang kompleks
dengan menggantinya dengan sistem yang lebih sederhana dan membuatnya lebih mudah
diakses untuk perhitungan membawa semua tanda-tanda Metode Persamaan Batas. Karena
mekanika struktur awalnya berkembang terutama sebagai ilmu sistem batang, penerapan
metode klasik seperti metode gaya, perpindahan, atau metode campuran mengarah pada
persamaan batas dalam serangkaian sambungan yang terpisah.

Jadi, sebagai aturan, tugas tambahan yang analog satu dimensi dari fungsi Green,
reaksi satuan dan perpindahan satuan, ditentukan dan dikorespondensikan dengan elemen
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sistem (misalnya, elemen horizontal dan vertikal rangka), sehingga konstruksi kondisi
tambahan dikaitkan dengan penyempitan domain menjadi beberapa sub-domain. Analog satu
dimensi pertama dari BEM muncul dalam mekanika struktural dengan diperkenalkannya
sistem tak terbatas, yang mengawali Metode Beban Kompensasi, Metode Domain-Diperluas,
dan BEM, serta dalam metode BIEM yang murni matematis, dan Metode Transformasi-Delta
(DTM).

Di antara metode-metode yang dikembangkan dalam beberapa dekade terakhir, yang
paling berkembang adalah metode Persamaan Integral Batas dengan diskritisasi batas, yang
juga dikenal sebagai BEM. BEM mirip dengan metode elemen hingga, yang sekarang menjadi
instrumen utama untuk perhitungan dan analisis aktual struktur dalam praktik desain dan
penelitian. BEM adalah teknik untuk memecahkan berbagai masalah teknik dan fisika. Inti dari
teknik BEM terletak pada formulasi persamaan integral untuk masalah nilai batas tertentu.

Dasar matematis dari pendekatan ini, tentu saja, adalah fungsi Green klasik, dan
seperti yang disebutkan sebelumnya, hal itu sesuai dengan fungsi pengaruh mekanika
struktural. BEM memiliki perbedaan dan keuntungan dari fakta bahwa hanya permukaan
domain yang perlu dijalin. Metode seperti elemen batas telah terbukti sangat efektif, dan
berhasil bersaing dalam masalah dua dan tiga dimensi dengan (FEM) dan Metode Perbedaan
Hingga (FDM), karena tidak seperti metode ini, BEM tidak memerlukan pengambilan sampel
(diskrititas) dari seluruh area, tetapi hanya batasnya, yang mengurangi dimensi masalah
sebesar satu unit dan mengarah pada algoritma komputasi yang lebih efisien. Keuntungan
dalam BEM muncul dari fakta bahwa hanya batas atau batas domain persamaan diferensial
parsial (PDE) yang memerlukan subdivisi untuk menghasilkan permukaan atau jaring batas.

Masalah kesetaraan masalah batas dan nilai awal dengan ketidakhomogenan dalam
kondisi batas (awal) dan sisi kanan persamaan sehubungan dengan desain struktur pada beban
statis dan dinamis dipertimbangkan. Buku ini menunjukkan bentuk "standar" dari masalah
tersebut, yang diperoleh dengan menggunakan transformasi delta dan memungkinkan
penggantian batas atau kondisi awal dengan beban tertentu yang sesuai pada struktur dalam
bentuk fungsi delta dan turunannya. Konstruksi bentuk "standar" diilustrasikan pada contoh
paling sederhana dari masalah nilai batas untuk balok dan masalah Cauchy untuk sistem
dengan satu derajat kebebasan.

Ada skema umum untuk memecahkan masalah teori elastisitas dengan metode beban
kompensasi pada bab pertama.

3.1 PENDEKATAN UMUM UNTUK MEMBANGUN PERSAMAAN BATAS

Penerapan metode persamaan batas dan elemen batas untuk solusi masalah nilai batas
adalah yang paling efektif ketika mempertimbangkan masalah dua dimensi dan tiga dimensi.
Meskipun demikian, dalam masalah satu dimensi yang paling sederhana, penerapan metode-
metode ini seringkali cukup mudah.

Oleh karena itu, pertama-tama kita akan mempertimbangkan reduksi masalah nilai
batas satu dimensi menjadi persamaan batas dari berbagai jenis, yang akan membentuk
hubungan antara berbagai metode dari jenis elemen batas dan, sampai batas tertentu,
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mengklasifikasikan metode-metode ini. Di sisi lain, contoh-contoh berikut, bersama dengan
fungsi ilustrasi, dapat mewakili kepentingan yang independen. Mari kita periksa ekspresi
diferensial adjoin-diri linear orde 2n:

w(x) = Z P (WM™ (X)H)-™ (g < x < b) 3.1.1
m=0

dengan n — m kali dapat dibedakan pada interval (a, b) koefisien p,,(x), di mana py(x) # 0
Kita akan menggabungkan ekspresi (3.1.1) dengan kondisi batas yang terurai dalam

bentuk bentuk substansial independen linier, relative terhadap nilai fungsi w(x) dan

turunannya hingga orde 2n — 1, inklusif pada titik batas x = a + 0danx = b — O:

Aiw(X)|x=q+0 = 0; Ajw(X)|x=p+0 = 0, G=12..9) 3.1.2

Kondisi batas yang ditetapkan pada setiap ujung interval (a, b) sama dengan s, sedangkan
bentuk-bentuk A; yang berbeda pada kedua ujung interval dibatasi dari n hingga 2n.
Dengan demikian, jumlah kedua ujung interval dapat memenuhi berbagai bentuk A4;.
Jika jumlah total berbagai mode (bentuk) s < 2n, maka kita akan melengkapi sistem kondisi
batas dengan beberapa bentuk yang bebas linier hingga sistem lengkap dengan 2n bentuk.
Pada setiap bagian kontinuitas (a, 8) fungsi w(x), v(x) dan turunannya hingga orde
2n inklusif untuk operasi diferensial (3.1.1) berlaku menurut rumus Lagrange-Green:

B B
f v(w)lw(x)dx = j w@)lw(x)dx + [v,w]? 3.1.3

di mana tanda kurung Lagrange [v, w] memiliki bentuk:
2n
[v W]ﬁ = zB-v(x)B* ; w(x)|x:ﬁ 3.1.4
»Wda J 2n—j+1 x=a s
j=1

Di sini B; sistem sembarang dari mode batas (bentuk) yang bebas linierB5,,_ ;. ; sistem adjoin.

Masalah nilai batas satu dimensi untuk operator L, yang dihasilkan oleh operasi
diferensial adjoint-diri linier (3.1.1) dan oleh kondisi batas (3.1.2), yang tentunya juga akan kita
anggap sebagai adjoint-diri, dijelaskan oleh persamaan:

w(x) =q(x) (a <x<b), 3.1.5

dan kondisi batas (3.1.2). Solusi umum persamaan (3.1.5) sama dengan jumlah dari

setiap solusi khusus persamaan takhomogen (3.1.5) dan solusi umum persamaan homogen
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Iw(x) = 0, yang memenuhi syarat batas (3.1.2). Mari kita pilih sebagai solusi khusus
persamaan takhomogen setiap solusi persamaan (3.1.5) dalam domain mana pun Q, termasuk
(a,b). Pada titik maksimum, domain tersebut (selanjutnya disebut domain yang diperluas)
adalah seluruh sumbu riil (—o0, ) pada titik maksimum adalah bagian (a, b), yang diperoleh
dari (a,b) dengan memasukkan titik batas x = a — 0 dan x = b + 0. Kita akan menunjuk
solusi khusus ini melalui wg (x). Maka solusi umum persamaan (3.1.5) dapat direpresentasikan
dalam bentuk:

w(x) = wy(x) + Z Cip;(x), 3.1.6
j=1

dimana ¢;(x) adalah solusi bebas linier dari persamaan homogen
lp(x) =0 3.1.7

C; konstanta yang sembarangan.

Menentukan konstanta sembarang dari kondisi batas dalam (3.1.2) dan menyelesaikan
pembangunan solusi untuk masalah menyajikan sistem persamaan, yang dapat dinamakan
batas karena persamaan ini dibangun untuk titik batas. Ini, tentu saja, merupakan cara dasar
untuk menemukan solusi. Metode persamaan batas pada dasarnya menggunakan prosedur
yang sama, tetapi mereka beroperasi dalam kasus ini dengan solusi masalah hanya dalam
domain yang diperluas. Setiap sistem dengan 2n solusi persamaan (3.1.7) yang bebas linier
disebut sistem fundamental, dan solusi fundamental persamaan (3.1.5) disebut solusi
persamaan apa pun

IE(x,&) =6(x = &) 3.1.8

Jika memenuhi beberapa kondisi batas homogen, maka itu adalah fungsi Green G (x, &) dari
masalah nilai batas yang sesuai.

Fungsi Green untuk domain tak terbatas yang diperluas merupakan kepentingan
terbesar, karena dalam kasus ini dapat dengan mudah dibangun, dan biasanya memiliki
struktur yang sederhana. Dalam kasus ini, G(x,&) bersama dengan persamaan (3.1.8)
memenuhi kondisi keterbatasan pada tak terhingga. Fungsi Green adalah alat yang mudah
digunakan untuk menganalisis masalah nilai batas dan merupakan dasar bagi sebagian besar
metode jenis persamaan batas. Dalam perhitungan struktur, Fungsi Green biasanya adalah
perpindahan sistem pada setiap bagian x yang disebabkan oleh gaya terpusat satuan pada titik
&. Mari kita perhatikan persamaan berikut:

dk

Gy (x,8) = e S(x — &) 3.1.9
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Kemudian G, (x, &) akan mewakili perpindahan sistem di bawah aksi momen satuan
dan gangguan kinematik dari jenis perpindahan satuan dan sudut rotasi satuan (dengan
akurasi terhadap koefisien fungsional).

Fungsi Green dari operator self-adjoint, yang kita periksa di sini, semuanya simetris,
yaitu:

G(x,8) =G, x)

Seperti diketahui dari [2,3], fungsi Green dapat dibangun dari solusi homogen

2n

> @@ e© @<,
G(x, &) 1'2:1 3.1.10

Z aji;(x) 9;(§) (€ < x),

ij=1

di mana a;; beberapa koefisien konstan, dan ¢; (&) solusi persamaan (3.1.7) yang bebas linier.
Jika fungsi Green dari masalah (3.1.5), (3.1.2) diketahui, maka solusinya dapat diperoleh
dengan rumus

b

w(x) = j 6 (6, £)q(€) d(®) 3011

a

Dengan demikian, solusi persamaan nonhomogen (3.1.5) dapat diperoleh, jika solusi khusus
dan sistem fundamental dari solusi persamaan homogen diketahui. Untuk memperoleh solusi
khusus, yang sesuai dengan sisi kanan q(x), akan lebih mudah untuk menggunakan fungsi
Green dari operator [ dalam domain yang diperluas. Secara khusus, fungsi Green untuk
operator diferensial dalam domain tak terbatas diketahui. Oleh karena itu, dengan
menggunakan fungsi Green untuk domain yang diperluas dari Q, kita dapat memperoleh solusi
khusus dari persamaan (3.1.5) dalam bentuk:

Wy (x) = f 6 (x, £)q(€) d(E) 3112

Q

Gagasan di balik metode persamaan batas memungkinkan untuk memperoleh solusi umum
(3.1.6) dengan fungsi Green yang sama, yang digunakan dalam (3.1.2) tanpa menentukan
sistem fundamental. Sebagai alternatif, sebagai tambahan pada fungsi Green, solusi dalam
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(3.1.5) dalam domain yang diperluas dapat digunakan. Representasi mekanis paling sederhana
dari kondisi tegangan-regangan konstruksi, yang mengalami aksi beban statis atau dinamis,
dapat digunakan.

Hal tersebut di atas menunjukkan peluang penentuan ganda kondisi pengikatan dan
batas dari masalah nilai batas yang sesuai, dengan mengajukan beberapa nilai faktor konjugat
energi untuk setiap faktor geometri atau gaya yang diberikan, yaitu: gaya-perpindahan,
momen-sudut rotasi, dan sebaliknya. Misalnya, jika balok diberi kondisi batas yang sesuai
dengan pemasangan di salah satu ujungnya (balok kantilever), maka kondisi ini dapat dianggap
sama dengan perpindahan dan sudut rotasi nol di bagian ujung atau sebagai aksi di bagian ini
seperti gaya dan momen, yang bersama-sama dengan beban yang diberikan menjadi
perpindahan dan sudut rotasi nol. Dalam kasus terakhir, masalah dipecahkan relatif terhadap
faktor batas, gaya, dan momen untuk balok, yang memiliki kondisi pengikatan bagian ujung
yang sewenang-wenang.

Fakta ini memiliki dasar matematika yang cukup jelas. Mari kita periksa sebagai ilustrasi
balok dengan ujung pemasangan, yang terletak di atas fondasi Winkler elastis. Persamaan
keseimbangan balok dapat ditulis sebagai:

EI'(x) + ky(x) = q(x) 3.1.13

di mana EI, [ - kekakuan dan bentang balok; k- koefisien alas; y(x) - lendutan; gq(x) - beban
luar. Kondisi batas akan ditetapkan pada batas dalam interval (0, 1).

y(+0) =y'(+0) =0, y(1-0)=y'(l—0)=0 3.1.14

Solusi umum persamaan (3.1.13) dapat diperoleh dengan menambahkan solusi umum
persamaan homogen yang bersesuaian y,(x), dan solusi khusus persamaan tak homogen
VY, (). Kita akan menerima sebagai solusi khusus persamaan (3.1.13) untuk domain apa pun
Q, termasuk (0, [ ) dengan kondisi batas apa pun pada batas Q. Domain Q, atau domain yang
diperluas, dapat mewakili seluruh sumbu riil, atau domain terbatas apa pun hingga (0,1 ),
dengan titik-titik batas eksternal interval ini yang terlampir x = —0 dan x = [ + 0.
Asumsikan bahwa dalam domain yang diperluas, kondisi batas, yang bersesuaian dengan
ujung bebas balok ditetapkan, misalnya:

yiI(=0) = ylI(-0) = yl(1-0) =yl (1-0)=0 3.1.15
Kemudian,
Yn(+0) = 0, yi(+0) = 0, etc 3.1.15

Oleh karena itu, pada batas domain yang diberikan (0, [), kondisi berikut yang diturunkan dari
(3.1.14) harus dipenuhi:
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Yo(+0) = ¥, (+0); y5(+0) = =y (+0) =0

Yo(+0) = =y,(1 = 0); yi(1—0)=—yi(1—-0)=0

3.1.16

Solusi umum persamaan homogen dapat diperoleh sebagai solusi persamaan berikut:
EI)’OW(X) + kyo(x) =0

dengan kondisi batas yang tidak homogen:

M P,
ey =_9. _q)=_9
3.1.17
M P
11 —_L.ou _

dan kemudian dalam persamaan (3.1.16), yang tidak diketahui akan menjadi faktor
batas Py, P;, My, M; yang menjadi dasar penyelesaian y,(x) akan bergantung secara linier. Jadi,
(3.1.16) adalah sistem “persamaan batas,” karena persamaan ini ditetapkan pada titik batas
dalam mempertimbangkan masalah nilai batas.

Perlu dicatat bahwa solusi umum untuk persamaan homogen dapat diperoleh dengan
memecahkan persamaan nonhomogen dengan kondisi batas homogen dalam (3.1.15) dan sisi
kanan selain nol di luar interval (0,l) saja, khususnya dengan gaya dan momen, yang
diterapkan pada titk x = —0,danx = | + 0. Dengan demikian, solusi umum dari masalah
tersebut akan terdiri dari dua solusi persamaan nonhomogen dengan kondisi batas (3.1.15),
serta beban yang diberikan dan beberapa beban tambahan.

Dengan demikian, persamaan batas berisi solusi dari masalah yang tidak ditetapkan
(3.1.13), (3.1.14), dan beberapa masalah lain, (3.1.13) dalam domain yang diperluas. Biasanya
domain yang diperluas dan kondisi batas pada batasnya dipilih sedemikian rupa sehingga
solusi yang sesuai dapat diperoleh dengan cara yang paling sederhana. Dalam kasus ini, alih-
alih menyelesaikan persamaan homogen dengan kondisi batas (3.1.17), fungsi Green dapat
digunakan untuk memperoleh solusi dari masalah yang diberikan dalam bentuk yang andal
dan cukup mudah.

Oleh karena itu, perluasan domain ketika mempertimbangkan suatu masalah dan
memperoleh solusi persamaan nonhomogen dalam domain yang diperluas dan beban yang
diberikan yang sesuai dan beban yang diterapkan pada titik batas, memungkinkan untuk
membangun persamaan batas tanpa menentukan sistem fundamental. Keadaan ini terutama
penting ketika menyelesaikan masalah multidimensi.

Pertanyaan tentang transisi dari persamaan diferensial homogen dengan kondisi batas
nonhomogen (3.1.17) ke persamaan diferensial nonhomogen dengan kondisi batas homogen
(3.1.15) memerlukan pertimbangan khusus. Seperti diketahui bahwa dampak terkonsentrasi
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seperti gaya, momen, lonjakan sudut rotasi, dan lonjakan perpindahan dapat
direpresentasikan dalam bentuk fungsi umum &(x),87(x),8"(x)/EI , dan §''(x)/EI,
masing-masing, di mana 8 (x) fungsi delta.

Oleh karena itu, untuk persamaan seperti dalam (3.1.13), transisi ini tidak
menimbulkan kesulitan. Dalam kasus yang lebih umum, untuk beralih dari kondisi batas
heterogen (atau tidak homogen) ke persamaan tidak homogen, adalah mungkin untuk
mentransfer heterogenitas dari kondisi batas ke bagian kanan persamaan [4]. Sebagai contoh,
masalah pembengkokan balok kantilever oleh gaya P, dan oleh momen M, telah
dipertimbangkan dalam Bagian 3.5 dari publikasi saat ini.

3.2 FUNGSI UMUM DALAM MEKANIKA STRUKTURAL

Dalam berbagai masalah mekanika dan fisika, perlu menggunakan fungsi yang deskripsi
analitisnya tidak mungkin dilakukan dalam kerangka analisis terapan klasik. Contoh paling
sederhana dari fungsi tersebut adalah gaya terpusat, momen, sumber titik, dll. Secara khusus,
gaya terpusat didefinisikan sebagai beban akhir. Intensitas beban diasumsikan nol di mana-
mana kecuali pada titik di mana gaya tersebut memiliki nilai tak terhingga.

Sifat-sifat fungsi semacam ini tidak diketahui. Dalam kerangka analisis matematika
klasik, tidak mungkin untuk memilih fungsi seperti itu. Oleh karena itu, gaya terpusat
digantikan oleh gaya terdistribusi pada interval berhingga. Kemudian, dalam menyelesaikan
masalah, transisi batas dilakukan. Dalam praktik teknik modern, metode ini dianggap
memakan waktu dan tidak efisien.

Kesulitan-kesulitan ini hilang dengan dibangunnya teori fungsi umum. Teori fungsi
umum memungkinkan kita untuk memecahkan beberapa masalah mendasar. Misalnya,
berbagai operasi dengan integral dan deret divergen, diferensiasi fungsi diskontinu, mengubah
urutan integrasi dan penjumlahan, telah menerima landasan matematika yang ketat
(rigorous). Fungsi umum memainkan peran penting saat menggunakan (dalam penggunaan)
metode transformasi integral. Karena berbagai operasi dengan integral dan deret divergen
harus dipahami hanya dalam pengertian fungsi umum dalam metode transformasi integral.
Hasil utama teori fungsi umum, yang memiliki aplikasi terbesar dalam masalah teknik struktur,
mekanika struktur, diberikan secara singkat di bawah ini.

Di sini, kami akan membatasi (membatasi) diri kami pada definisi matematika
minimum, dan menyajikan sifat dasar fungsi umum, serta beberapa nilai integral dan ekspansi
deret yang berguna dalam aplikasi. Bagian ini memberikan informasi dasar dari teori fungsi
umum.

Fungsi umum tidak memiliki nilai pada titik-titik tertentu (individual) dan dicirikan
secara integral, tidak seperti fungsi klasik. Fungsi umum dipahami sebagai fungsi kontinu linier
f yang bekerja pada ruang fungsi dasar tertentu. Setiap fungsi reguler berkorespondensi
dengan suatu fungsi dalam ruang fungsi dasar. Sebagai fungsi dasar (utama), kita ambil fungsi
bernilai riil ¢ (x) yang memiliki turunan kontinu dari semua orde dan berubah menjadi nol di
luar beberapa domain terbatas. Fungsi umum, vyaitu, suatu fungsi f menetapkan
(menetapkan) sejumlah tertentu (f, @), untuk setiap fungsi dasar ¢ (x) Dalam hal ini, kondisi
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berikut harus dipenuhi:
(@) untuk sembarang bilangan a4, a, dan sembarang fungsi dasar ¢q, @, terdapat

persamaan (f, @, @1 + a,9,) = a1 (f, ¢1) + a,(f, ¢,) (linearitas fungsional f );
(b) jika urutan fungsi dasar ¢, (x) konvergen ke nol, maka lim (f, ¢,) = 0 (Kontinuitas
n—-o0o

fungsional).
Misalnya, fungsi delta adalah suatu fungsi 6 (x — x;), yang bekerja sesuai dengan rumus:

(6(x = x0), (x)) = 8(x0) 3.21
dan khususnya, untuk x, = 0
(6(x), (x)) = ¢(0) 3.2.2

Fungsi lompatan atau fungsi langkah Heaviside 8 (x — x,) adalah contoh lain dari fungsi umum

0

(6(x —xp), 0(x)) = J @(x)dx 3.2.3

X0

Jika fungsi f (x) dapat diintegralkan secara lokal, maka jelaslah bahwa integral tersebut
(e 0]
(f, ) = j f)p(x)dx 3.2.4
—oo

mendefinisikan beberapa fungsi umum. Fungsi umum seperti itu disebut fungsi reguler. Jadi,
fungsi lompatan di atas adalah contoh fungsi umum reguler. Fungsi Heaviside sesuai dengan
fungsi reguler, sama dengan nol pada x < x, dan satu pada x > x,.

Fungsi umum vyang tidak direpresentasikan dalam bentuk integral dengan fungsi
integral lokal f(x), disebut fungsi singular. Contoh fungsi umum singular adalah fungsi delta
yang representasi berikut berlaku.

(e0)

(S0 = x0), (1)) = j 5(x — x0)p(X)dx = ¢ (xo) 325

Xo

Fungsi umum memiliki sifat-sifat lokal tertentu. Misalnya, kita dapat mengasumsikan bahwa
fungsi umum f(x), sama dengan nol di lingkungan (kedekatan) suatu titik x4, jika untuk fungsi
dasar apa pun @(x) selain nol hanya di lingkungan (kedekatan), x; (f, ¢) = 0. Fungsi dasar
disebut fungsi finit riil apa pun ¢@(x), yang didefinisikan di bawah (at, over, in) —oo < x < oo,
dan memiliki turunan dari orde apa pun, yaitu, berubah menjadi nol di luar beberapa domain
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finit, atau interval. Fungsi apa pun f(x), yang didefinisikan di bawah (at, over, in) —c0 < x <
oo, dan mengambil nilai riil dan dapat dijumlahkan secara lokal, disebut fungsi reguler. Jelas
bahwa fungsi delta 6§ (x — x;) sama dengan nol di sekitar titik mana pun kecuali titik x,. Titik
ini merupakan tumpuan fungsi bernilai riil ¢(x) dan tidak dipetakan ke nol, dan disebut
esensial. Himpunan semua titik esensial dari fungsi umum disebut tumpuannya. Satu titik
tunggal merupakan tumpuan fungsi delta. Fungsi delta adalah fungsional linier yang
memetakan setiap fungsi ke nilainya di nol [8]. Misalnya, untuk fungsi lompatan atau fungsi
langkah Heaviside 8(x — x;), semua titik x > x, penting/pendukung. Oleh karena itu, sumbu
semi x < x, merupakan pendukungnya.

Untuk fungsi umum, berbagai operasi dapat didefinisikan:

frg0)=>U90) LG e

penambahan dan pengurangan

(f@, ) = (=D(f, (p)@) 327

Integrasi

(fo') = —=(f,9),dimana f{ = f. 3.2.8

Dalam kasus ini, fungsi umum primitif f; ditentukan dengan akurasi hingga suku konstan.
Untuk definisi fungsi f; yang tidak ambigu, perlu untuk memilih beberapa fungsi dasar ¢,
seperti:

f Yx)dx =0 3.2.9

dan masukan (f;,y) = C.
Secara khusus kami memiliki

0'(x —xp) =6(x — xg) 3.2.10

- 3.2.11
| 806 x) pl)dx = (179 @x,

— 00

Menurut definisinya, fungsi umum dapat didiferensiasikan tak terhingga. Mari kita tunjukkan
transformasi dalam domain variabel independen dari fungsi umum dengan contoh
penggantian variabel:

1. (f(x—h),p) = (f,o(x + h)) —Bergeser berdasarkan nilai h;

2. (f(=x),0(x)) = (f(x), p(—x))— Refleksi dari awal koordinat;

3. (f(x/a),p) = a(f(x),(ax))- Transformasi kesamaan (similarity).
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Dari operasi refleksi dari awal koordinat (2.), sifat kemerataan fungsi delta yang penting untuk
representasi selanjutnya dapat diperoleh. Dengan menetapkan 8@ (x, — x) = §@ (—x —
Xo) dan menggunakan sifat 2, kita memperoleh:

§W(xy —x) = (-1 (x — x,) 3.2.12

yaitu, fungsi delta dan turunan genapnya adalah fungsi genap dari argumen lengkap, dan
turunan ganjilnya adalah fungsi ganjil dari argumen lengkap.

Jika suatu fungsi r(x) hanya memiliki nol sederhana x;, dan dapat didiferensiasikan tak
terhingga, maka:

IrCo] = Y )

T G
3.1.17
N0 xp) 1 dy?
SOl = ) et () 0~

h

Urutan fungsi umum {f;,} disebut konvergen terhadap fungsi umum f jika
lim (f ) = (f,9)

Jika suatu deret fungsi umum tersebut konvergen menjadi suatu fungsi delta, maka deret
tersebut disebut sebagai deret citra delta. Misalnya, Ketikat — 0

1 ¢t

w e 0w

! X 5(x) 3.2.14
ex —_— = X 2.
N AT

1sinx/t
T X

- §(x)

Jika deret fungsi delta-image bersifat simetris terhadap titik x,, maka diasumsikan bahwa:

b Xo
f P(x)d (x — xo)dx = j @ (x)6(x — xp)dx = %cp(xo) 3.2.15

Fungsi umum dapat diekspansi menjadi deret menurut sistem fungsi yang berbeda. Berikut ini
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adalah beberapa ekspansi/dekomposisi yang berguna dalam aplikasi:

Z e™ =2m z 5(x — 2mn);
n=—oo n=-—oo
oo 1 (0]
Z cosnx=—5+n z 6(x — 2mn);
n=—oo n=-—oo
i i _1 tx 3.2.16
sinnx = - cotz; 2.
n=1
T
an cos(nx+q7) =n z 5@ (x — 2mn);
n=1 n=-—oo
N _ qr . x4
q-1 — ) = — _
zln cos(nx+ 2) {ln|251n2|}
n=

Ketika memecahkan masalah dengan metode transformasi integral, sering kali perlu untuk
menangani berbagai integral divergen. Dalam metode transformasi integral, penggunaan
fungsi umum memungkinkan kita untuk memberikan makna pada berbagai integral divergen.
Algoritma yang memungkinkan untuk melampirkan (melampirkan) nilai numerik tertentu ke
integral divergen disebut regularisasi. Biarkan fungsi f(x) memiliki singularitas yang tidak
dapat diintegralkan pada titik x,, maka integral

[ r@oe ax .

divergen jika fungsi ¢ (x) tidak sama dengan nol di lingkungan/sekitar titik x,,. Fungsional f apa
pun, yang bekerja pada fungsi dasar ¢@(x) sama dengan nol di lingkungan titik x,, dengan
rumus (3.2.17) disebut regularisasi integral divergen (3.2.17), atau regularisasi fungsi f(x).
Fungsi yang sama dapat memiliki regularisasi yang berbeda. Regularisasi disebut (c.r.) kanonik
dan fungsional yang sesuai (f, ¢). Dilambangkan dengan c.r. f(x), jika memenuhi kondisi
berikut:

c.r.la fi + axfo]l = ajer. fi + aye.r.f,
d d
C.T. [Ef] == [c.7.f]
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c.r.[rx)] =r(x)c.r.f

Dimana r(x) adalah fungsi yang berdiferensiasi tak terhingga.

Khususnya, integral
(e 0]

f A p()dx = (x*, 9)

0

diatur sebagai berikut:

Red > —n—1, A+-1,-2,..,—n

1
n—1
(¢hg) = [ x* [go(x) = 0(0) =2 ()= ., ~ g5 0"V (O) | dix

0

v n (n-1)

a ()

+jx "’(x)dx+2(k—1)!(,1+k)

1 k=1

3.2.18
—n—1<Rel< —n
° n—1
(eho) = [ [«p(x) = 9(0) = x¢'(0) ., = o5y (0)| dx
0
3.2.19
Untuk integral
[ #o@dx = a0)
kita punya: untuk (m dalah bilangan bulat)
(x7*™, ) = j x~m {<p(x) —(=x)
0
x2 x2m-2 (2me)

_ o r _ - m-—

2!<p(0) 7?0 = i” (0) }dx
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3.2.20
untuk A = -2m—1

(21, j -Zm-l{cmx)—q)(—x)
0

x3 2m-2
I 0) — — " 0 -, - (2m-2) 0 d
19'(0) = 570" (0=, o)~ G 9T (0)] fdx
3.2.21
Secara khusus:
X)— —X
o) =j‘p( ) o)
X
0
‘ x)—o(—x)—2¢(0
(x72, ) =J<p( ) go(xz) ?O) 4 3.2.22
0
_ o(x) — p(—x) — 2¢'(0)
3 _
w0 = | B d
0
Dalam kasus interval terbatas diRed > —n — 1,1 # —1. -2, ... regularisasi berikut terjadi:
b ) b 5 xn—l ( ) A+1
— _ _ _ n—1
[ = [#]66) = 6O .~ s 000 dx + 00 7
0 0
A+n
(n-1)
+ 4+ "Y(0) T
3.2.23
Untuk regularisasi integral tipe
fx’lgo(x)dx
b

1

Diasumsikan y = x™*, yang mengarah pada, A # —1,0,1, ... ke integral
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oo 1/b

1
jxl(p(x)dxzf y_/l_zgo (;) dy 3.2.24
b b

Regularisasi integral ini dilakukan dengan rumus (3.2.23). Tabel 3.1 [6] menunjukkan beberapa
fungsi umum dan transformasi Fourier-nya. Kemudian bagian riil dan imajiner dipisahkan
dalam transformasi Fourier untuk fungsi 8(x) dan x}. Integral berikut yang sering ditemui
dalam aplikasi teknik telah diperoleh:

(0]

f coséx dx = md(§) 3.2.25
0

Tabel 3.1 Beberapa Fungsi Umum dan Transformasi Fouriernya

Fungsi Umum Fungsi Reguler yang sesuai Transformasi Fourier F(§)

Fungsi dasar yang dapat di integrasikan

f(x) f(x) r ,
P& = [ e ax
5(x) i 1
0(x) 1padax > 0;0padax <0 &1+ w8 (é)
(n-Integer)
x% x"padax > 0;0padax <0  {"Inl&"1 4 (=i)*rd™ (&)
xn Opadax > 0; [x"| padax <0 (=)™'nl& ™1+ (D)*md™ (&)
x™ x™ 2(=0)"m6™($)
x™m x™™ m .
[ —(m — 1)!5 signé
82m(x) - (_i)m€2m
8(2m+1)(x) - (_i)m+1l-{:2m+1
f siné xdx = &1 3.2.26
0
f x cos & xdx = —&2 3.2.27
0
f x siné xdx = —md'(§) 3.2.28
0
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Hasil ini dapat diperluas dengan tepat ke kasus fungsi umum dari beberapa variabel. Misalkan

r = \/xlz + xZ + --- + x2 maka rumus fungsi delta n — dimensi mempunyai bentuk.

1 .8(IrD
wn "1
Dimana w,, adalah luas permukaan bola satuan n — dimensi. Khususnya, untuk n = 2 rumus

6(r) = 3.2.29

fungsi delta dua dimensi memiliki bentuk:

_ oD

= 3.2.30
2m|r|

6(r)

Ekspresi ini memberikan nilai fungsi delta dua dimensi yang digunakan dalam memecahkan
masalah dalam koordinat kutub. Fungsi umum memungkinkan perluasan rumus Cauchy yang
terkenal ke kasus sembarang ARed > 0.

x $n-1 & &
D g(x) = j j j j 9(E)dEdE, ... dEy
0 O 0 O
1 X
-y [ 9O G- @>0)
0

Rumus Cauchy menyederhanakan perhitungan kelipatan n dari antiturunan menjadi
perhitungan integral tunggal. Rumus Cauchy dapat ditulis dengan menggunakan dependensi
di atas

xi1

L(n)

D™g(x) = g+(x)°

di mana I'(n) adalah fungsi Gamma; tanda + berarti bahwa fungsi yang diberikan pada x < 0
dianggap nol; tanda * menunjukkan konvolusi.

Dengan asumsi eksponen apa pun A sebagai ganti n, dan mendefinisikan antiturunan A dari
orde fungsi g(x) sebagai konvolusi.

A-1
Dg(x) = g4 (X) =
T
A-1
Rumus ini berlaku untuk Red > 0. Untuk nilai-nilai fungsi A lainnya ’;JEA) harus dianggap
sebagai fungsi umum. Secara khusus, dengan A = —k(k = 0,1,2, ...) kita memiliki
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k
D*g(x) = FrEUSd)

Turunan orde A fungsi umum g(x) didefinisikan sebagai

-1-1
D*g(x) =

X4

F(—/l) 3.2.31

Untuk operator I* = D~* yang bekerja dengan rumus

1 X
19 = 15 f 9 (x — O 1dg
0

hubungan berikut ini benar: [*1g = D=D=Fg = [**f g = D=-F 4
Operator-operator ini disebut integral fraksional Riemann — Liouville orde A.
Integral fraksional Weyl orde A juga dianggap

1 X
KA9() = 775 j 9(E)E — ) 1dE
0

bersama-sama dengan integral Riemann — Liouville. Dalam ruang fungsi umum, operator I*
dan K* adalah konjugat (adjoint), yaitu rumus berikut berlaku untuk dua fungsi ¢(x) dan

P(x):

j YO p(x)dx = f YK AP dx

Jika operator transformasi Mellin [9] didefinisikan oleh M

Mslgl = | gLoxdx
Kemudian: "
I'1—-—21-
MZ[IAg] - (F(]. _ Z)Z) MZ+l[g];
I
Mz[Klg] = %MZ+A[Q];

Operator integrasi fraksional menemukan aplikasi dalam memecahkan berbagai masalah
dalam mekanika dan fisika matematika.
Dalam mekanika struktural, teori fungsi umum belum berlaku secara menyeluruh

seperti di bagian lain mekanika dan fisika. Dalam buku ini dan juga dalam [5] ditunjukkan
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bahwa teori fungsi umum memungkinkan kita untuk memperoleh generalisasi luas dari
metode klasik mekanika struktural, untuk menyederhanakan solusi dari banyak masalah, dan
mengidentifikasi hubungan di antara metode.

Penyederhanaan yang diketahui dapat diperoleh untuk solusi masalah batas dan batas
awal menggunakan peralatan teori fungsi umum. Fungsi yang paling sering digunakan adalah
Dirac dan Heaviside. Fungsi Dirac atau fungsi delta memberikan deskripsi analitis untuk
parameter terkonsentrasi (gaya, momen, massa terkonsentrasi, dll.) dan ditentukan oleh sifat-
sifat dasarnya sendiri berikut ini

=f(x)(a<c<b)

b
jf(x)6(x —c)dx =
’ = 0(c{a, c)b)

Fungsi langkah Heaviside 8(x) sama dengan nol ketika x < 0, dan 1 jika x = 0. Kedua fungsi
ini saling terhubung oleh ketergantungan diferensial berikut

o _

Jelas, fungsi langkah dapat menggambarkan beban dan fungsi fisik lainnya yang berbeda dari
nol dalam interval tertentu. Misalnya, jika fungsi tertentu f (x) bukan nol dalam interval (a, b),
maka dapat ditulis pada seluruh sumbu x sebagai:

fx)=[0(x—a)—0(x—Db)]f(x)

Fungsi delta dapat digunakan untuk menggambarkan gaya tunggal/terpusat satuan, & (x)
akan menunjukkan momen satuan, dan §'/(x) deformasi sudut, dan 6§/ (x) lompatan sudut
rotasi, ditentukan dengan akurasi terhadap EI.

Penggunaan fungsi umum memungkinkan kita untuk memformalkan transisi dari
dampak terpusat, menentukan bagian kanan persamaan diferensial, ke batas atau kondisi awal
dan, sebaliknya, transisi dari batas dan kondisi awal yang tidak homogen ke homogen dengan
transfer heterogenitas ke bagian kanan persamaan.

Perlu dicatat bahwa teori fungsi umum dalam bentuk modernnya masih belum cukup
terintegrasi dengan baik ke dalam mekanika struktural, meskipun upaya untuk membuat
peralatan serupa untuk menghitung balok, pelat, dan konstruksi lainnya telah dilakukan sejak
lama. Pada masanya, pemutus-pemutus fungsional (batas fungsi yang dipilih secara khusus:
fungsi langkah) merupakan pencapaian penting, namun, setelah terciptanya teori fungsi
umum vyang cukup ketat, kebutuhan untuk menggunakannya menghilang. Fungsi umum
menyatukan operasi analitis di atas fungsi kontinu dan terputus-putus dan memberikan
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pengertian matematis pada konsep teknis murni seperti gaya dan momen terpusat. Jelas
bahwa beban terpusat pada titik x, dapat ditulis sebagai

q(x) = QO5(n)(x — Xo) 3232

di mana q, - intensitas beban, dengan dimensi satuan gaya per satuan panjang; n = 0 dalam
kasus gaya, dan n = 1 dalam kasus momen. Dalam mekanika struktur, pengunggahan oleh
momen orde yang lebih tinggi juga dipertimbangkan. Misalnya, beban deformasi
terkonsentrasi digunakan, yang setara dengan diferensiasi dual dan tripel dari solusi, yang
diperoleh dengan aksi gaya terkonsentrasi. Mudah untuk melihat bahwa dalam kasus ini dalam
rumus (3.2.32) dimungkinkan untuk menempatkan n = 2 saat memuat dengan deformasi
sudut dann = 3 saat memuat dengan deformasi linier (perpindahan).

Perlu diingat, bahwa selama integrasi fungsi umum, dimensionalitas hasil berubah per
satuan panjang, misalnya, ketika gaya terkonsentrasi

fooq(x)dx = qo jo6(X)dx = qo

di mana q,, tidak seperti (3.2.32), sudah memiliki dimensi gaya.
Dalam integrasi turunan fungsi delta, dimensionalitas hasil berubah, sekali lagi, karena

diferensiasi fungsi sesuai dengan rumus
(00]

j 8@ (x — xp)p(x)dx = (—1)99 @ (x,) 3.2.33

— 00

Pada Tabel 3.2 beban dan fungsi umum yang sesuai diberikan, berdasarkan contoh balok.
Intensitas beban untuk fungsi delta dan turunannya ditentukan sebagai hasil dari integrasi
persamaan keseimbangan balok

Ely" (x) = 6™ (x — a), (n=10,1,2,3) 3.2.34

n + 1 kali. Persamaan (3.2.34) dapat dengan mudah ditulis dalam apa yang disebut quasi-
derivatives (lihat rumus (3.3.5))

yI(x) = qo6™(x —a), (n=0,1,2,3) 3.2.35

Di mana,

ylO(x) = y(x); yP(x) = Dy (x)y' (x);

y[”](X) — Ely”(x); y(III)(x) — _EIyIII(x); y(IV)(x) — Elylll(x);
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3.2.26

Solusi persamaan (3.2.35) memenuhi kondisi batas tertentu dan dinyatakan melalui fungsi
Green umum yang sesuai dengan masalah nilai batas. Kami akan menunjuk solusi persamaan
(3.2.35) melalui G, (x, a) ketika g, = 1. Fungsi Green umum G, (x, a) mewakili perpindahan
tunggal dari gaya yang dipertimbangkan di atas (gaya, momen) dan dampak kinematik (fungsi
lompatan-langkah dari sudut rotasi fungsi lompatan-langkah dari perpindahan). Turunan kuasi
Gn[m] (x, @) adalah satuan sudut rotasi dan satuan reaksi balok (momen lentur dan gaya geser).

Tabel 3.3 menunjukkan satuan perpindahan dan satuan reaksi, dinyatakan melalui
fungsi Green umum. Indeks atas (superskrip) menunjukkan parameter, yang dijelaskan oleh
fungsi Green, dan indeks bawah menunjukkan parameter yang mengalami lompatan karena
dampak eksternal yang diberikan. Sebagai contoh, G3[”] (x,a) = Gy[m](x, a) adalah momen
lentur pada penampang dengan koordinat arus x, karena lompatan satuan perpindahan yang

diberikan pada penampang x = a. Rumus berikut diberikan dalam A.l. Tseitlin [36], yang
menjelaskan fungsi Green yang digeneralisasi:

G, M (x,a) = DG, ™ (x, @) 3.2.35

Tabel 3.2 Beban dan Fungsi Umum yang Sesuai dengannya

Intensitas Pemuatan

Memuat Diagram Fungsi Umum . .
(M-Panjang Unit)
/G’o
A q=qo0(x—a) do
a =
‘? —
/’-TO
[Irrm
A A q=qo[0(x—a) — 6(x — b)] do
e
| b 1
q = qox
il
A A q=qo(x—a), do
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A A q=qo(x—a)’, qo

A A q=qo6(x —a) Qo/m
e,
l
M,
(—‘
& L B q=qo8'(x - a) Mo/
<—d 4){
,
F~———2 s .
<—a %I P ‘ q =qo6 ( ) PoLl /3
< I —
%f;—ﬂ q= qoaul(x _ a) ‘pOEI/M4
S — l
Tabel 3.3 Perpindahan Satuan dan Reaksi Satuan yang Dinyatakan Melalui Fungsi Hijau
Umum
Faktor Satuan Dampak Unit Eksternal
Force § Momen & Rotasi Sudut 81! Pemimdahan §!"""]
Dispacement y Gy = Gg G, = G}, G, = G, Gs =G
i Ul _ ~o Ul _ ~o Ul _ o Ul _ ~o
Sudut Rotasi ¢ Gy =G Gy’ =Gy G, =G, G =G,
(] _ (] _ (1] _ [ _
Gaya Lentur M Gy ' = Gg’ G =G G, = G};‘f G; ' = GJI)”
(1 _ ~Q (1 _ ~Q [ _ ~Q (1 _ ~Q
Gaya Geser ( Gy = Gg Gy =Gy G, " =G, Gy ' =Gy

3.3 METODE UMUM TRANSFORMASI INTEGRAL DAN METODE PERSAMAAN BATAS
Peralatan persamaan integral batas yang berkembang pesat, yang digunakan untuk
memecahkan berbagai masalah nilai batas dan konstruksi desain, merupakan cara yang sangat
efektif untuk memperoleh hasil numerik, yang bersaing dengan metode yang tersebar luas
seperti metode elemen hingga dan metode selisih hingga. Spektrum pertanyaan yang luas,
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yang dapat disatukan di bawah nama persamaan batas (metode potensial, persamaan integral,
beban kompensasi, domain yang diperluas, transformasi delta, dll.), harus mencakup metode
klasik mekanika struktural, yang juga didasarkan pada komposisi persamaan batas.

Transformasi integral klasik dari Fourier, Hankel, Laplace, Mellin, dan lain-lain, dapat
dianggap sebagai dekomposisi fungsi eigen dari operator diferensial konjugat-diri dan non-
konjugat-diri satu dimensi. Untuk masalah nilai batas tertentu, transformasi yang tepat
ditentukan oleh operator diferensial, domain fundamental, dan kondisi batas yang ditentukan.
Berdasarkan hal tersebut di atas, sebuah teori dari semua transformasi integral yang diketahui
dapat dibangun.

Pengembangan metode transformasi integral harus mengikuti dua jalur. Jalur pertama
diikuti melalui perluasan rentang kernel, yang digunakan untuk memecahkan masalah nilai
batas fisika matematika, dan mekanika. Jalur kedua adalah melalui sepanjang garis penerapan
metode pada masalah nilai batas, yang berbeda dari menghasilkan masalah dalam kondisi
definisi domain, kondisi batas, keberadaan kondisi internal, dan sebagainya. Transformasi
integral dalam domain yang diperluas dan metode serupa diterapkan pada area dengan
potongan internal, kondisi internal yang lebih kompleks, dan dalam masalah dengan kondisi
batas campuran. GY. Popov untuk pertama kalinya menggabungkan dan menggeneralisasi
pendekatan ini, memperluasnya ke domain multi-koheren dan media heterogen. Tren lain
dalam pengembangan transformasi integral adalah penerapan kernel non-ortogonal

Mari kita pertimbangkan transformasi integral sebagai dekomposisi fungsi eigen
operator diferensial linier. Kami menyajikan beberapa pengetahuan umum dari teori operator
ini di bawah ini. Operator diferensial linier, yang dikenal sebagai operator L = L(y), berasal
dari ekspresi diferensial:

[(y) = po(X)y™ +p ()y®D + - + pp(X)y 3.3.1
dan kondisi tepi (batas)

U (y) =0, s=12,...,m<2n 3.3.2

di mana fungsi p(x) - koefisien ekspresi diferensial; n — orde persamaan diferensial;
U, (y) bentuk-bentuk bebas linier relatif terhadap nilai-nilai fungsi y, dan turunan n —
1 pertamanya di titik-titik batas a, b dari interval [a, b], di mana ekspresi diferensial (3.3.1)
beroperasi. Ekspresi diferensial berkonjugasi dengan [(y) dan diberi nama:

F) = (—D)™pyy™ + (-1 Vp,y®™=D + .. 4 py 333

Persamaan diferensial disebut self-adjoint jika [(y) = [*(y). Setiap persamaan diferensial self-
adjoint dengan koefisien riil dapat disederhanakan menjadi bentuk berikut:

() = (poy™)" + (ply("‘”)(n'” + 4Dy 3.3.4
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Ekspresi diferensial dapat dengan mudah direpresentasikan oleh apa yang disebut kuasi-
turunan [(y) = y[?™ yang didefinisikan oleh rumus:

dk’y dny
0] = =22 = p =12, =1
y Y y dx"' y Po dx™ (k yhy ey )
3.3.5
dn—ky d
[n+k] — _ [n+k-1] —
y Pk Tk T gy (y ) (k=12,...,n)

Kondisi batas yang dinyatakan melalui turunan kuasi menurut rumus bertipe y[k](x) =0,
disebut kanonik.

Jika y dan z adalah dua fungsi sembarang yang memiliki turunan kontinu hingga orde
ke-n inklusif pada interval (a, b), untuk fungsi sembarang tersebut y dan z maka identitas
Lagrange berlaku

b b 2n b
[1yzdx - [ yr@an =Y 0.0V e @| =Dnalh 335
a a s=1 a

di mana I/ - bentuk-bentuk bebas linier relatif terhadap nilai-nilai fungsi z , dan turunann —
1 pertamanya; Z - penunjukan nilai konjugat.

Kondisi batas (edge) dari V,,,_s+1(2) — 0 disebut konjugat (ad-joint) dengan kondisi
(3.3.2), dan jika mereka setara dengan kondisi batas (3.3.2), maka mereka disebut sself-adjoint.
Operator diferensial yang dihasilkan oleh ekspresi diferensial self-adjoint dan kondisi batas
(edge) self-adjoint juga disebut self-adjoint. Untuk operator self-adjoint, identitas Lagrange
mengambil bentuk berikut:

b b
jl(y)zdx —Jyl(z)dx = [y, z]? 3.3.7

a
Operator diferensial disebut regular jika interval [a, b] berhingga dan fungsi py*(x) dapat
dijumlahkan padanya, jika tidak, operator tersebut disebut singular. Solusi non-trivial
persamaan tersebut disebut fungsi eigen dari operator L:

Ly(x,A) = dy(x, 1) 3.3.8

Nilai parameter Ayang dengannya fungsi eigen berada dalam domain definisi operator
L disebut nilai eigen. Satu nilai eigen dapat berkorespondensi dengan satu atau lebih (hingga
n) fungsi eigen; jumlahnya disebut multiplisitas nilai eigen. Nilai eigen operator konjugat
(adjoint) adalah angka konjugat. Jika fungsi eigen y(x,A) dan z(x,u) operator konjugat
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(adjoint) L dan L* ortogonal, yaitu A # u
b

JY(x, ANz (x,p)dx =0

a

Jika kita berasumsi dengan A = ﬁffy(x, A)Z (x, i)dx = 1(kondisi standarisasi/normalisasi
fungsi eigen), maka

b
j}’(X. Dz (x, Wdx = &y 3.3.9

a
Di mana

83z — Simbol kronecker: 837 = 1(A = [1); 8,2 =0 (A # f)

Dalam kasus operator self-adjoint:

b
jy(x, Dy (x, wdx = &, 3.3.10

a

di mana y - fungsi eigen yang dinormalisasi. Ekspresi diferensial (3.3.1) yang dipertimbangkan
pada interval (a, b), dapat memunculkan berbagai operator.

Operator L dengan domain definisi maksimum di L,(a, b) yaitu, suatu kuadrat yang
dapat dijumlahkan pada (a, b), adalah operator yang beroperasi menurut ekspresi (3.3.1)
untuk semua fungsi y(x) dari L,(a, b)yang memiliki turunan kuasi kontinu absolut hingga
orde 2n — 1 inklusif, di mana y[zn] termasuk dalam L, (a, b) Ruang fungsi ini dilambangkan
y(x) € D. Operator lain L, didefinisikan pada himpunan semua fungsi y(x) € D, yang
memenuhi kondisi:

yM | _=yM| =0 (k=012 ..,2n—-1)

dalam kasus biasa, dan [y, z]2 = 0 dalam kasus singular untuk semua z € D. Dalam kasus satu
ujung singular, domain definisi operator L, hanya terdiri dari fungsi-fungsi y(x) € D, yang
memenuhi kondisi:

yM| =0 (k=012,..,2n—-1)

[v,z]2=0 zebD

Operator L, memperbolehkan berbagai ekstensi self-adjoint (self-conjugate). Domain definisi
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D' dari setiap operator self-adjoint (self-conjugate) L,, terdiri dari fungsi-fungsi y(x) € D, yang
memenuhi kondisi berikut:

Jika y,z € D', Maka [y, z]2 = 0;
Jika z € D,dan untuk semua y(x) € D', [y, z]2 = 0;Makaz € D’

Perhatikan bahwa L, = L*, yaitu operator L, dan L bersifat adjoint (konjugat). Pasangan angka
yang sesuai dengan jumlah solusi persamaan yang bebas linier

Au=2u, Au=2u[lmA>0,u€l, (ab)] 3.3.11

adalah indeks panggilan dari operator cacat A. Indeks cacat operator L, didefinisikan
oleh sepasang bilangan bulat identik (m, m), terlebih lagi karena 0 < m < 2n maka ia
ditetapkan oleh satu angka m. Jika indeks operator L, sama dengan 2n, maka spektrum
semua ekstensi self-adjoint-nya adalah diskrit. Dalam kasus umum, spektrum dapat diskrit-
kontinu, dan bagian kontinu dari semua ekstensi self-adjoint identik (sama). Jika salah satu
ujung interval (a,b) adalah regular, maka n < m < 2n. Secara khusus, jika fungsi
oY), p1, P2 .. Py diringkas dalam [0,00], Dan xl—i>r4pm Po(x) > 0 maka indeks cacat
(kekurangan) operator L, adalah (n,n) Indeks yang sama memiliki operator L, , ketika
(o), p1, P2> -+ Pn—1, P(X) diringkas pada interval [0, co] xl—i>r-|I-loo Po(x) > 0; pp(x) =p(x) +
q(x) Dimana q(x) diukur dan dibatasi secara substansial dalam interval [0, 0], fungsi,

misalnya, ketika
2n

B) = (D" + a()y

Jika indeks cacat (kekurangan) operator adalah n, maka

[v,z], =0 33.12

untuk semuay,z € D.
Material apa pun 4, yang jumlah milik L, (a, b) solusi persamaan yang bebas linier

ly) =2y

lebih rendah dari jumlah defisiensi operator L,, termasuk bagian diskrit atau kontinu dari
spektrum setiap perluasan self-adjoint dari operator L. Jika dalam kasus ini salah satu
ujungnya teratur, maka A termasuk bagian kontinu dari spektrum. Setiap operator self-adjoint
dari L,, dapat ditentukan dengan bantuan fungsi operator tertentu P, sebagai berikut: jika y
termasuk dalam domain definisi operator L,,, maka
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(o]

L,y = j/ld[P,ly] 3.3.13

— 00

Fungsi operator P; disebut fungsi spektral dari operator L,,.
Fungsi spektral berhubungan dengan resolvent dari operator self-adjoint dengan

T dP
Ry = J £ (3.3.14)

di mana A adalah titik regular dari operator.

Perlu dicatat, bahwa resolven dari setiap operator self-adjoint L,, adalah operator integral;
kernel resolven G(x,¢&,pu)dibangun sebagai fungsi Green dari operator L, — uE , yaitu,
sebagai solusi persamaan

I(y)-uy=26(x-¢&) (3.3.15)

Dalam kasus satu ujung reguler (a), kernel dari resolvent memenuhi kondisi berikut:

b b
[l6(enf <= [16(xemP dx<e

Fungsi apa pun f(x) dari L,(a,b) dapat didekomposisi menurut fungsi eigen dari operator
diferensial self-adjoint. Misalkan L,, — adalah operator self-adjoint, yang dihasilkan oleh
persamaan diferensial [(y) dalam interval (a, b), dan {u; (x, k)}s=, adalah solusi persamaan

l(y) = Ay yang memenuhi kondisi berikut:

[v-1]
Uj |.\‘=u

=8 (a<d <b). (3.3.16)

yang mengarah pada rumus inversi berikut:

b
F;(A)= J.f(x)uj- (x,4)dx; (3.3.17)
F(x)= j Y (A)ug (x.2)dr e (). (33.18)
Sojik=1
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Berikut ||rjk(/1)||fungsi distribusi matriks.
Dekomposisi kernel resolvent operator L,, mengambil bentuk berikut:

Ty (nA)uy (EA)dr (A
jz K ( )1(_;1) «(4)

G(x.E. )= 3.19)

Dalam kasus ketika salah satu ujung interval (misalnya, a ) teratur, urutan fungsi distribusi
matriks dapat diturunkan. Secara khusus, jika indeks cacat operator L, adalah (n,n),maka
penjumlahan dalam rumus inversi persamaan di atas hanya dihasilkan hingga n.

Jika fungsi

r

(75') . Pre P2oeees P (3.3.20)

diringkas pada interval [0, ), dan lim p, (x) > 0 maka untuk operator L,, yang bekerja pada
X—00

sumbu semi [0, o) dan tanpa spektrum diskrit, rumus invasi mengambil bentuk:

F(A)=|f(x)u(x,A4)dx

§ ot
—_—
(W%
(%)
%)
f—
—

f(x)= -F (A)u(x, Ayu(x,A)dA

di mana u(x, A) adalah solusi persamaan [(u) = Au yang memenuhi kondisi batas self-adjoint
yang sesuai di akhirx = 0

Fungsi spektral distribusi dapat dengan mudah ditentukan melalui kernel resolvent
operator. Dengan mengarahkan x ke a — 0 dan & ke a + 0, dalam rumus dekomposisi kernel
operator L,,, kita memperoleh:

e 2n

dt
G(a—0,a+0, u)= jz f‘*‘ . (3.3.22)
—oo k=1

Kita akan menggunakan lebih lanjut rumus inversi Stieltjes, yang menurutnya persamaan
integral

o(w)= [ Y (u=a+ip) (3323)
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memiliki Solusi

w(a)—o( b)— 11m j[qo —o(u)ldor. (3.3.24)

2wl B—0

Rumus terakhir dapat diubah dan dibawa ke bentuk yang berbeda. Misalnya, mungkin untuk
menulis
a+é

o(a+5)-(85)=-1P lim | Fmo(a +iB)do. (33.25)

Pada titik-titik kontinuitas fungsi w, rumus inversi mengambil bentuk:

w’(a)=- S“;ﬂ giglo Imo(a +iB) . (3.3.26)

Menunjuk G4_1,-1(a —0,a + 0,u) = M,,(u) di mana indeks menunjukkan kuasi-turunan
dari x dan & masing-masing, dari rumus fungsi spektral distribusi dan dari rumus solusi

transformasi persamaan integral, dapat diperoleh [3,6].
A+d

rﬂ((;t):i lim lim | ImM (A +ig)dA. (3.3.27)
T éd—->H0e—+0 5

Matriks M, disebut matriks karakteristik operator L,,.

Dengan demikian transformasi integral dapat dibangun atas dasar dekomposisi fungsi
eigen persamaan diferensial regular dan singular. Pada prinsipnya, setiap ekspansi dapat
diartikan sebagai transformasi integral, hanya jika hubungan analitis atau prosedur numerik
diketahui, yang memungkinkan untuk membangun korespondensi antara transformasi
(koefisien dekomposisi) dan fungsi asli (awal).

Misalnya, sistem fungsi u(¢, x), adalah solusi persamaan

Lu—Ac'u=0, (3.3.28)

di mana L - beberapa operator adjoin-diri linier; o’ fungsi pembobotan dianggap dalam kasus
umum sebagai fungsi umum; A parameter spektral.

Misalkan fungsi eigen u(&, x) memenuhi kondisi ortogonalitas dan kelengkapan dalam
bentuk
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o (x) [u(Ax)u(A,x)de (1) =6 (x-x));
e (3.3.29)
T'(ﬂ,) u(/l,x)u(ll,x)dcr(x)=5(l—/11),

di mana t(A) fungsi spektral distribusi.
Kemudian ada transformasi integral dengan rumus inversi simetris dalam bentuk
integral Stieltjes:

=]

F(x)= jF(A)u(l,x)dr(l);
- (3.3.30)

oo

F(A)= J.f(x)u(/l,x)dc}‘(x).

=00

Jika fungsi spektral T(1) dan fungsi ¢'(x) kontinu, maka rumus Stieltjes mendefinisikan
transformasi integral baku dengan limit tak terhingga.

Dengan spektrum diskrit dekomposisi, ketika fungsi spectral T(1) merupakan fungsi
lompatan, dan berarti kerapatan spektral 7'(1) merupakan deret fungsi delta, rumus inversi
mendefinisikan transformasi integral terhingga, yang praktis untuk menyelesaikan masalah
nilai batas dengan spektrum diskrit. Namun, jika dalam kasus ini, fungsi pembobotan
merupakan fungsi lompatan, maka transformasi menjadi diskrit, dan dapat diterapkan pada
penyelesaian masalah nilai batas diskrit yang dijelaskan oleh persamaan dalam perbedaan
terhingga.

Di bawah ini kami akan mempertimbangkan generalisasi lebih lanjut dari metode
transformasi integral khususnya, kami akan menggunakan identitas Lagrange dalam skema
klasik transformasi integral dengan memperluas dan mempersempit domain dan
menambahkan kernel yang merupakan fungsi eigen dari operator tertutup dan kernel non-
ortogonal. Mari kita sajikan hasil ini untuk tujuan pembuktian (validasi) metode membangun
persamaan batas.

Pertama, kami akan mempertimbangkan transformasi integral dengan kernel
ortogonal yang merupakan fungsi eigen dari beberapa operator diferensial linier satu dimensi
L dan memenuhi persamaan:

u(x,A)= Au(x,1) (x] <x<x2) (3.3.31)

Diasumsikan bahwa operator self-adjoint L dibuat (dihasilkan) oleh operasi diferensial orde 2n
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Iu(x)= 2( Pt (x))(n=m) (3.3.32)

m=0
dengan n kali terdiferensialkan dalam domain D = (xq,x;)dengan koefisien p,,(x) dan
dengan kondisi batas yang terurai:

A_;u(xl) =0 Aju(xz) =0 (j =12,....,5; n<s< 2n) (3.3.33)

Aju dipahami sebagai bentuk aktual yang bebas linear relatif terhadap nilai fungsi u(x) dan
turunannya hingga orde 2n — 1 inklusif.

Kondisi batas yang ditetapkan di setiap ujung interval sama dengan s, sedangkan
bentuk-bentuk A; yang berbeda di kedua ujung interval dibatasi dari n hingga 2n. Ketika s <
2n, mari kita lengkapi himpunan kondisi batas dengan beberapa bentuk bebas linear ke sistem
lengkap 2n bentuk. Kita akan menuliskan rumus dekomposisi dual fungsi eigen operator L
dengan beberapa fungsi spektral T(1):

[ et yax=(.0)= F(2)

X
X

: (3.3.34)
JF(l)u(x,l)dr(l): 7(x)

yang menentukan u transformasi fungsi f (x) dan konversinya. Di sini (1) fungsi yang tidak
menurun, kontinu dengan spektrum kontinu dan bertahap (dengan jumlah lompatan yang
dapat dihitung) pada spektrum dekomposisi diskrit.

Dengan lompatan j dari fungsi g(x) pada titik x,, yang kami maksud adalah selisih
antara batas kanan dan batas kiri g(x) pada x,; yaituj = g(x, + 0) — g(xy, — 0)

Rumus (3.3.34) mencakup transformasi integral dengan batas tak terhingga, yang
biasanya memiliki spektrum kontinu, dan dengan batas terhingga, ketika spektrum diskrit.

Dalam skema transformasi integral klasik, rumus (3.3.34) diterapkan untuk
menyelesaikan masalah nilai batas, yang berasal (dihasilkan) oleh operasi diferensial (3.3.32)
pada (x4, x,) dengan kondisi batas homogen atau tidak homogen. Mari kita perluas metode
ini ke kasus yang lebih umum dari masalah nilai batas, operator yang dihasilkan dekat dengan
L. Asumsikan, bahwa itu ditugaskan masalah nilai batas

Rumus (3.3.34) mencakup transformasi integral dengan batas tak terhingga, yang
biasanya memiliki spektrum kontinu, dan dengan batas terhingga, ketika spektrum bersifat
diskrit.

Dalam skema klasik transformasi integral, rumus (3.3.34) diterapkan untuk
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memecahkan masalah nilai batas, yang berasal (dihasilkan) oleh operasi diferensial (3.3.32)
pada (xq, x,) dengan kondisi batas homogen atau tidak homogen. Mari kita perluas metode
ini ke kasus yang lebih umum dari masalah nilai batas, operator yang dihasilkan mendekati L.
Asumsikan, bahwa ia diberi masalah nilai batas

Lw(x)=q(x) (a<x<b) (3.3.35)

dengan operasi dekat [ *, dan kondisi batas:

Byw(a+0)=gj,: Brwb-0)=gj; (j =1,2,....,5; n<s < Zn)
(3.3.36)

Demi kesederhanaan, kita akan menganggap bahwa urutan operasi [ dan [ * identik. Akan
tetapi, suatu kasus, ketika operasi [* memiliki kelipatan urutan terhadap [, dapat
dipertimbangkan secara analog. Sesuai dengan skema standar, mari kita kalikan ruas kiri dan
kanan persamaan (3.3.35) dengan u(x, A1), dan integralkan pada interval (x;, x5). Jika (x4, x3)
lebih lebar dari (a, b), maka w(x) dan q(x)harus diperpanjang entah bagaimana keluar dari
interval yang diberikan (a, b). Kita memiliki:

(u,ls w)=(u, q) (3.3.37)

Metode transformasi integral selanjutnya mengikuti integrasi parsial.
Akan tetapi, lebih mudah untuk menggunakan rumus Lagrange [1] secara langsung,
pada setiap interval kontinuitas (a, 8),daripada integrasi sebagian.

2n P
(w16 w) = (b, w) + EBf w(x)Bayy s u(x,A) |
j=1 .

dengan asumsi bahwa fungsi w(x) diperpanjang keluar dari (a, b) sedemikian rupa sehingga
memenuhi syarat batas (3.3.33), ketika x = x; dan x = x,, kita peroleh:

(bu, w)=(u, )+ T (a,A)+ T (b, 1) (3.3.38)
Di mana
2n
[(a,A)= ZABf w(x)Bap- j+1 u(x,4) lx=a
j=1

AB; w(x)=Bjw(x+0)—Bjw(x-0).
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Jika [+ =1, B; = Aj dan (a,b) berimpit dengan (x;,x,) maka persamaan (3.3.38) dengan
mempertimbangkan (3.3.34) mengikuti hasil standar untuk transformasi fungsi yang
dibutuhkan

W(A)= A" (u,q) (3.3.39)

Dari mana kita akan memperoleh sesuai dengan rumus konversi (inversi)

(==}

w(x)= jl_l (,q)u(x,2)dr(R). (3.3.40)

—00

Mari kita pertimbangkan secara terpisah tiga kasus generalisasi yang mungkin dari metode
transformasi integral, ketika kondisi ini tidak terpenubhi:
e Transformasi dalam domain yang diperluas (xq,x;) D (a,b) dan domain yang
dipersempit (x4, x;) < (a, b)
e Transformasi dengan kernel tertutup [ * # [;
» Transformasi dengan kondisi batas tertutup A; # B;

Dalam kasus domain yang diperluas rumus (3.3.38) dengan [ * = [ memberikan:
AWV (A)=(u, q)+T(a,A)+ T(b,A)
dari mana kita akan memperoleh sesuai dengan rumus konversi (inversi) (3.3.34)

2n

w(x)=w, (x)+ ZAB;"V(H)Rzn—jH (x,a)

Jj=1
2n

n EAB_f1-t*(b)R2,I_ 41 (x.B) (3.3.41)
j=1

Dimana

(=]

w, (x) = J.ﬂ,_lu(x, 2)(1q)dr(2)

—co

Terdapat penyelesaian terhadap permasalahan tentang aksi beban yang diberikan
dalam domain yang diperluas (area);

Rzn_jﬂ(x,a): jl_lu(x?j’)B2n—j+l“(xlﬁ A)l-\'lza dT(/’L)
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Dengan menggunakan kondisi batas (3.3.36), kita akan memperoleh sistem persamaan aljabar

batas

2n

Biw,(a+0)+ E[Ale-v(a) BiRyy—ji1(x,a)|y=4
J=1

+ Ale-t’(b)BjRZ.ﬂ—j+l (x,b) Ixzr.' ] = 8ja

2n

Bywg (b=0)+ > [ ABjw(a) BjRoy— 11 (%) =
j=l1

+ABjw(b) Bi Ry j1 (%,0) |v=p | = 2jp  (3.3.42)

Setelah menyelesaikan sistem ini relatif terhadap AB;w(a), ABjw(b) menurut rumus (3.3.41),
kita akan memperoleh solusi akhir dari masalah tersebut. Karena 2n lompatan pada titk x =
a,danx = b dapatdianggap sama dengan nol, oleh karena itu, sistem (3.3.42) tidak memiliki
lebih dari 2n variabel yang tidak diketahui.

Selama penyempitan domain, yang dapat dihubungkan dengan keberadaan kondisi
internal atau lokalisasi solusi yang dekat dengan zona gangguan, integrasi dapat
diimplementasikan pada interval yang tidak berubah atau pada beberapa interval yang
mencakup standar untuk domain transformasi ini.

Dalam masalah multidimensi dengan konfigurasi yang kompleks, dimungkinkan untuk
menggunakan transformasi dalam domain yang menyempit, yang diperoleh sebagai hasil dari
partisi domain masalah nilai batas yang diberikan menjadi beberapa subdomain standar.
Metode serupa dalam seri ini telah diteliti, khususnya dalam.

Transformasi dengan kernel tertutup mudah dilakukan ketika solusi dari masalah nilai
batas dengan operasi diferensial tertutup dan kondisi batas serupa seperti dalam masalah
yang diberikan diketahui. Dengan menerapkan transformasi pada interval tertentu (a,b) =
(%1, x,) sesuai dengan (3.3.38) kita akan memperoleh:

(b uy, w)y=(u, q)—G(A), (3.3.43)

di mana G (A1) fungsi yang diketahui, diperoleh dari bentuk Lagrange bilinear.

Kita akan menyajikan ekspresi diferensial I * dalam bentuk [ * = [ + [, di mana [ —
adalah operator tambahan. Kemudian dari (3.3.43) menurut rumus konversi (3.3.4), kita
memperoleh persamaan integral jenis kedua relatif terhadap w(x)

b
w(x)= JK(x, xp)w(xp)dxy +v(x), (3.3.44)

Dimana
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K(x,x1)=— jl_l u(x,A) lu(xy,2)dz(A);

=00

v(x)= Il_l[ (,q)— G (A)]u(x,A)dz(R).

Jika (a, b) merupakan interval berhingga dan spektrum masalah nilai batas bersifat diskrit,
maka:

K (o) == Ao 2) T, ) 7
=1 (3.3.45)

v(x) = zifl[(uaﬂI)—G(lf)]“(xa )T,
i=1

di mana t; — bilangan normalisasi dekomposisi diskrit.
Karena terbatas pada suku-suku berhingga dari deret m dalam (3.3.45), solusi
persamaan (3.3.44) dapat diperoleh menurut rumus

w(x)= szﬂ,flu(x,Zj)+ v(x), (3.3.46)
i=1

Dimana C; penyelesaian sistem persamaan aljabar:

Ci= 2K Cj+1i
j=1
b
Kj=2'1; J.H(xa Al u(x, A;)dx;
a

b

fi= 5 [y () Tu(x,2) v

a

Dari persamaan (3.3.43) dengan spektrum diskrit, juga memungkinkan untuk memperoleh
sistem persamaan aljabar, sistem yang mirip dengan metode Bubnov—Galerkin
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m

Y o) (T v )t =(5.9)=G(4;) (j=12....m). (3347)

i=1

jika kita substitusikan ke (3.3.43) dekomposisi

w(x)= z(uh w)u;T;, (3.3.48)
i=1

dibatasi oleh suku-suku pertama m dari deret. Setelah menyelesaikan sistem ini relatif
terhadap W; = (u;, w) menurut rumus (3.3.48), adalah mungkin untuk memperoleh solusi
yang diperlukan untuk masalah tersebut.

Dalam banyak kasus, kesulitan dalam menyelesaikan masalah nilai batas dihubungkan
dengan kondisi batas yang tidak nyaman. Jika solusi dari masalah yang sama dengan kondisi
batas lainnya diketahui, maka penggunaan transformasi dengan kernelnya sendiri dari masalah
ini direduksi menjadi persamaan batas, yang solusinya lebih sederhana, semakin dekat kondisi
batasnya dengan masalah asli dan dekat.

Misalkanl*=1; x; =a—0; x, =b + 0; Aj # Bj. Kemudian, dengan asumsi untuk
semua yang mempertimbangkan j

Bjw(x;)= Bjw(x2)=0 (3.3.49)
kita akan memperoleh
2n 2n
w(x)=w, (x)+ ZBJ,-w(a +0) Ry, 11 (x,a) - zBﬂ-v(b —0) Ry, j41(x,D)
J=1 j=1
(3.3.50)

Dengan menggunakan kondisi batas (3.3.36), dimungkinkan untuk mengecualikan 2n ekspresi
batas di sisi kanan (3.3.50). Jumlah yang masih belum diketahui Bjw(a + 0); Bjw(b —
0); dapat dikurangi jika u(x,A) memenuhi beberapa kondisi batas (3.3.33). Untuk
menentukan persamaan batas yang tidak diketahui, digunakan persamaan yang diperoleh
sebagai hasil substitusi (3.3.50) ke dalam kondisi batas (3.3.36). Jumlah persamaan akan sama
dengan jumlah mode diferensial (bentuk) yang tidak kongruen A; dan B;.

Generalisasi metode transformasi integral ini juga dikenal sebagai transformasi integral
umum terutama efektif dalam memecahkan masalah multidimensi. Ketika memilih kernel
yang memenuhi persamaan diferensial dari suatu masalah, penerapan transformasi integral
umum mereduksi masalah tersebut menjadi solusi persamaan batas — integral dengan
spektrum kontinu dan aljabar dengan diskrit. Jika kernel transformasi hanya memenuhi kondisi

76



Analisis Struktur Pondasi Elastis — Dr. Ir. Agus Wibowo, M.Kom, M.Si, MM.

batas, maka kita sampai pada persamaan integral atau aljabar, yang diperoleh dalam seluruh
domain definisi operator dari masalah yang dipertimbangkan.

Generalisasi yang diberikan dari metode transformasi integral tidak melampaui ide-ide,
yang terkait dengan penggunaan masalah nilai batas dari dekomposisi ortogonal atau bio-
ortogonal dengan spektrum diskrit dan kontinu. Generalisasi yang secara substansial berbeda
dalam basisnya dapat diperoleh melalui input ke dalam prosedur transformasi integral kernel
non-ortogonal. Sebagai kernel tersebut, kita akan menggunakan fungsi Green dan solusi
fundamental dari masalah tertutup, serta fungsi delta. Mari kita perhatikan terlebih dahulu
masalah nilai batas (3.3.35), (3.3.36) dalam interval hingga (a, b).

Kita akan menerima fungsi Green G(x *, x).dari masalah nilai batas tertutup, yang
dijelaskan oleh persamaan diferensial (3.3.32) dan kondisi batas (3.3.33), sebagai inti
transformasi. Kita akan mengalikan ruas kiri dan kanan persamaan (3.3.35) dengan G (x *, x).
dan akan mengintegrasikannya pada domain yang diperluas (x1, x2). Hasilnya, kita peroleh:

w (e ) =w, (e )+ T (xs, @) + T (x+, b),
2n

w(x) =y (x2)+ Y JABw(@) By juiG (0. x) leea (35D
j=1
+ABjw(b) By j+1G (%%, ) |x=p],

Dimana

2n
l_‘1 (x*a CZ) = EAB,EW(Q)BEH—_}—HG (X*,X) |_\'=a:

j=1
(3.3.52)

X2
wy (x+) = jq(x)G(x*, x)dx.
X1

Dari (3.3.51), dengan mempertimbangkan (3.3.36), kita akan memperoleh sistem persamaan
batas:

By (a+0)+ B[ (xv. )+ Ty (xe, Bl v = L

Bjw, (b=0)+ B[ (x«, @)+ Ty (e, D) g = &

2n
Fi(xe, x)= Y TBjw(a) By G (s, x). (3.3.53)
J=1
Dalam (3.3.51) dan (3.3.53) terdapat 4n nilai tak diketahui dari AB;w(a), AB;w(b) Dari nilai-

nilai tersebut, 2n nilai tak diketahui dapat ditetapkan secara sembarangan, misalnya, sama
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dengan nol. Pemilihan nilai-nilai ini ditentukan oleh substitusi kondisi batas pada titik x = a —
0 danx = b — 0 dengan perluasan domain dan perancangan fungsi Green.

Perancangan fungsi Green sendiri dalam banyak kasus merupakan tugas yang rumit,
oleh karena itu, diinginkan untuk memilih operator yang sangat dekat, yang mana fungsi Green
dapat diperoleh dalam bentuk tertutup atau dibangun dengan bantuan algoritma yang cukup
sederhana. Menentukan G(x, x,) dalam interval tak hingga adalah solusi paling sederhana
dari masalah nilai batas. Dalam kasus ini, seperti yang dapat Anda lihat, metode yang
dipertimbangkan adalah analog dari metode klasik potensial. Solusi fundamental persamaan
(3.3.35) dapat berfungsi sebagai kernel non-ortogonal lainnya. Karena bentuk kondisi batas
yang berbeda, yang dapat memenubhi solusi fundamental, dalam rumus (3.3.53) dapat tetap
ada bentuk kondisi batas ini atau lainnya. Secara khusus, mengambil solusi fundamental, yang
memenuhi sistem 2n kondisi batas homogen di salah satu ujung interval (a, b), sebagai kernel
transformasi, kita akan memperoleh analog dari metode nilai awal (parameter awal), dan
dalam kasus multidimensi — metode fungsi awal. Akhirnya, sebagai kernel non-ortogonal dari
transformasi integral, fungsi delta dapat diterima. Metode transformasi delta mengarah pada
operasi yang identik untuk mengganti argumen untuk fungsi halus. Namun, ketika
memecahkan masalah nilai batas, transformasi delta dapat menjadi cara (solusi) yang sangat
efektif dan ilustratif (visual) untuk membangun persamaan batas. Menggunakan kernel
transformasi sebagai fungsi delta §(x — x *) dalam (3.3.38) menghasilkan persamaan batas
berikut:

2n
low(x) =g ()= Y ABjw(a) By 18 (a—x2)

Jj=1
2n

- ZABJ,'I-VUJ)B;;”_J;_H(SU)—X*) (3354)
J=1

Operator dari fungsi delta di bagian kanan (3.3.54) mewakili efek kompensasi. Intensitas beban
kompensasi ditentukan dengan memecahkan persamaan (3.3.54) untuk setiap kondisi batas
yang dipilih dan substitusi lebih lanjut ke dalam kondisi batas (3.3.36). Dari (3.3.54) efek
kompensasi ditentukan tergantung pada pilihan sistem primer. Secara khusus, 2n lompatan
ABjw(a), ABjw(b) dari jumlah total 4n lompatan diambil (diterima) sama dengan nol.

Untuk memecahkan masalah nilai batas multidimensi, penerapan metode transformasi
delta mengarah pada persamaan batas: persamaan aljabar linier integral atau tak terbatas;
seperti pada sebagian besar metode yang dibahas di atas, yang didasarkan pada generalisasi
metode transformasi integral. Metode transformasi delta dibahas secara rinci dalam paragraf
berikut, di mana kita akan membahas berbagai solusi, dan kemudian kita akan menelusuri
hubungannya dengan metode klasik mekanika struktural.

Sebelum melanjutkan, mari kita berhenti sejenak untuk menetapkan definisi dan
konsep fundamental berikut yang berkaitan dengan domain yang diperluas, nilai batas dan
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solusi fundamental, dan pilihan sistem primer. Jadi, untuk solusi suatu masalah, kita dapat
memilih berbagai interval integrasi [4, B], kondisi batas pada [4, B], solusi fundamental, dan
konstanta sembarang yang akan ditentukan.

Domain yang Diperluas. Interval integrasi [4, B], dapat bertepatan dengan (a, b), atau
menjadi tak terhingga. Dalam masalah multidimensi, dapat ada pilihan yang mudah dari
interval integrasi hingga yang mencakup (a, b). Domain yang diperluas tak terbatas merupakan
karakteristik untuk metode beban kompensasi, solusi umum, dan metode jenis potensial.

Kondisi batas. Khususnya untuk [4, B], hal ini dapat diambil secara sembarangan,
sehingga pembangunan solusi fundamental tidak akan menimbulkan kesulitan. Pilihan interval
integrasi, kondisi batas, dan diskontinuitas batas pada a, b, menentukan masalah, yang serupa
dengan interpretasi mekanis yang diperiksa, yang dapat dihubungkan dengan konsep sistem
primer yang banyak digunakan dalam mekanika struktural. Dalam kasus domain tak terbatas
[4, B], kondisi keterbatasan yang biasa ditetapkan, atau kondisi jenis radiasi.

Solusi Fundamental. Lebih mudah untuk menerima fungsi Green untuk domain yang
diperluas sebagai solusi fundamental. Dalam interval integrasi yang bertepatan dengan [a, b],
solusi fundamental dapat dibangun sehingga menjadi nol ketika x < a, sementara generalisasi
metode parameter awal untuk sistem sembarang, yang dijelaskan oleh operator diferensial
satu dimensi diperoleh.

Sistem Primer. Pemilihan sistem primer menentukan skema solusi dan jenis sistem
penyelesaian persamaan. Jika lompatan (diskontinuitas) tetap berada di batas (a, b) dan di
titik internal x = x; yang sesuai dengan pengenalan faktor gaya tambahan, maka sistem
penyelesaian persamaan akan menjadi analog dari persamaan kanonik metode gaya, dan
solusi fundamental, yang merupakan analog dari perpindahan satuan. Sambil
mempertahankan diskontinuitas, yang sesuai dengan kondisi alamiah, kita sampai pada
generalisasi metode perpindahan. Solusi fundamental dalam kasus ini akan sesuai dengan
reaksi satuan. Dengan kombinasi lompatan (diskontinuitas, patahan) lainnya, kita akan
memperoleh analog dari metode campuran.

3.4 MEMBANGUN PERSAMAAN BATAS DENGAN TEKNIK TRANSFORMASI DELTA

Metode transformasi delta muncul sebagai perangkat yang membenarkan penerapan
fungsi umum untuk membangun persamaan batas dari berbagai jenis. Berdasarkan metode
ini dan metode transformasi integral umum, dimungkinkan untuk memberikan skema
konstruksi dan klasifikasi yang cukup umum dari semua metode dan jenis persamaan batas
yang ada. Perlu dicatat bahwa sejumlah pertanyaan spesifik yang rumit, yang solusinya dapat
diubah oleh skema ini menjadi teori persamaan batas yang ketat, masih memerlukan analisis
mendalam dan bukti yang relevan.

Meskipun  demikian, metode transformasi delta memungkinkan untuk
menghubungkan hampir semua metode pembangunan persamaan integral batas menjadi
sistem yang terpadu. Selain itu, metode transformasi delta memberikan interpretasi mekanis
yang jelas dari berbagai metode dan menyoroti hubungan yang erat di antara mereka,
khususnya, antara metode potensial dan metode persamaan integral batas. Di bawah ini Anda

79



Analisis Struktur Pondasi Elastis — Dr. Ir. Agus Wibowo, M.Kom, M.Si, MM.

akan menemukan hasil skema transformasi delta dan Green. Pertama, kita akan membahas
penggunaan transformasi delta untuk menyelesaikan tipe umum masalah nilai batas self-
adjoint. Kedua, kita akan menunjukkan hubungan antara metode ini dan metode transformasi
Green.

Pertama, kita akan mempertimbangkan penerapan transformasi delta untuk
penyelesaian masalah nilai batas self-adjoint dari pandangan umum, dan kemudian kita akan
menunjukkan hubungan metode ini dengan transformasi integral dengan kernel dalam bentuk
fungsi Green dari masalah nilai batas yang dipertimbangkan atau dekat.

Masalah nilai batas satu dimensi untuk operator L, yang dihasilkan oleh operasi
diferensial adjoint linier

“ n—m)

w(x)= z (pm (x)wn=m) (x) )( , (a<x<b), (3.4.1)

m=0
dan dengan kondisi batas
Aw(x) |ly=a+0 =0;  Ajw(x)|xzp-0=0, (j=L2,....,5), (34.2)
yang pasti juga akan kita anggap sebagai self-adjoint, dijelaskan oleh persamaan
Iw(x)=q(x) (a<x<b), (3.4.3)

dan kondisi batas (3.4.2).

Mari kita terapkan persamaan (3.4.3) transformasi delta pada panjang yang diperluas
secara maksimal, yaitu transformasi integral dengan kernel dalam bentuk fungsi delta pada
interval tak terhingga. Untuk tujuan ini, kita akan mengalikan kedua sisi persamaan (3.4.3)
pada &(& —x)dan akan mengintegrasikan sepanjang seluruh sumbu (—oo0 < x < ),
melanjutkan w(x) dan q(x) dari (a — b) Sesuai dengan (3.3.7) kita peroleh denganu = § (¢ —
x)

“ 2n
[ w8 (- x)dx=a(&)+ | Y ABw() By j18(E-)
- ;:l X=da
2n
+ | Y ABw(x) By j18 (&~ x) (3.4.4)
= -

Integral pada ruas kiri rumus (3.4.4) pada seluruh sumbu riil, kecuali untuk titik
(x = a,x = b)sesuai dengan sifat dasar fungsi delta sama dengan lw (). Oleh karena itu, kita
akan menulis ulang (3.4.4) dalam bentuk yang lebih sederhana berikut:
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2n

h""’(igl) - ':f(é) + ZAB_;'W("Y) BZn—_,:'-i—l(S(é - .,‘C) |_\'=a,h. (| 5 ‘ < o) (345)

j=1

Analisis persamaan (3.4.5) menyajikan minat tertentu. Pertama, bersama dengan ekspresi
diferensial, persamaan ini berisi operator kondisi batas fungsi delta. Di sini kita menyamakan
bentuk batas B; dengan bentuk diferensial kondisi batas (3.4.2), yaitu, asumsikan B; = A;.
Kedua, itu ditetapkan dalam interval yang diperluas. Ketiga, persamaan (3.4.5) berisi 4n fungsi
langkah (lompatan) yang tidak diketahui AB;w(a), dan AB;w(b), untuk menentukan di mana
hanya ada 2n kondisi batas (3.4.2).

Akhirnya, sisi kanan persamaan (3.4.5) mencakup operator diferensial fungsi delta yang
mewakili gaya umum dan tindakan kinematik. Mari kita periksa pertanyaan ini secara lebih
rinci. Diketahui bahwa selama desain balok, gaya dan momen dapat dijelaskan secara
matematis sebagai fungsi delta dan turunan pertamanya.

Demikian pula, momen yang lebih tinggi juga dapat diperkenalkan. Jadi, turunan kedua
dari fungsi delta, yaitu turunan pertama dari momen, menggambarkan aksi kinematik, yang
sesuai dengan langkah satuan sudut rotasi pada penampang x = & dan turunan ketiga dari
fungsi delta yang sesuai dengan langkah satuan perpindahan (dengan akurasi terhadap pengali
EIl).

Masalah utama dalam metode transformasi delta adalah pilihan fungsi lompatan yang
tidak diketahui ABjw(a), dan AB;w(b)Dari 4n fungsi langkah, 2n dapat ditetapkan ke nol
untuk menentukan 2n fungsi langkah yang tersisa dari 2n kondisi batas. Untuk tujuan ini,
pertimbangan mekanis berikut dapat digunakan dalam metode klasik mekanika struktural saat
memilih sistem primer. Dengan mengasumsikan setiap fungsi lompatan AB;w sama dengan
nol, kami memperbaiki satu atau memperluas sistem yang dipertimbangkan melalui titik batas.
Misalnya, jika kami menerima n — 1 turunan kontinu pertama dari fungsi w(x), yang sesuai
dengan faktor geometris (bentuk), maka kami melanjutkan konstruksi melalui bagian batas
sebagai kontinu.

Dalam hal ini, yang tidak diketahui menjadi fungsi lompatan dari turunan yang lebih
tinggi, yang sesuai dengan faktor gaya. Oleh karena itu, dalam kasus ini, sistem primer dipilih
sebagai konstruksi kontinu tak terhingga, yang dijelaskan oleh persamaan (3.4.3), dan dibebani
di bagian batas oleh gaya dan momen eksternal. Pendekatan alternatif adalah menerima faktor
gaya kontinu di bagian batas, dengan asumsi fungsi lompatan dari bentuk batas yang sesuai
sama dengan nol. Pendekatan semacam itu akan sesuai dengan kelanjutan konstruksi melalui
bagian batas, di mana hanya dampak kinematik yang ditetapkan, yaitu, di bagian batas fungsi
lompatan perpindahan dan sudut rotasi ditetapkan.

Kedua metode perluasan domain dan pemilihan sistem primer ini mirip dengan
metode gaya dan perpindahan klasik dalam mekanika struktural. Jika kita mempertahankan
lompatan yang berbeda AB;jw(x) di bagian x = a,x = b, maka kita akan memperoleh analog
dari metode campuran mekanika struktural. Perlu dicatat bahwa tidak semua lompatan dapat
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diasumsikan nol, dan akibatnya tidak semuanya dapat dipertahankan dalam penyelesaian
suatu masalah. Faktanya, pilihan gaya dan faktor kinematik, yang ditentukan oleh lompatan
bentuk diferensial, harus memberikan independensi linier dari penyelesaian persamaan
homogen, yang membentuk fungsi Green dan turunannya.

Oleh karena itu, lompatan bentuk diferensial adjoint tidak dapat disimpan atau
dihilangkan jika, misalnya, kita mengasumsikan ABjW(x) = 0, di salah satu bagian batas,
maka untuk bagian ini sudah tidak mungkin untuk menerima AB;;_;,;w(x). Selain dua varian
yang ditunjukkan dari pilihan lompatan yang tidak diketahui, yang menentukan gaya dan
dampak kinematik, adalah mungkin untuk menunjukkan beban yang dapat diterima dari
bagian batas berikut.

Salah satu beban tersebut terhubung dengan pelestarian semua lompatan, vyaitu,
semua jenis gaya dan dampak kinematik yang mungkin; yang lain, bertentangan dengan ini,
terhubung dengan tidak adanya sama sekali dampak kompensasi di titik batas. Dalam kasus
terakhir, untuk memperoleh solusi nontrivial dari suatu masalah, gaya kompensasi dan
dampak kinematik harus ditempatkan dalam domain yang diperluas di luar (di luar) batas
interval (a, b). Kasus ini setara dengan modifikasi metode kompensasi.

Dengan mempertahankan semua lompatan bentuk diferensial dan kondisi tambahan,
hubungan antara lompatan yang tidak diketahui harus ditetapkan, sehingga jumlah lompatan
4n akan sesuai dengan jumlah kondisi batas 2n dan jumlah kondisi tambahan menjadi 2n.

Jadi, untuk sistematisasi persamaan metode transformasi delta, kita harus memeriksa
tiga kasus dasar ketika tindakan kompensasi ditempatkan di titik batas

1. 2nlompatan faktor geometri yang dijelaskan oleh bentuk diferensial hingga n —
1 inklusif ditetapkan sama dengan nol. Dampak gaya eksternal tidak diketahui.
Dengan menyelesaikan persamaan (3.4.5) dan memenuhi kondisi batas (3.4.2), kita
sampai pada sistem persamaan batas 2n yang relatif terhadap lompatan faktor
gaya. Skema penyelesaian ini sesuai dengan bentuk umum metode gaya, metode
kompensasi beban, dan metode tidak langsung — elemen batas.

2. 2nlompatan faktor gaya yang dijelaskan oleh bentuk diferensial, yang berisi
turunan orde n dan di atasnya ditetapkan sama dengan nol. Dampak kinematik
eksternal tidak diketahui. Setelah menyelesaikan persamaan (3.4.5) dan memenuhi
kondisi batas (3.4.2), kita sampai pada sistem persamaan batas 2n relatif terhadap
lompatan parameter kinematik di bagian batas. Dalam kasus ini, turunan fungsi
delta yang lebih tinggi di bagian kanan persamaan (3.4.5) tetap ada, yang direduksi
menjadi persamaan tidak beraturan dan, dalam kasus penggunaan transformasi
mengarah pada dekomposisi divergen. Persamaan yang diperoleh dapat
diregularisasi melalui isolasi (pemisahan) fungsi delta dan turunannya, sehingga
persamaan mudah dipecahkan. Dalam konten mekanisnya, metode ini adalah
analog dari metode perpindahan.

3. Semua lompatan bentuk diferensial tetap ada dalam solusi. Dalam kasus ini,
mereka harus ditetapkan, seperti yang disebutkan di atas, ke 2n kondisi tambahan,
yang menghubungkan lompatan-lompatan ini. Secara khusus, memilih n bentuk
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batas apa pun, yang sesuai dengan kondisi batas self-adjoint apa pun di bagian x =
a dan n bentuk lain yang mungkin, yang juga sesuai dengan beberapa kondisi batas
self-adjoint di bagian x = b, membuat kita menganggapnya sama dengan nilai
bentuk yang sesuai pada batas internal interval (a, b). Ini memberikan 2n kondisi
tambahan:

AB;w(a)=B;w(a+0), AB;w(b)= B;w(b-0).

Kemudian, masing-masing,

Biw(a—0)=0, Bjw(b+0)=0

Karena kita dapat menetapkan g(x) = 0 dengan x(a, x)b dan kondisi batas bersifat homogen,
maka penyelesaian persamaan (3.4.1) dalam interval tertutup (a, b) haruslah trivial; yaitu,
identik sama dengan nol. Oleh karena itu, bentuk batas yang tersisa ij(a + 0),ij(b =
—0) juga sama dengan nol, dan oleh karena itu lompatan, yang untuk pembedaan akan kita
sebutkan melalui B;, adalah sama.

ABw(a)= Bw(a+0), ABw(b)= Bw(b-0).

Dengan demikian, semua lompatan sama dengan nilai bentuk diferensial yang sesuai pada
batas internal (borders) interval (a, b) Oleh karena itu, alih-alih (3.4.5) kasus ini kita dapat
menuliskan yang berikut:

2n

[11-'(5) =dq (é) + Z‘ij(x) B2:?‘.r—_,-"-l-l'5 (§ - x) |_r:a,h. (346)
=1

Lebih jauh, dimungkinkan untuk memenuhi 2n kondisi dalam persamaan (3.4.2) karena (B; =
Aj), dan persamaan terakhir hanya akan berisi 2n variabel yang tidak diketahui, sehingga
memungkinkan untuk menyelesaikan masalah yang dinyatakan dengan benar. Metode
komposisi persamaan batas ini setara dengan metode langsung elemen batas (DBEM).

Untuk menyelesaikan persamaan (3.4.5), kami dapat merekomendasikan dua metode
— fungsi Green dan metode transformasi integral. Dalam kasus pertama, diasumsikan bahwa
fungsi Green dari masalah nilai batas (3.4.1) dalam domain yang diperluas diketahui. Lebih
jauh, kami akan mempertimbangkan fungsi Green yang digeneralisasi, yang merupakan solusi
untuk persamaan berikut.

1:Gy (&,x) = B8 (£ x). (3.4.7)

Di sini, indeks & berarti bahwa operasi diferensial dilakukan pada variabel €. Solusi ini
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dapat dengan mudah dibangun, jika operator lgl dan B,f dapat diubah. Dengan menerapkan

operasi lgl ke sisi kiri dan kanan persamaan (3.4.7), kita memperoleh

Gr (& x)= E l(s_l §(&-x).

Karena fungsi Green memenuhi persamaan:

IéGk (63 .’C) = 5(6 - x)a

dan, oleh karena itu,

15_15 (E-x)=G(&,x),

maka,
Gy (6.x)= BiG(&.x). (34.8)

Dengan mempertimbangkan (3.4.7), solusi persamaan (3.4.5) dapat ditulis dalam bentuk:

2n
w(&)=w, (5)+ XABJ"”(-’C)Gz;q—_erl (&.2) lx=ap » (3.4.9)
j=1

di mana w,(§) — adalah solusi dari Iw(¢) = q(§) yang memenuhi beberapa kondisi batas di
ujung domain yang diperluas.

Persamaan serupa dapat diperoleh dengan penerapan langsung transformasi fungsi
Green ke persamaan (3.4.1). Transformasi fungsi Green, seperti yang disebutkan di atas, akan
disebut transformasi integral dengan kernel dalam bentuk fungsi Green dari masalah nilai
batas yang dipertimbangkan atau yang dekat.

Tidak sulit untuk melihat bahwa dengan mengasumsikan u = G(§,x) dalam
persamaan (3.3.8) kita akan memperoleh (3.4.9). Keuntungan transformasi delta,
dibandingkan dengan transformasi fungsi Green, adalah interpretasi mekanis yang jelas dari
dampak kompensasi, dan penggunaan metode lain, seperti transformasi integral untuk
menyelesaikan persamaan (3.4.5), tetapi tidak mereduksinya menjadi persamaan (3.4.9).

Perlu dicatat bahwa jenis representasi dalam (3.4.9), yang analog dengan rumus
Somigliana dalam teori elastisitas, memainkan peran penting dalam metode elemen batas dan
persamaan batas. Secara khusus, metode langsung kondisi batas dibangun atas dasar
penggunaan fungsi Green untuk domain tak terbatas dan identitas integral Betty dalam batas
domain yang diberikan (a, b), yang direduksi menjadi jenis rumus dalam (3.4.9), di mana kita
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memiliki nilai bentuk-bentuk ini di titik batas, bukan lompatan AB;w (x) Seperti yang kita lihat,
tidak seperti DBEM, penerapan metode transformasi delta atau transformasi fungsi Green
memberikan lebih banyak peluang untuk membangun persamaan batas. Alih-alih satu skema
MBE langsung, metode transformasi delta dan transformasi fungsi Green menghasilkan
berbagai macam persamaan batas dan memberikan skema terpadu untuk menyusunnya.

Mari kita lihat satu metode tambahan untuk menyusun (membangun) persamaan
batas, yang diturunkan dari (3.4.6), dan menjadi analog diskrit dari metode B.D. Kupradze.
Setelah menyelesaikan (3.4.6) menggunakan fungsi Green, kita akan memperoleh:

2n

w (€)=, ( ZB W(x) By j+1G (E,X) lx=ap »

Dengan mempertimbangkan bahwa dengan &(a,&)b danw(§) = 0, maka dimungkinkan
untuk memilih 2n titik &; dari interval (a, b) dan menyusun 2n persamaan,

2n

‘/ 5’ ZB “ B7II /+lG(€ax) |.\‘:a,b: 0,

yang memastikan keunikan solusi persamaan (3.4.6).

Pertimbangkan penerapan transformasi delta dan transformasi Green lebih lanjut,
untuk menyelesaikan masalah dalam domain yang diperluas secara minimal, vyaitu,
memperluasinterval (a, b) ke [a,b], dengan memasukkan titik batas x; = a — 0, dan x, =
b + 0 dalam domain yang diperluas. Setelah perkalian kedua sisi persamaan dengan fungsi
delta dan integrasi dalam batas (a, b), dengan cara yang sama (3.4.6) kita memperoleh

2n

bw(E)=q(&)+ > Byw(a=0)By_ 18 (£~ a)

Jj=1

2n
23};“«’(’3 + 0)32;7—_){4_16(5 — b), (a < 5 < b) (3410)
j=1

Dengan menggunakan transformasi Green atau menyelesaikan persamaan (3.4.10) dengan
menggunakan fungsi Green kita akan memperoleh:

2n

11,-‘(;5 = ‘.tq + ZB ‘W ((.' BZH—J;-HG + ZB W (b+0)B')” J'-HG(‘J:: b)

j=1
(3.4.11)
Di sini w, (§),adalah solusi khusus persamaan dengan bagian kanan q(x), dan kondisi
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batas (3.3.3), dan G (¢, a) Fungsi Green dari masalah nilai batas tertutup (3.4.3), (3.4.2). Tentu
saja, jika fungsi Green dari masalah yang dipertimbangkan (3.4.1), (3.4.2) diketahui, maka tidak
ada keharusan dalam komposisi persamaan batas. Dalam (3.4.11) 2n bentuk B;G (¢, a) dan
B;G (&, b) sebagai konsekuensi dari kondisi batas (3.4.2) yang memenuhi fungsi Green, sama
dengan nol. Dengan mensubstitusikan (3.4.11) ke dalam kondisi batas (3.4.2), kita
memperoleh sistem persamaan batas 2n yang diperlukan. Alih-alih fungsi Green untuk
menyelesaikan persamaan (3.4.10) dekomposisi, yang bekerja pada [a, b] dapat digunakan.
Selama komposisi persamaan batas menggunakan kondisi (3.4.2) perlu untuk menghitung
ekspresi tipe

G/ (£.a)= A7 A5G (£,x), (3.4.12)
di mana indeks ¢ dan x menunjukkan variabel, yang di atasnya diferensiasi diproduksi. Urutan
total dari m kedua operator diferensial A; dan A; menentukan sifat fungsi Gij (¢,x). Ketikam >
2n fungsi ini teratur; ketika m < 2n itu termasuk dalam kelas fungsi umum dengan pembawa
di titik ¢ = x. Oleh karena itu, dalam persamaan batas, diinginkan bahwa operator gambar dari
fungsi Green memiliki urutan total m < 2n.

Untuk ilustrasi penerapan metode transformasi delta dan transformasi Green, mari kita
periksa masalah tradisional tentang tekukan balok pada pondasi elastis, yang nyaman karena
kesederhanaan dan kejelasannya untuk analisis skema komposisi persamaan batas yang
berbeda.

Persamaan kesetimbangan balok dapat dituliskan dalam bentuk:

EDYY (x)+ky(x)=¢(x), (a<x<b) (3.4.13)
di mana EI kekakuan balok; k - koefisien alas alas; y(x) — perpindahan balok; g(x) — beban

eksternal. Kita akan mempertimbangkan masalah ini dengan kondisi batas, yang sesuai dengan
ujung berengsel yang ditopang balok, dengan asumsi bahwaa = 0,b = [,

y(+0)= y7 (+0)= y(1-0)=y" (I1-0)=0. (3.4.14)
Solusi dari permasalahan tersebut akan ditemukan dalam interval yang diperpanjang
—oo < x < 00

Kita akan menentukan fungsi Green untuk domain tak terhingga sebagai solusi yang semakin
berkurang pada tak terhingga dari persamaan berikut:
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4
EI;—&G(f,xﬁkG(é,x): 5(E—x), (—ee<x <o) (3.4.15)
Selain itu, kami akan memperkenalkan fungsi Green umum yang memenuhi persamaan:
EliG-(é )+ kG; (E,x) = 5(5 x), (me<x<eo) (34.16)
At I\ FACIR d§f 7 -

Dengan menerapkan transformasi Green, kita akan mengalikan ruas kiri dan kanan persamaan
(3.4.13) dengan G (¢, x) dan akan mengintegrasikan sepanjang semua sumbu

EI Jy””(x)(; dr+kj (X)G(Ex)dx=y,(E)  (34.17)

Dimana

o0

74()= [6(&x)a(x)d

—00

adalah perpindahan balok tak terhingga akibat beban q(x), yang dilanjutkan entah bagaimana
(khususnya, nol) keluar dari interval (0,1). Dengan menerapkan integrasi per bagian, kita
memperoleh:

(&) =y (§)+EI Z[Ay“_f 1(0)6;(&)+ &G, (E-1)] (3418)
=0

Di Sini

Go (E.1) = Gy (E—x) = =& M5 ¥[cos A (£ - x) + sin A (& - x)]:
G (&.1)=Gi(E-x)=

Gy (E1)=Gy(E—x)=

2

e~ M= sin A (€ - x):

¢ [sin A(E—x)—cosA(E-x)]: (3.4.19)

4
Gy (E.1) = Gy (E—x) = —%wgn(é w)e = cos A (& - )
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4| k
Dimanad = |—
4EI

Solusi (3.4.18) berisi delapan konstanta sembarang. Kita akan mempertimbangkan tiga
varian dasar yang ditunjukkan di atas, yang dibedakan oleh skema desain balok dalam domain
yang diperluas. Pada awalnya, mari kita pertimbangkan persamaan metode tidak langsung
elemen batas. Kita akan berasumsi bahwa, pada penampang balok tak terhingga & = 0, dan
¢ = [, defleksi dan sudut rotasi bersifat kontinu, yaitu.

Ay(0)= Ay (0)= Ap(1)= Ay! (1) = 0. (3.4.20)

Kemudian pada (3.4.18) hanya tersisa pemutusan turunan kedua dan ketiga dari fungsi y(¢)
(anggota seperti: Ay''G, dan Ay!!’G,, yang ekivalen dengan pengunggahan gaya dan momen
balok tak terhingga pada penampang § = 0,dané =,

Solusi (3.4.18), mengambil bentuk:

(&) =y (&) + ENAY" (0)Gy (&) + Av™ (0)Gy (&)
+ AT (DG (E=1)+Ay™ (1)Gy (E-1)).

Setelah syarat batas (3.4.14) terpenuhi, kita akan memperoleh sistem persamaan batas (titik-
titik menunjukkan diferensiasi terhadap &):

¥ (0)+ MoGi (0) = QoG (0) = MGy (1) + QG (1) = 0,
iy (0)+ MoGy (0)— QoGo (0)— MGy (1) + QG (1) = 0,
Vg (1) + MoGy (1) = QoGo (1) - MGy (0)+ 0,Go (0) = 0,
3 (1) + MGy (1) = 0yGo (1) - MGy (0)+ QG (0) = 0.

(3.4.21)

Di sini dan di bawah ini digunakan sebutan berikut:
yo = EIAY(0), @y = EIAY' (0), My =-EIAVT(0), Qy =—-EIAY(0),

v = EIAy(I), ¢, =EIN (1), M;=-EINT (1), ©Q =-EIAy™ (1)

Perhatikan bahwa sistem (3.4.21) bersifat regular karena tidak mengandung turunan fungsi
Green yang lebih tinggi dari orde ketiga. Hal ini dapat terlihat jelas jika kita mempertimbangkan
bahwa:

n
n G

d&”

G, (E-x)=(-1)" "G (&~ x). (3.4.22)

dan tulis ulang sistem (3.4.21) dalam bentuk:
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4 (0)= MyG(0)- QG (0)+ M,G(1)+QG(I)=0,
¥, (0) = MG (+0) - QoG (0)+ MG (1) + QG (1) = 0,
¥y (1)= MG (1) = QyG (1) + MG (0)+Q,G(0) =0,

ass

¥, ()= MG (1) = QG (1) + MG (—0)+ 0,G(0) = 0.

(3.4.23)

Dalam (3.4.21) dan (3.4.23) untuk alasan kesederhanaan, tanda-tanda argumen fungsi-fungsi
yang kontinu pada titik pertimbangan dihilangkan. Oleh karena itu, hanya nilai 5(+0) dan
G'(—O) yang dibedakan, karena turunan ketiga fungsi Green dalam soal ini memiliki lompatan
satuan nol. Lebih lanjut, berikut ini diperhitungkan:

Gﬁ' (; - X) = (_1)” Gﬂ (x_ 5)

Dalam sistem (3.4.23) faktor gaya yang tidak diketahui — momen dan gaya — diterapkan pada
titik batas, dan kondisi kontinuitas (3.4.20) yang termasuk dalam parameter kinematik. Varian
MBE tidak langsung ini dekat dengan metode gaya.

Metode Gaya — Metode analisis di mana struktur dibagi lagi menjadi komponen-
komponen yang ditentukan secara statis. Kompatibilitas di antara komponen-komponen
dipulihkan dengan menentukan gaya antarmuka.

Mari kita periksa kasus kedua ketika dalam domain yang diperluas momen dan gaya
geser ditetapkan menjadi kontinu dalam penampang x = 0 dan x =[. Kemudian dalam
penyelesaian persamaan kesetimbangan anggota AyG;(¢,x), dan Ay'G,(&,x), atx = 0 dan
x = [, disimpan (dipertahankan) yang sesuai dengan unggahan perpindahan sudut atau linier
balok tak terhingga:

WE) =y, (&) + EI[AY (0)G1(E) - AV(0)G3 (&)
— AV (DG (E = 1)+ Ap(1)G5(E = 1)]

Memenuhi syarat batas (3.4.14), kita harus mendiferensiasikan fungsi (3.4.24), yang memuat,

(3.4.24)

pemecahan solusi G3(¢) dua kali.

Oleh karena itu, perlu mempertimbangkan turunan yang lebih tinggi dari orde ketiga
fungsi Green. Dengan mendiferensiasikan n kali ruas kiri dan kanan persamaan (3.4.16) kita
akan memperoleh:

dﬁ'+4 1
d§”+4 G (é’ Y) = E

fi”

dE

[6(”] (E-x)-k G(é,x):|. (3.4.25)

Jika & # x penjumlahan singular dari 6™ (& — x) dalam (3.4.25) dapat diabaikan, karena di
semua titik, kecuali x = &, akan memberikan solusi yang trivial. Perlu dicatat bahwa
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pertanyaan tersebut dari sudut pandang matematika cukup tipis dan memerlukan pembuktian
yang ketat, meskipun validitas fisik ini tidak diragukan lagi.

Meskipun demikian, dalam semua modifikasi metode elemen batas yang diketahui,
menggunakan bentuk operasi pemisahan dan pengecualian komponen singular dari solusi
yang tersembunyi, pertanyaan ini biasanya diabaikan begitu saja. Akhirnya, dengan
menggunakan (3.4.25), dan (3.4.22) kita akan memperoleh:

Vg 0)+¢’UG( )+ 190G (+0)— @G (1) + y,G (1) = 0,

(
5y (0= 00G(0) =~ G (0)+ -G () === 1G (1) =0, -
0k ‘PUG( )+ 300G (1) = @G (0)+ y,G (=0) =0, -

(

k k k .
Vg 0)——fPGG(f)"'E—}GGU)"'—fPfG(O)—E}’JG(O): 0,

Dalam persamaan batas (3.4.26) tidak seperti dalam sistem (3.4.23) yang tidak diketahui bukan
lagi gaya dan momen, tetapi perpindahan dan sudut rotasi, sedangkan kondisi kontinuitas
berhubungan dengan faktor gaya, dan bukan kinematika. Metode elemen batas tidak langsung
semacam ini mirip dengan metode perpindahan.

Metode Perpindahan — Metode analisis di mana struktur dibagi lagi menjadi
komponen-komponen yang kekakuannya dapat dihitung secara independen. Keseimbangan
dan kompatibilitas di antara komponen-komponen tersebut dipulihkan dengan menentukan
deformasi pada antarmuka.

Kami telah menunjukkan bahwa selain dua metode yang diberikan dari gaya dan
perpindahan/deformasi yang sesuai, dimungkinkan untuk menggunakan kombinasi lompatan
gaya dan faktor kinematik, yang sesuai dengan metode campuran mekanika struktural.
Metode ini mudah digunakan ketika diberikan kondisi batas yang berisi parameter gaya dan
kinematik, khususnya dengan kondisi batas (3.4.14). Mari kita buat persamaan dalam (3.4.18)
sama dengan nol lompatan parameter yang tidak termasuk dalam kondisi batas (3.4.14)

A (0)= &Y' (1)= 4y (0)= 4y (1) =0,
sebagai hasilnya kita akan memperoleh

(€)= 3, (&) - EI[ Ay" (0)Gy (A)+ Ay (0)Gs (£)

+Ay" ()G (A= 1)+ Ay (1)Gs (A-1)]

Oleh karena itu, dengan memenuhi kondisi batas (3.4.14), dan dengan mempertimbangkan
(3.4.25) kita akan memperoleh persamaan batas berikut:
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74 (0)+ MoG(0)~ }DG( )+ MiG(1)- yG(1)=0,
7y 00+ MoG (0)+ - 3oG(0)+ M (1) + - 9G (1) =0,
yq (1) +MoG (1) - }’OG( )+ MG (0)-yG(-0)=0,

(7) ()

Vg (N +MyG(! +—vOG( )+M;G(—0)+%y;('?(0)=(}.

(3.4.27)

Sekarang, mari kita pertimbangkan metode langsung elemen batas. Dalam kasus ini, semua
lompatan di bagian batas tetap ada, tetapi sebagai tambahan terhadap 2n kondisi batas, 2n
lagi (dalam kasus ini empat) kondisi tambahan dari jenis berikut ditambahkan

A7 (0)= ¥ (+0). Ay (1)= ) (1-0) 3428

untuk n kondisi pada setiap batas. Selain itu, bentuk diferensial dalam (3.4.28) harus sesuai
dengan setiap kondisi batas self-adjoint. Dengan kondisi tambahan ini, semua lompatan gaya
dan parameter kinematik sama dengan nilai parameter ini pada titik batas x = +0, x =1 —
0, dan fungsi y(x), dan semua turunannya pada x(0, x)[, menjadi identik sama dengan nol.
Sebenarnya, dari (3.4.28) dapat disimpulkan bahwa

Y(=0)=0, y(1+0)=

Sebagai contoh kita akan mengambil tipe utama kondisi batas self-adjoint pada titik batas x =
0

(0) ( )=0 (build-in end, cantilevers)
(0)=»"(0)=0 (hinge support, simple support )
y! (D) y™(0)=0 (sliding cantilevers)

yI1(0)= m (0)=0 (free edge)

(3.4.29)

Jika tidak ada pembebanan dalam domain yang diperluas (q(x) = 0 dengan x < 0,dan x > [
)dan kondisi apa pun (3.4.29), balok dengan x < 0. tetap dalam kondisi tidak terganggu dan,
oleh karena itu, y(x) = 0 dengan x < 0.

Jadi, alih-alih (3.4.18) sekarang kita memiliki

y(&) =1, +EIZ WD 0)6; )+ y DG, (E~1)]  (3430)
Dengan menggunakan kondisi batas (3.4.30) (3.4.14), kita memperoleh

¥(8) =24 (8)-0,Go (&) + 900G (§) - QGo (- 1)+ ¢iGa (E-1)  (34.31)
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Sekarang kita bisa menulis

@0 = 3, (0)— QG (0)+ oG (+0)— QG (1) + /G (1),

0= 7, (0)- 006 (40) ~ = @uGG (0)- QG (1)~ -G (1)

o =y l)- QGG(!)'HPOGU)_ /G (0)+ ;G (-0),
0= 5, ()= Q66 (1)~ =006 (1)~ G (-0)~ = 9,6 (0)

(3.4.32)

Pilihan yang dipertimbangkan tidak terbatas pada peluang menyusun persamaan batas yang
berbeda. Secara khusus, kami merujuk pada kemungkinan untuk mengasumsikan semua
lompatan nol dari gaya dan parameter kinematik pada titik x = 0 atau pada tittk x = [, dan
mempertimbangkan titik-titik yang terletak di luar interval (0,0). Karena di luar interval,
y(§) =0, maka substitusikan ke dalam (3.4.31) atau ke dalam ekspresi untuk
y!1(&),y" (&), y"™ (&) beberapa nilai § = &;(i = 1,2,3,4; £ € (0,1)), kita memperoleh sistem
persamaan batas, yang hanya memuat fungsi-fungsi reguler.

Selanjutnya, kita akan menganalisis hubungan metode transformasi integral umum
dengan metode transformasi delta. Mari kita tunjukkan bahwa dalam kasus penerapan
transformasi integral dalam interval berhingga dengan kernel — yang tidak memenuhi kondisi
batas di ujung interval ini — persamaan direduksi menjadi persamaan batas yang sama, seperti
dalam metode transformasi delta dan metode klasik mekanika struktural, sehingga
menjadikannya metode yang sangat umum dari masalah nilai batas.

Pertama, kita akan mempertimbangkan transformasi integral dengan kernel ortogonal,
yang merupakan fungsi eigen dari beberapa operator diferensial linier satu dimensi L, dan
memenuhi persamaan:

Iu(x,A)= A0’ (x)u(x, ) (x] <x<x7) (3.4.33)

Seperti sebelumnya, mari kita asumsikan bahwa operator self-adjoint L dihasilkan oleh operasi
diferensial linier orde 2n

/u(.\') - i (pmu(n—m) (x))(n—m) (3.4.34)

m=0

dengan n kali terdiferensialkan dalam domain D = (x;,x,) dengan koefisien p,,(x) dan
dengan kondisi batas yang didekomposisi:

Aju(x)=0; ju(x)=0 (n<j<2n) (3.4.35)

Dengan A;u kita memahami bentuk aktual yang bebas linier relatif terhadap nilai fungsi u(x)
dan turunannya hingga orde 2n — 1inklusif. Pada setiap ujung interval n kondisi batas
ditetapkan, sementara hanya itu yang dapat dipenuhi pada kedua ujung dari n hingga 2n
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bentuk A; yang berbeda. Ketika s < 2n, mari kita melengkapi satu set kondisi batas dengan
beberapa bentuk bebas linier dengan sistem lengkap 2n bentuk. Fungsi yang tidak menurun
o(x) adalah analog dari fungsi distribusi massa, dan A — adalah parameter spektral. Seperti
diketahui, fungsi apa pun dari L,(D) dapat direpresentasikan sebagai dekomposisi fungsi
eigen operator L dengan beberapa fungsi spectral 7(1). Dekomposisi ini dapat ditulis dalam
bentuk rumus ganda:

(f,o'u)=F(A)

(Ftu)= /() (3450
di mana produk scalar
X2 )
Jf(x)u(x,xl)dd(x) =F (1), jF(ﬂ.)u(x, A)dr(A)= f(x),
X1 —oo

Definisi u — transformasi fungsi f (x) dan inversinya.

Dalam skema transformasi integral klasik (3.4.36) diterapkan untuk menyelesaikan
masalah nilai batas, yang dihasilkan oleh operasi diferensial (3.4.34) pada (x4,x,) dengan
kondisi batas homogen atau tidak homogen. Mari kita perluas metode ini ke kasus masalah
nilai batas yang lebih umum, di mana operator yang dihasilkan mendekati L. Asumsikan
masalah nilai batas adalah sebagai berikut:

w(x)=¢qg(x) (a<x<b) (3.4.37)

dengan operasi dekat [ *, dan kondisi batas:
Byw(a)=gj,: Byw(b)=gp;: (n<j<2n) (3.4.38)

Untuk menyederhanakannya, kita akan menganggap bahwa urutan operasi [ dan [ * identik.
Secara analogis, kasus ketika operasi [* memiliki kelipatan urutan terhadap [ dapat
dipertimbangkan. Sesuai dengan skema standar, mari kita kalikan ruas kiri dan kanan
persamaan (3.4.37) dengan u(x,A) dan integralkan dengan ukuran o(x) pada interval
(x1,x7). Jika (x4, x,) lebih lebar dari (a, b), maka w(x) dan g(x) harus diperpanjang entah
bagaimana keluar dari interval yang diberikan (a, b). Kita memiliki:

(t,le w)=(u, q) (3.4.39)

Metode transformasi integral selanjutnya mengikuti integrasi parsial.
Akan tetapi, daripada melakukan integrasi sebagian, akan lebih mudah untuk
menggunakan rumus Lagrange secara langsung pada setiap interval kontinuitas (a, b)
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b
2n

(u, e w) = (beu, w) + ZBJ- w(x) By j u(x,2) | =(u,q), (3.4.40)
J‘;:l a

dengan asumsi bahwa fungsi w(x) diperpanjang keluar dari (a, b) sedemikian rupa sehingga
memenuhi kondisi batas (3.4.35) Ketika x = x; dan x = x, Kita memperoleh

(leur, w) = (u, q)+ F(a,/l)+ F(b,}t),
Di mana
2n

[(a,A)= ZABJ""(X)an—jH u(x, /1)‘\_
j=I

X=a
ABjw(x)= Bjw(x+0)—B;w(x—-0).

Jika [+=1[,Bj=A; dan (a,b) berimpit dengan (x;,x;) pada (3.4.40), dengan
mempertimbangkan rumus dual (3.4.36), hasil standar untuk transformasi fungsi yang
dibutuhkan adalah sebagai berikut:

W(A)= A" (uq) (3.4.41)

Dari mana kita memperoleh menggunakan rumus konversi

w(x)= .[l'l (u,q)u(x,A)dr(A). (3.4.42)

—c0

Atau

w(x)= (17! (u_,q), T'u)

Mari kita telaah penerapan metode umum transformasi integral dan metode transformasi
delta pada contoh tekukan silang batang. Persamaan kesetimbangan batang adalah:

ERp (x)=q(x) (0<x<I) (3.4.43)

di mana EI - kekakuan batang; y(x) perpindahan batang; dan q(x) beban eksternal. Kita akan
mempertimbangkan masalah dengan kondisi batas, yang berhubungan dengan batang yang
ditopang ujung berengsel, dengan asumsi bahwa a = 0,b = [,
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y(0)=y"(0)=y(l)=y"(1)=0. (3.4.44)

Baik metode transformasi integral atau, yang bentuknya mirip, metode dekomposisi fungsi
eigen, dapat digunakan untuk menyelesaikan persamaan (3.4.43) dengan kondisi batas
(3.4.44). Dalam kasus ini, fungsi balok dari balok yang ditopang engsel dapat dipilih sebagai
inti transformasi. Namun, jika kita menggunakan transformasi umum, yang berbeda dari
metode konvensional karena inti transformasi X(4,,x) tidak memenuhi kondisi batas
masalah, maka setelah perkalian ruas kiri dan kanan persamaan (3.4.43) dengan inti ini dan
integrasi interval (0, 1), kita akan memperoleh:

MEIY, =Q, — EI[y"(x) X (A,x)— y"(x) X’ (2,x)
+ ' (x) X" (A,x) —y(x)X’"(lﬁx)]::::‘{] (3.4.45)

Di sini ditunjuk
[

l
Y, = I_v(x) X(A,x)dx, O, = jq(x}X(ﬂ.,,,x)dx, (3.4.46)
0 0

dan diperhitungkan, bahwa X (4,,, x) memenuhi persamaan
XV (A,x)= 2,X (Ax)=0 (3.4.47)

Jika X(4,,, x) memenubhi syarat batas (3.4.44), maka ekspresi dalam tanda kurung menghilang,
dan kita memperoleh solusi standar dengan metode transformasi integral hingga. Kita akan
berasumsi bahwa X (4,,, x) tidak memenuhi syarat dalam (3.4.44), tetapi syarat batas untuk
tumpuan terpasang (balok kantilever)

X(0)=X'(0)=X (/lnl) = X’(ﬂ.ﬁl) =0. (3.4.48)

Kemudian dari (3.4.45), kita akan memperoleh:
AELY, =0,y () X"(A,1)+y (0) X”(0) (3.4.49)
Mari kita masukkan dua parameter yang tidak diketahui y'(0) dan y'(l) sudut rotasi bagian

ujung ke bagian kanan persamaan (3.4.49). Dari (3.4.49), dengan menggunakan rumus inversi
kita peroleh:

y(x)=yg(x)= ¥ (1) 3 (x)+ ¥"(0) 3o (x) (3.4.50)
Dimana
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¥g (x)= (I Y 4710, X (4,) (3.4.51)

n=1

adalah lendutan tumpuan terpasang (balok/batang kantilever) dari beban luar q(x);

f==]

71 (x)= (I Y 231X, (Ax) X7 ()
n=l (3.4.52)
Yo (x)=(EI™ Y 271X, (A,x) X (0)

n=I

Bahasa Indonesia: Jika kita tetapkan q(x) = §"'(x) atau q(x) = 6" (x — 1), di mana &(x)
fungsi-delta, ke rumus (3.4.45) yaitu, perhatikan bahwa beban dalam bentuk lendutan sudut
terpusat diterapkan ke bagian ujung batang (sudut satuan putaran ujung-ujung balok), kita
akan memperoleh berturut-turut:

0,=X"(0),and 0, = X" (1,x). (3.4.53)

Dengan membandingkan (3.4.51) dan (3.4.52) dan dengan mempertimbangkan (3.4.53) kita
dapat menyimpulkan bahwa nilai y,(x) dan y; (x) menunjukkan lendutan balok/batang pada
putaran unit bagian ujung masing-masing x = 0, dan x = [ . Dengan memenuhi kondisi
batas gaya lebih lanjut, kita memperoleh sistem persamaan untuk menentukan parameter
yang tidak diketahui y'(0) dan y'(1),yang sepenuhnya bertepatan dengan persamaan kanonik
metode perpindahan.

¥4 (0)= ¥ (D) ¥7(0)+ ¥ (0) ¥ (0)=0

V] 5 3.4.54
}’é’(” -y (Dyr(D)+ y(0)y5(l)=0 ( )

Demikian pula, kita akan memperoleh sistem persamaan kanonik metode gaya jika kita
menggunakan dekomposisi pada fungsi eigen balok bebas (kasus balok dengan ujung bebas).

Sekarang mari kita periksa masalah yang sama dengan metode transformasi delta.
Untuk melakukannya, kita akan mengalikan kedua ruas persamaan (3.4.43) dengan &(x; — x)
dan akan mengintegrasikan dari +O kel —0

-0 -0
EI I MV (x)8 (x — x)dx = Jq(x)ﬁ(xl -x)dx =q(x;) (3.4.55)
+0 +0

Mengingat bahwa,
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-0
EI jz?”’ (x)8 (x; = x)dx =" (1-0)8(x; 1)
+0
0 (+0)8 (x)) -7 (1-0)8" (x, - 1)
+ 07 (+0)87 (x)+ 9 (1-0)87 (x; - x)
— o (+0)87 (x)) = ¥(1-0)6™ (x, - 1)
(-0
+ 9(+0) 8™ (x;) + J‘IS‘(,‘:)&?”} (x; — x)dx
+0

Dan setelah ekstraksi semua diskontinuitas (kerusakan) suatu fungsi 9(x)
-0
_[ 3(x)8" (x1 = x)dx = 8 (x),
+0

kita akan memperoleh

E (x) = q(x)— EI[0T (1-0)8 (x; —1)— 0" (+0)5 (x7)
— o (1-0)8" (x; = 1)+ (+0)87 (x1)
+ 1 (1-0)8" (x; = 1) - ! (+0)8 (xy)
—9(1-0)8™ (x; = 1)+ 0(+0) 8™ ()]

(3.4.56)

Menggunakan kondisi batas (3.4.44), yang dalam kasus ini harus ditulis dalam bentuk
y(+{))= y"(+0)= y(!—O)= y”(!—{])=0. (3.4.57)
kita akan memperoleh

EI" (x1) = q(x1)— EINO™ (1-0)8 (x; —1-0)— 7 (+0)8 (1)
+ 0 (1-0)87 (x; = 1-0) = (+0) 67 (x1)]. (3.4.58)

Perlu dicatat bahwa turunan fungsi delta dalam rumus yang diberikan di atas diambil pada
pembawa x, tetapi tidak pada koordinat saat ini x;.

Mari kita perluas domain 0 < x; < I menjadi 0 < x; < [, yaitu, perhatikan penyertaan
titik-titik x; = —0dan x; = [ 4+ 0. Dalam domain yang diperluas, penyelesaian masalah
diketahui:
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EIG," (x1,a)= —8(x) —a) (3.4.59)

dengan kondisi batas:
G,(-0,a)=G,’ (-0,a)=G,(I+0,a)=G,  (1+0,a),  (3.4.60)

yaitu, adalah fungsi Green (fungsi pengaruh) untuk dukungan bawaan (balok/batang
kantilever), yang dalam hal ini mewakili sistem primer yang diketahui. Maka solusi persamaan
(3.4.58) dapat ditulis sebagai:

B (x1) =0 (x1) - Q1= 0)Gy (x1,1) + Q(+0) Gy (x1,0)
+ EI ¥ (1-0)G, (x1,1) - EI® (+0)G, (x,0)  (3.4.61)

Dalam rumus (3.4.59) beban-beban berikut sesuai dengan turunan fungsi delta: n = 0 —
gaya terpusat; n = 1 momen; n = 2 deformasi sudut (regangan) terpusat (loncatan pada
sudut rotasi); n = 3 deformasi linier (regangan) terpusat (loncatan pada perpindahan). Oleh
karena itu, dalam rumus (3.4.61) perpindahan dari gaya terpusat G, dan dari deformasi sudut
(regangan) G, dimasukkan. Dengan menggunakan kondisi batas (3.4.44) kita akan
memperoleh sistem persamaan batas:

9,1 (0)+ EI[ 9" (1-0)G," (0,1)- ' (+0) G, (0,0)] =0
8,7 (1)+ EI [zﬁv’ (1-0)G (1,1)- ! (+0)Gy! (z,o)] =0 (34.62)

Di sinilah kita memperhitungkan bahwa G,(0,1) = G,(l,0) = 0. Mudah untuk melihat bahwa
persamaan (3.4.62), seperti halnya persamaan (3.4.54), mewakili persamaan kanonik dari
metode perpindahan. Jadi, dalam kasus masalah satu dimensi, metode umum transformasi
integral hingga dan transformasi delta bertepatan dengan persamaan kanonik dari metode
klasik mekanika struktural.

Namun, minat terbesar dalam penerapan metode ini adalah pada masalah
multidimensi, di mana metode tersebut memungkinkan untuk memperoleh berbagai jenis
persamaan batas, khususnya, persamaan metode gaya dan perpindahan. Disajikan di sini
adalah hasil untuk balok yang bersifat ilustratif (karakter).

Sebagai contoh, mari kita perhatikan masalah pembengkokan pelat persegi panjang
yang terletak di atas alas Winkler. Permasalahan seperti ini telah dipertimbangkan dengan
metode penyelesaian umum, dimana permasalahan tersebut direduksi menjadi salah satu
jenis metode persamaan integral batas. Persamaan kesetimbangan pelat (slab) adalah:

DVVu-‘(x,y) + kw (x, _v) = q(,\'_,y). (3.4.63)

Kondisi batas memiliki bentuk pada x = +a/2:
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Fw  Pw w >w
w=—F+v—7==0; hbw=—7=+(2-v)———==0,
: Jx> 912 2 Jx> ( ) oxdy”
dandiy = +b/2:
2., 2 3., 3.,
[31L’=a—g+va—g=0; [41L-‘=a l; +(2-v) J “_,=0,
ay ox oy 0y ox~

Metode transformasi delta diimplementasikan di bagian kiri dan kanan (3.4.63). Untuk
melakukan ini, kita kalikan kedua bagian persamaan dengan §(x —x;)8(y —y;) dan
integrasikan keduanya pada domain tertentu Q*.

Pertama-tama, kita ambil seluruh bidang Q* sebagai bidang yang diperluas. Kita
asumsikan bahwa perpindahan w(x,y) dari pelat, bersama dengan turunannya, menghilang
pada tak terhingga. Jadi, kita punya:

= 4 4 4
o] [t s 25210 Lo ateiana

+ S+
ox* Tox?aoy? oyt

+ kll.-'(xl,yl)z q* (xl,yl), (,\‘1 , V1 € Q° ) (3.4.64)

Di sini g* (x4, y1) merupakan kelanjutan (perpanjangan) beban q(x,y) pada seluruh bidang. Di
bagian kiri persamaan (3.4.64), mari kita lakukan integrasi dalam beberapa bagian:
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T 94 *
DJ j w(x,y)[ax4 +2 %2 957 + ay4)5(x—xl)ﬁ(y—yl)dxdy

a
‘(=—5+0
+ kw(xp, 1) = O (x,x1. 1)
a
v=-2_0
2
x=%+0 y=—%+0
- O (x,x1. ) -0 (y.x1,01) )
x=2_0 y=——-0
2 2
y=%+0 b
[4)
- O (y.x1,01) i —Q3(J—FE +5 Xy, yl) q (x1,1)
== _0
77y
3.4.65)
Dimana
3
O (x,x,m)=D 5(J)(X—X1)aj(xa}’1);
j=0
3
0: (yx1.31)= DY 87 (- y1)at; (x1.):
j=0

Os(x,y;x1, ) =2D Z 1" 811 (x = x) 817 (y - )wij(x,9),

i,j=0
Oy = w3 +2‘i-‘v‘1‘2; O =—Wa —21—‘»’0,2; Oy = Wy s 03 = W o5
Bo =w3o +2wi2; Bi=-wa0—2wp2; B2 = wio; B3 = W0,
indeks yang lebih rendah menunjukkan derivatif:

gmtn,,

1.1,."”,” = BY""dy”

Sisi kiri (3.4.65) adalah operator dalam turunan klasik, oleh karena itu:
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(DVV + k)w(,\'l, )-‘1) = q* (xl,)-‘l)— AQ, (i%;,\'l,yl]

— AQZ (ig;“}q?}"l )— AQ3(i%7 ig;"rlh};l)? (34.66)

di mana A menyatakan lompatan fungsi yang bersesuaian di tepinya: x = i% dany = ig.
Dengan demikian, di sini diperoleh bentuk baku operator dari masalah nilai batas. Efek
kompensasi pada sisi kanan persamaan (3.4.66) direpresentasikan oleh potensial elastis linier
dan beban terpusat.

Beban ini diterapkan pada titik sudut pelat (lempengan), dan potensial elastis linier
didistribusikan di sepanjang tepi pelat. Secara total, pada setiap sisi pelat kita memiliki empat
kerapatan yang tidak diketahui a; dan f; dan empat w; ; yang tidak diketahui untuk setiap
sudut pelat. Ketidaktahuan ini sesuai dengan pengaruh kompensasi terkonsentrasi. Hanya dua
kondisi batas yang ditetapkan pada setiap sisi pelat.

Oleh karena itu, kerapatan tidak diketahui yang berlebihan harus dihilangkan dari
bagian kanan ekspresi (3.4.65). Ini dapat dilakukan dengan memilih ekspresi diferensial
kontinu pada tepi pelat/lempengan yang menentukan sistem utama metode tersebut.
Misalnya, dapat diasumsikan bahwa perpindahan dan sudut rotasi kontinu pada kontur pelat.
Maka ini setara dengan mempertimbangkan pelat tak terbatas kontinu. Dalam kasus ini, torsi
akan tetap tidak diketahui di sudut-sudut. Jika kita mempertahankan perpindahan dan sudut
rotasi sebagai kerapatan yang tidak diketahui, maka kasus ini akan setara dengan perluasan
domain melalui pemotongan.

Di sudut-sudut pelat/lempengan, momen torsi akan menjadi nol, dan perpindahan dan
sudut rotasi akan dimasukkan dalam kerapatan yang tidak diketahui yang sesuai. Seperti
disebutkan di atas, kerapatan yang tidak diketahui didistribusikan di sepanjang tepi
pelat/lempengan. Pilihan lain untuk memilih (memilih) ekspresi diferensial kontinu juga
dimungkinkan. Kondisi batas digunakan untuk menentukan kerapatan yang tidak diketahui.
Fungsi G, (X, x1,¥1), G (¥, X1, ¥1), Gmn (X, X1; ¥, ¥1) ditentukan sebagai solusi persamaan:

(DVV +k)G,, = §(m) (x1 —x)Aa,, (x, 1), (m=0,1,2,3),
(DVV +k)G, =8 (3, — »)AB, (x1,5), (n=0,1,2,3),
(DVV +k)G,,, = s-m) (x1 — x}5(1'”) (¥1 = 2)Wpn (x,¥),

(m,n=0,1,2,3)

di seluruh bidang, serta membangun solusi wg+ (x4, y1) dari beban q*(x,, y; )kita memperoleh:
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‘)’
w(xl_,y )— w * Y],V] E Gj( "\17.}"1)

j=0
1
b a b :
ZG (YI:—_:_ )_ ZG'IJ’(-FQ: 513—27}1) (3467)
i,j=0

Fungsi G dan solusi w,+ dapat dengan mudah diperoleh menggunakan transformasi Fourier

dalam bentuk integral ganda:

o ( I)m ]ij 5'”Aa ) _—."g“(.\-,—_\'}e—:'nyldédn
XiX,, Y :
m 1:1 471_2 D(g +T}2)+k :
6, ( :"Tjnzmnya-@wﬂmﬂuwn
X, V)= :
yiis 1)  4x? J (52 +1 )+k
G (,\’ Xy )= (— I)m-m ”mn X, } J‘jé’”n”g =i§(x1=x) ,=in(n -y ddfd?]'
nin s=via Vs K] 52 +n )+k

2

1T 4 (Em)esnemmmagan
w*(xn}’l)=—2jj ?
g 4r D(é -1 )+k

Dimana

Ao, (??) = .[Aa ('xa N ) e dy,,

—oo

AB, (5) = J.Aﬁ(xn}’)f-’jén dx,,

7 &= [ ¢ (un)e e ax ay,

Kita akan memilih sistem primer sehingga tidak mencakup parameter yang tidak
diketahui. Parameter ini sesuai dengan titik sudut. Jadi, dengan mensubstitusikan solusi
(3.4.67) ke dalam kondisi batas, kita memperoleh sistem persamaan integral batas untuk

delapan fungsi yang tidak diketahui Aa, dan AB;:
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lln"[igs }’1]=0, fz“‘(i%,yl]=0,

131'.‘(?{1,ig )= 0, [4w(x1_,ir!2—)) =0.

Sistem BIE (3.4.68) dapat memiliki bentuk yang berbeda tergantung pada pilihan sistem
primer, yaitu kerapatan yang tidak diketahui di tepi pelat.

(3.4.68)

Persamaan batas yang berbeda dapat diperoleh jika domain yang diperluas dianggap
terbatas. Dalam kasus ini, kita akan memiliki sistem persamaan aljabar linier, bukan persamaan
integral. Area tertutup yang ditempati pelat/pelat di sepanjang perbatasannya paling mudah
diterima sebagai area yang diperluas.

Area tertutup yang ditempati pelat di sepanjang perbatasannya paling mudah diterima
sebagai area yang diperluas. Bagian kiri dan kanan persamaan (3.4.63) dikalikan dengan hasil
perkalian fungsi-delta. Kemudian kita akan mengintegrasikan ekspresi yang diperoleh di
seluruh area OO pelat/pelat dan sekali lagi memperoleh persamaan (3.4.65). Kepadatan yang
tidak diketahui pada sisi kanan (3.4.65) akan bergantung pada pilihan kondisi batas dalam
domain yang diperluas. Akan lebih mudah untuk menerima kondisi batas tipe Navier dalam
domain yang diperluas. Di bawah kondisi batas tipe Navier, fungsi G dan wy dapat diperoleh
sebagai ekspansi diskrit dalam bentuk sinus dan kosinus. Pemenuhan lebih lanjut dari kondisi
batas mengurangi masalah menjadi persamaan batas diskrit: sistem tak terbatas persamaan
aljabar linier. Persamaan batas diskrit dalam masalah pelat persegi panjang yang terletak di
atas alas Winkler. Dalam kasus satu dimensi, metode transformasi delta merupakan analogi
matematis dari metode klasik mekanika struktur: metode gaya, metode perpindahan, metode
campuran, serta metode parameter awal, dan lain-lain. Misalnya, dalam kasus sistem
batang/balok, untuk setiap batang/balok, dimungkinkan untuk memperoleh persamaan

batang/balok, yang mencakup titik batasnya: x = ié

ER" =q-EI [5('rié)ﬁ"}'”’(x)_ 5'(x i%)m "(x)

Dengan demikian, berbagai sistem primer metode klasik mekanika struktural dapat diperoleh.
Sistem primer tersebut bersesuaian dengan satu atau beberapa faktor kinematik dan gaya,
tergantung pada pilihan parameter yang tidak diketahui Ay(”)(x). Di sini, fungsi delta
bersesuaian dengan gaya terpusat, dan turunannya yang berurutan bersesuaian dengan
momen dan dislokasi seperti deformasi sudut dan linier, yaitu, patahan pada sudut rotasi atau
perpindahan.

Secara khusus, jika kita mengasumsikan bahwa fungsi y dan y’ kontinu, yaitu Ay =
Ay' = 0, maka kita sampai pada metode gaya; jika kita mengasumsikan bahwa fungsi y’’ dan
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nr

y'"" kontinu, yaitu Ay"” = Ay"’" = 0, kita sampai pada metode perpindahan; dalam kasus di

nr

mana Ay = Ay" =0 atau Ay’ = Ay'"”" = 0 kita sampai pada metode gabungan. Metode
campuran bersesuaian dengan pemilihan patahan yang tidak sama pada simpul yang berbeda
dari sistem batang.

Dengan menggunakan metode transformasi delta (transformasi delta), metode

mekanika struktur dapat digeneralisasi dan diperluas ke masalah nilai batas multidimensi.

3.5 BENTUK STANDAR MASALAH NILAI BATAS

Pertanyaan tentang kesetaraan masalah nilai batas dan nilai batas awal (initial) dengan
ketidakhomogenan (inhomogeneity’s) dalam kondisi batas (initial) dipertimbangkan dalam
kaitannya dengan perhitungan struktur untuk beban statis dan dinamis. Bentuk standar
masalah yang diperoleh dengan menggunakan transformasi delta diberikan. Bentuk standar
masalah yang diusulkan memungkinkan untuk mengganti kondisi batas atau awal dengan
beban yang sesuai pada struktur dalam bentuk fungsi delta dan turunannya. Konstruksi bentuk
standar diilustrasikan pada contoh paling sederhana dari masalah nilai batas untuk balok, dan
masalah Cauchy untuk sistem dengan satu derajat kebebasan.

Metode Transformasi Delta (DTM) membuatnya cukup sederhana untuk membangun
bentuk standar masalah nilai batas. Untuk masalah Cauchy, konstruksi ini dapat dibuat lebih
mudah dengan memasukkan (memperkenalkan) lompatan langsung ke dalam ekspresi untuk
fungsi yang diinginkan dan turunannya. Namun, metode ini mengarah ke hasil yang diinginkan
hanya jika sistem diam pada t. Dalam kasus masalah nilai batas, DTM tampaknya menyediakan
cara termudah untuk menyelesaikan masalah tersebut.

Seperti diketahui bahwa dampak terkonsentrasi seperti gaya, momen, lonjakan sudut
rotasi, dan lonjakan perpindahan dapat direpresentasikan dalam bentuk fungsi umum
5(x),8%(x), 8" JEI dan 6" (x)/EI dimanad(x) fungsi delta.

Oleh karena itu, untuk persamaan seperti pada (3.4.13), transisi ini tidak menyebabkan
kesulitan. Dalam kasus yang lebih umum, untuk berpindah dari kondisi batas heterogen (atau
tidak homogen) ke persamaan tidak homogen, adalah mungkin untuk mentransfer
heterogenitas dari kondisi batas ke bagian kanan persamaan, misalnya, dengan bantuan yang
dimasukkan oleh A.G. Butkovsky dari fungsi standarisasi. Dalam teorema yang diberikan
membuktikan masalah nilai batas untuk persamaan diferensial orde n dalam bentuk
“nonstandar”.

Ly(x)=by (x) Y + by (x) =D (x) + -+ b, (x) y(x) = 0,
Fy= Y e D (x)=g. (=12....1), (3.5.1)
k=1

n
Ty= Yo D (x)=g, (j=2+12+2 .. n).
k=1

di mana by (x) adalah fungsi yang cukup halus [by(x) # 0di mana-mana pada (x,, x;)], setara
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dengan beberapa masalah nilai batas lainnya dalam bentuk “standar

Ly(x)=w(x), (3.5.2)
r!'-.]}=03 (II:I'J 27"'? n)) o

di mana [} —

bentuk kondisi batas yang bebas linier, yang tidak dapat sama dengan
determinan nol:

i1,y Oy, o Oyl jpmt
Qri2 Ori2, Ori2 it
A=

Oy, jl Oy, 2 ay, Jn—1

Oy &y - - - oy,

Ay = 02 )y 02y,

o o o .

il rip Fiy

Fungsi standarisasi w(x) dihitung dengan rumus

1
w(x}= - A_ 2 2 m Dy, ll)Aﬁ'c

Jk €lm+1=n—jj

1
+ Ao Z )" @, (x0) Ak (3.5.3)

ik € Im+Il=n—ij,
Dimana

@, = b ()5 (x—1)- Lo (1)6" (x—1)

bt (1) CEBM R (1)8K (x = 1)+ o+ (=1 by (£)8™ (x—1),

Determinan V, dan A « diperoleh dari determinan A;, A, dengan mengganti baris jj, dan i
dengan baris (g, 41, ---» gn), dan (g, -.., g,) berturut-turut, dan melalui himpunan yang diberi
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tandal dan {i4, iy, ...,0}, Jdan {ji,jo, ..., Jn_1}, berturut-turut. Standarisasi suatu fungsi
tidaklah unik. Cara sederhana untuk membangun bentuk standar dari masalah nilai batas
dapat diperoleh dengan bantuan metode transformasi delta A.l. Tseitlin dan L.G. Petrosian.

Perlu dicatat, bahwa masalah pengurangan masalah nilai batas untuk operator
diferensial dengan kondisi batas tak homogen menjadi masalah ekuivalen dengan kondisi
batas homogen dan bagian kanan tambahan persamaan diferensial, muncul tidak hanya
selama pembangunan persamaan batas, tetapi juga ketika memecahkan masalah Cauchy, dan
menyiapkan berbagai masalah nilai batas tak homogen. Perlu juga dicatat bahwa hingga saat
ini tidak ada penelitian yang cukup ketat di bidang ini yang menyebabkan kesalahpahaman dan
diskusi dalam literatur ilmiah ketika fungsi umum mulai digunakan secara luas dalam
memecahkan masalah nilai batas dan masalah Cauchy.

Pertama, mari kita periksa masalah nilai batas. Kami akan memperkenalkan operator
L, yang dihasilkan oleh operasi diferensial (3.4.1) dan kondisi batas tak homogen, yang, demi
kenyamanan, akan kami tulis dengan indeks yang berbeda:

AI-“"("Y) |.\'=f4'+0= gfl; (f = 1: 2:-- *3 n)

_ (3.5.4)
Aj”"(x)l_\‘=b—0= nga (}=L 2}"'7 H)

Jika jumlah berbagai bentuk dalam (3.5.4) s < 2n, maka kita akan melengkapi sistem bentuk
batas 4;, A;seperti dalam (3.4.2) dengan beberapa bentuk yang bebas linier untuk melengkapi
sistem kondisi batas, yang terdiri dari 2n bentuk. Kita akan mempertimbangkan masalah nilai
batas untuk operator L

Iw(x)=0 (3.5.5)

dengan kondisi batas tak homogen (3.5.4) ke bentuk "standar" sebagai persamaan diferensial
tak homogen dengan kondisi batas homogen. Untuk tujuan ini, transformasi delta dalam
(3.5.5) dapat dilakukan, dengan mengalikan ruas kiri dan kanan persamaan (3.5.5) dengan
fungsi delta dan mengintegrasikannya pada domain tertentu Q 3 [a, b] termasuk (a, b) Kita
akan berasumsi, bahwa w(x), dan turunan 2n — 1 -nya, kontinu di luar [a, b] dan memenubhi
kondisi batas homogen dari tipe dalam (3.5.4) di ujung interval Q. Jadi, kita punya:

jﬁ(x* —x)lw(x)dx=0 (3.5.6)
Q

Selanjutnya, dengan menggunakan rumus Lagrange-Green di (3.5.6), kita akan memperoleh
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2n
jn-‘(,\’)h‘i(x* —x)dx = XMIL’(Q)A?_”_HIS (x« —a)

0 i=1
2n

+2AA W (B) Ay ;18 (x+ —b). (3.57)
j=1

Di mana
AAw(x)= Aw(x+0)— Aw(x—-0).

Berdasarkan integral dalam (3.5.7) fungsi w(x) kontinu bersama dengan turunannya hingga
orde 2n — linklusif di seluruh domain Q kecuali titik x = a dan x = b. Oleh karena itu, dengan
menggunakan sifat fungsi delta:

b
jﬁfﬂ) (x —xx )w(x)dx =(-1)" w) (x+),

kita akan memperoleh pada setiap interval kontinuitas:

2n

w(x«)= 2 w(a) Ayp_is16 (x+ — a)

i=1

+ > Adjw(b) Ay j18 (xe = ) (3.5.8)
j=1

Kelanjutan fungsi w(x) keluar dari interval (a, b) harus dilakukan dengan memperhatikan
kondisi kontinuitas pada titik batas x = a dan x = b. Dari 2n bentuk batas pada kedua titik
batas tersebut hanya dapat terjadi lompatan pada n bentuk A. Jelaslah, bahwa bentuk-bentuk
tersebut hanya dapat berupa bentuk A yang termasuk dalam kondisi batas (3.5.4). Oleh karena
itu, dengan melanjutkan w(x), kita harus menetapkan nilai AA; dan AA;; menjadi nol, tidak
termasuk dalam (3.5.4), dan lompatan yang tersisa dapat dimasukkan sesuai dengan (3.5.4)
yang sama dengan g; dan g;. Dengan demikian, kita akan memperoleh, dengan
menghilangkan tanda bintang di demi kesederhanaan x:

IW(,\’) = ESIAZH—:'HS(X - a) + zngzn—jHa(x - b) (3-5-9)‘
i J

Dengan demikian, masalah nilai batas (3.5.5), (3.5.4) ekivalen dengan masalah nilai batas
dengan persamaan diferensial takhomogen pada (3.5.9) dan kondisi batas homogen di ujung
interval Q. Yang terpenting adalah kasus di mana Q= [a, b]Dalam kasus ini
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a) b)
y P, Y ’
....\Mc - Yo
S ir—
— ol | =

Gambar 3.1 Skema balok kantilever.

Aw(a-0)=0

Aiw(b+0)=0 (3.5.10)

dan operator ekuivalennya memiliki bentuk “standar” (3.5.9), (3.5.10). Sebagai contoh,
perhatikan masalah pembengkokan balok kantilever oleh gaya P, dan oleh momen M,
(Gambar 3.1).

Persamaan keseimbangan balok akan kita tulis dalam bentuk:

ly(x)=| EI(x)y" (x)]” =0(a<x<l) (3.5.11)

di mana EI(x) — kekakuan balok yang bervariasi.
Kondisi batasnya adalah:

y(+0)=0; ' (+0)=0;

EI(X)J;H (x)= My ; [EI(X)_‘VH (x)]] iy (,\’ g 0) (3.5.12)

Dalam kasus ini: po(x) = EI(x), p;(x) = p,(x). Berdasarkan (3.5.9) ketika = [0, [], masalah
nilai batas (3.5.11) (3.5.12) ekivalen dengan masalah nilai batas untuk persamaan diferensial:

ly(x)= My | 8" (x=1) |+ RS (x-1), (3.5.13)
dengan kondisi batas
W (x)=0, [EI(x)y" (x)] =0, (x=1+0). (3.5.14)

Bentuk batas yang masuk dalam (3.5.12) membentuk sistem penuh 2n = 4 dari kondisi batas.
Masalah nilai batas tak homogen dalam bentuk (3.5.13) sering digunakan dalam aplikasi. Kami
hanya mencatat bahwa pertimbangan yang benar dari masalah tersebut menuntut pernyataan
yang benar dari kondisi batas dalam (3.5.12) dan (3.5.14).

Dalam kasus kondisi tak homogen di ujung kiri (Gambar 3.1b)
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y(+0)=yo. ¥ (+0)= o, (3.5.15)
dan kondisi homogen di ujung kanan, kita akan memiliki
(x)= o [ EI(x)8" (x=1)] +3LEI(x)8" (x~1)  (3516)
Atau
Iy(x)= yoEI(1)8™ (x—1)+[ yoEI' (I)+ ySEI()]6" (x=1)  (3.5.17)
di bawah kondisi batas
y(=0)=0, y'(-0)=0. (3.5.18)
Konstruksi persamaan batas yang serupa juga dapat dibuat untuk masalah multidimensi. Mari

kita lanjutkan ke masalah Cauchy. Dalam kasus ini, penting untuk mempertimbangkan
persamaan diferensial non-self-adjoint:

d"u d" 1y

dx" TP (I)dx”'l

lu(t)= po(t) + -+ p,(Hu=0, (3.5.19)

memiliki aplikasi, khususnya, dengan penyelesaian masalah dinamis, untuk sistem mekanik,
listrik, dan lainnya. Kondisi awal dapat ditulis sebagai:

Au(+0)=g;, (i=12,...,n) (3.5.20)

Mari kita gunakan lagi prosedur transformasi delta, setelah memilih segmen [0, ). sebagai
interval yang diperluas. Karena pada saat t = +0, sistem berada dalam kondisi tidak
terganggu, kita dapat mengasumsikan bahwa fungsi u(t) dan turunannya hingga (n — 1)

inklusif, sama dengan nol pada t = —0. Oleh karena itu,
I!u(r)ﬁ(r* —t)dt = ju(r)f*ﬁ(f* —1)dt +[u, 815 (3.5.21)
0 0

Dimana

[u, §]FoKurung Lagrange yang mewakili suatu bentuk bilinear relatif terhadap u(t), dan
6(t, — t); I* operasi diferensial adjoin

'8 =(~1)" ( 505("J)+ (-1)"~"! (ﬁ15(”'1))+ ot 7,5

Dalam masalah non-stasioner untuk sistem disipatif, fungsi u(t), dan turunannya sama dengan
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nol pada tak terhingga. Oleh karena itu, dari (3.5.21) dengan menggunakan sifat fungsi delta,
kita akan memperoleh

[u(r*}= _[u: 5]I=+0
dengan kondisi awal
Al,-u(—{)) =0, (i=12,..., n).

Sebagai contoh yang paling sederhana, kita akan mempertimbangkan masalah osilasi bebas
dari osilator disipatif linier. Persamaan osilasi dapat ditulis dalam bentuk:

2
!(u)=md f+(r@+ku
dt~ dt
dengan kondisi awal
du
u(+0)=ug, —(+0)=yy.
()=, U (10)=v,

Untuk menentukan persamaan nonhomogen yang ekuivalen, kita akan membangun kurung
Lagrange. Untuk tujuan ini, kita akan menggunakan integrasi bagian dalam (3.5.21)

== k==

Ilu(r)ﬁ(r* —t)dt = ju(l‘)[mﬁ”(f* —t)—c8! (te — 1)+ k& (bt —1))dt
0 0
—[mu® (+0)8 (£ ) + mu(+0) 87 (1) + cu(+0)8 (1.)].

Mengingat bahwa
8 (te —1)=(=1)" 8" (¢ - 1),
kita akan memperoleh

Iu(t) = (mvy + cug ) S (2 ) + mugd” (2 ), 3.5.22)

Kondisi awal untuk persamaan (3.5.22) akan berbentuk:

du

—0)=0; —
u(=0)=0; dt

(<0)=0.

Dengan demikian, metode transformasi delta (delta-transform) membuatnya cukup mudah
untuk membangun bentuk "standar" dari masalah nilai batas. Untuk masalah Cauchy,
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konstruksi tersebut dapat dilakukan dengan lebih mudah, dengan memperkenalkan lompatan
langsung ke dalam ekspresi untuk fungsi yang tidak diketahui dan turunannya. Namun, teknik
ini mengarah pada hasil yang diinginkan hanya jika t < 0, di mana sistem dalam keadaan diam.
Untuk masalah nilai batas, metode transformasi delta memungkinkan cara paling sederhana
untuk mendapatkan solusi dari masalah tersebut.

Metode transformasi delta memberikan solusi yang paling efisien untuk masalah nilai
batas. Metode transisi yang diberikan dari kondisi batas yang tidak homogen ke persamaan
yang tidak homogen, yaitu, pemindahan dampak dari kondisi batas ke beban (bagian kanan
persamaan) dalam bentuk fungsi delta dan turunannya memungkinkan untuk membangun
solusi dari masalah yang sesuai dalam bentuk fungsi Green (reaksi sistem terhadap fungsi
delta), dan turunannya dengan parameter, yang mencirikan titik penerapan beban terpusat.
Pertanyaan ini merupakan inti dalam metode persamaan batas karena penggunaan fungsi
Green dalam domain yang diperluas memberikan persamaan batas yang sederhana dan
seragam.

3.6 FUNGSI GREEN DENGAN SOLUSI HOMOGEN DARI METODE PARAMETER AWAL

Reduksi persamaan diferensial ke bentuk standar memungkinkan pembentukan
hubungan yang erat antara solusi homogen persamaan diferensial dan fungsi Green. Sebagai
contoh, kita akan mempertimbangkan dua masalah yang setara.

hw(x)=0, Aw(x)lx=a+0= &> (i=1 2n) (3.6.1)

2n
Iw(x)= E gidry_i10(x—a), Aw(x)|yzar0=0 (3.6.2)
i=1

yang kedua dinyatakan dalam bentuk standar.

Mari kita perhatikan fungsi Cauchy, yaitu solusi persamaan diferensial homogen
loi(x) =0, yang nilainya pada titk x = a bersama dengan nilai operasi diferensial
A; o (a)membentuk matriks satuan.

Jadi, fungsi Cauchy adalah solusi dari masalah awal

I (x) =0, Ay (a) = 6, (3.6.3)

di mana 6;;, — Kronecker Delta. Tidak sulit untuk melihat bahwa (3.6.3) ekuivalen dengan
(3.6.1) dengan g; = ;- Oleh karena itu, masalahnya ekuivalen dengan (3.6.3) dan seharusnya
terlihat seperti (3.6.2) dengan g; = §;. Jadi, kita memiliki:

]@F( (X): A,?n—k+15(x_a)n AI(PK (x)l.\‘=a+0=0 (3.6.4)

Dalam banyak masalah praktis, operasi kondisi batas adalah sedemikian rupa sehingga dengan
akurasi hingga koefisien konstan, kondisi berikut terpenuhi
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1,40()= Adi9(x)= A 10(),

3.6.5
Aopi1 9(x)=lo(x). (36

Misalnya, untuk balok homogen, operasi kondisi batasnya adalah:

49(x)=(x), Ap(x)=9¢’(x),

Ap(x)=0" (x), Ap(x)=0" (x), 4sp(x)=0"" (x).

Tidak sulit untuk melihat bahwa fungsi A;A4;@(x) adalah solusi dari persamaan homogen

lo(x) = 0. Ini mengikuti dari permutabilitas operasi Aj dan | = A,y,. Sebenarnya, dari
Ajlp;(x) =0  mengikuti l(Aj(pl-(x)) = 0, dari mana A;;(x) solusi homogen. Secara

khusus, kita memiliki
A 49(x)=A4p(x), AA4e(x)= 4y, ,etc.
Kita akan mendefinisikan fungsi Green yang digeneralisasi, sebagai solusi dari masalah berikut

1Gry—kes1 (X,0) = g 18 (x—a),  AGrp_js1 (X,a) |y=gr0= 0,

(i 121 ) (3.6.6)

Dengan membandingkan (1.4.4) dan (1.4.6), kami yakin bahwa

Gop—k+1(x,a) = @i (x) (3.6.7)

Dengan demikian, solusi homogen dari masalah Cauchy secara simultan menentukan fungsi
Green yang digeneralisasi. Karena pembangunan solusi homogen biasanya tidak menimbulkan
kesulitan, penentuan fungsi Green yang homogen dengan bantuan rumus (3.6.7) merupakan
prosedur yang sangat sederhana.

Fungsi Green yang digeneralisasi sangat menarik, yang memenuhi persamaan:

[Gap—pes1 (%.8) = Appej 116 (x = &) (3.6.8)
dan beberapa kondisi batas:

AiGrp— g1 (%) ly=a+0= 0, A;Grp_js1(x)x=p—0= 0.

Fungsi Green yang digeneralisasi memiliki makna fisik. Fungsi tersebut adalah solusi dari
masalah nilai batas, yang berhubungan dengan beban titik kontur (batas) dengan gaya atau
parameter kinematik.
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Kami akan menunjukkan bahwa dalam kasus ini kombinasi linier dari fungsi Green yang
digeneralisasi memberikan solusi homogen dari masalah Cauchy, yaitu, matriks Cauchy dapat
dibangun dari kombinasi linier fungsi Green vyang digeneralisasi. Kami akan
mempertimbangkan cabang kiri dan kanan fungsi Green masing-masing untuk x < &, dan x <
&. Asumsikan fungsi Green sebagai kombinasi linier dari fungsi-fungsi Cauchy

2n

G(x.8)=Gr (xvé)=2ai(:oi(x)a (x< &),

i=1
G(x.8)=Gr(x.&)= Y g (x), (x> &)
i=1

Berdasarkan definisi fungsi Green, pada titik x = £ terdapat turunan kontinu hingga orde 2n —
2 dan lompatan satuan turunan 2n — 1. Pemenuhan syarat ini menghasilkan hubungan berikut

b; = a; (i=1,2n—2), by, =ar, +1 (3.6.9)
Karena itu,
2n
Gr (x.8)= Y api(x).
i=1
2n-1
Gg (x.»‘if) = zaffpf (x)+ (a?.n + 1)@2:’: (“\)
i=l
Dari sini

Gr(x,&)-Gr (x,&) =2, (x) (3.6.10)

Dalam kasus khusus operator [ = d*/dx* + A* untuk masalah lenturan balok tak terbatas
yang terletak di pondasi Winkler elastis, rumus tipe (3.6.10) diperoleh oleh B.G. Korenev.
Karenad;lp,(x) = 0, dan lA;j@,(x) = 0,A4;¢,(x) merupakan solusi homogen. Pada saat

yang sama, solusi ini memenuhi syarat
A; Ay (x) ly=a= i+j—-1Pk (%) lx=a= 5:‘+Jr'—l.k (3.6.11)
Misalkan A; @ (x) = @ (x). Tentukan m dari (3.6.11)
AiQm (X) |x=a= Ojm = i+ -1k

Jkam=idani+j—1 =k, makam =k —j + 1. Jadi kita punya
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Ajpr (x) = Pre— j+1 (3.6.12)

Dengan demikian, dengan mempertimbangkan fungsi menurut (3.6.5), dan (3.6.12) kami
menyusun Tabel 3.4, L.G. Petrosian dari metode parameter awal dengan akurasi terhadap
pengali konstan.

Mari kita pertimbangkan lebih lanjut fungsi Green yang digeneralisasi, yang memenuhi
persamaan (3.6.8). Kami memiliki

2n

A4iGr (%.€)= Y ai (&) 41 (x),

i=1

2n
A};GR (,\’_,lf) — za.-' (é) Aj(pf (x)+ (a?.h‘ + 1) Aj'pzn (,\’)

i=1

Tabel 3.4 Solusi Homogen Metode Parameter Awal

@1 %) @3 Pon
Azn®an Arn®ans1 Aon®Pan+2 Ay Pan—1
AZn—lQOZn—l AZn—l‘ﬂZn AZn—1§02n+1 AZn—1§04n—2
Ay, A3 Ay, Arn®ans1
Ai104 A1, A1¢5 A102n

Sebagai hasil dari (3.6.12)

Ajgosz (Y) = O2n—j+1 (9‘)

dan karenanya

A;[Gr(&,x)— GL(&x) |= @2n—js1(x) (3.6.13)

Dengan demikian, solusi homogen dari suatu metode dengan parameter awal dapat
direpresentasikan melalui operasi kondisi batas dari fungsi Green.
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BAB 4
METODE ELEMEN BATAS (BEM) DALAM MULTIDIMENSI

Bab 4 mengkaji penerapan BEM dalam masalah multidimensi. Persamaan integral BEM
dipertimbangkan; konstruksi persamaan batas menggunakan metode transformasi delta
diberikan; dan tiga skema dasar untuk membangun Persamaan Integral Batas (BIE)
menggunakan DTM dianalisis. Kami menunjukkan bahwa metode transformasi delta
(transformasi delta) memungkinkan untuk memperoleh semua BIE yang diketahui secara
seragam, mengklasifikasikannya, dan menawarkan persamaan baru, menutup seluruh sistem
pembangunan persamaan batas tipe fundamental.

Penggunaan metode transformasi delta dalam domain yang diperluas untuk
menghitung metode persamaan integral batas memungkinkan untuk mengembangkan
generalisasi BEM lebih lanjut dengan pilihan bentuk diferensial yang sewenang-wenang pada
batas. Generalisasi BEM diilustrasikan oleh contoh masalah nilai batas self-adjoint tiga dimensi
tipe eliptik. Bukti sederhana mengenai kesetaraan lengkap dua versi dasar BEM, langsung dan
tidak langsung, ditawarkan.

4.1 PERSAMAAN INTEGRAL DARI METODE ELEMEN BATAS

Persamaan integral BEM dipertimbangkan; konstruksi persamaan batas menggunakan
metode transformasi delta diberikan; dan tiga skema dasar untuk membangun Persamaan
Integral Batas (BIE) menggunakan DTM dianalisis. Bukti sederhana dari kesetaraan lengkap
dari dua versi dasar BEM — langsung dan tidak langsung — diberikan. SMBE, berdasarkan
perluasan operator diferensial yang dipertimbangkan dalam domain yang diperluas, diusulkan.
Secara khusus, untuk tujuan ini, transformasi Fourier dan Hankel, serta perluasan fungsi balok
yang banyak digunakan dalam mekanika struktural, dapat digunakan.

Seperti yang telah disebutkan sebelumnya, Metode Elemen Batas (Boundary Element
Method/BEM) sebagai alat penyelesaian masalah nilai batas menggunakan BIE dibagi menjadi
tiga metode utama yang dibedakan berdasarkan pendekatan konstruksi persamaan integral
awal: langsung, tidak langsung, dan semi-langsung.

Seperti diketahui, vektor perpindahan elastis kecil dari benda elastis isotropik linier
u dengan komponen Cartesian u,, u,, dan u; di setiap titik p ruang tiga dimensi (3D) R, yang
mempunyai koordinat Cartesian x4, x,, dan x3, memenuhi persamaan kesetimbangan Lamé,
yang jika tidak ada gaya massa ditulis dalam bentuk

V*u=ﬂV2u+(l+ﬂ}gmd*dfvu=O, @.1.1)
Dimana

V2 — Operator Laplace tiga dimensi dalam koordinat Cartesian
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, 9%  9* 9
V- = ;
ox?2 i 9y’ i 9z%

A, u Konstanta Lamé, terkait dengan modulus elastisitas E dan rumus rasio okoefisien Poisson
A
4.1.2)

£ U(3A+2u) o=
A+ 2(A+p)

Biarkan bidang yang sama, yang posisinya ditetapkan oleh normal n dengan kosinus pengarah
n, n,, dan nz, melewati titik p. Vektor tegangan, yang beroperasi di bidang ini, dapat disajikan

4.1.3)

dalam bentuk
p du :
T u=2u—+ An divu+ t(nx rotu)

Di sini dan di atas gunakan operator diferensial berikut
gradien fungsi scalar f(r) = f(x,y,2)
Jdf . of . o
[ 00 3y

gradf (x,,2) = Vf (x3,2) = 5= 5 = 5

— divergensi dan rotor fungsi vector F(1)
, F,
dz'vF(x_,y,:) = V‘F(x,y_,:) = aa};‘ + aa; 1 aai‘: ;
roIF(x, y,:) =V X F(x_,y,:)
[ 9F. aF oF, aFF ) N aF doF, k=
oy 0z ox dy
I j k
_| 9 9 9
dox dy 9dz
F F F

Gradien dan rotor adalah fungsi vektor, dan divergensi adalah fungsi skalar. Operator

nabla Hamilton didefinisikan dalam sistem koordinat persegi panjang dengan vektor satuan i

J, dan k oleh vektor simbolik
v d. 0 0
dx 8} 0z

Mari kita ingat juga, bahwa titik antara operator nabla dan fungsi vektor menunjukkan

produk skalar, dan tanda perkalian menunjukkan vektor.
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Mari kita tetapkan beberapa domain terbatas Dt dengan batas halus I'™ di ruang R.
Untuk domain tak terbatas, kita akan menggunakan sebutan D™. Kita akan menunjuk sebagai
I't permukaan terbatas dengan titik-titik, milik D* dan titik yang mendekati perbatasan I .

Demikian pula, mari kita tetapkan sebagai '™ permukaan terbatas dengan titik-titik
milik domain, D~ (yang merupakan tambahan D* UT hingga R) dan titik-titik yang mendekati
perbatasan I' . Mari kita pertimbangkan masalah nilai batas D*

Vu(p)=0, (peD*) @.1.4)
(D u(p)=r(p). (peT*) 4.1.5)
() Tfu(p)=f(p), (peT”) 4.1.6)

Masalah (4.1.4), (4.1.5) adalah masalah nilai batas utama pertama dalam teori elastisitas,
ketika perpindahan pada batas ditetapkan, dan masalah (4.1.4), (4.1.6) adalah masalah nilai
batas kedua ketika tegangan pada batas ditetapkan.

Untuk menyelesaikan masalah teori elastisitas yang dirumuskan dengan metode
potensial, kami menggunakan tensor persamaan Green (4.1.4) dalam ruang R, yang dibatasi
pada solusi tak terhingga persamaan (4.1.4), yang sesuai dengan perpindahan pada titik
p(xq, X2, x3) karena efek pada titik q(y4, y2, y3)oleh gaya terpusat dengan komponen satuan.
Solusi ini diberikan oleh matriks Kelvin-Somigliana G (p, q)Elemen matriks berbentuk

1 (3-40)3; (x;i = »)(x; - ;)
167u(l- o) r r?

G; (p.q)= . @17

di mana r - jarak antara titik p, dan q.

q

r= \/(xl - }’1)2 +(x2 =) +(x3—»3 )2 ,

0;j — delta Kronecker. Di sini salah satu indeks berkorespondensi dengan koordinat
perpindahan, yang lain — dengan koordinat gaya satuan. Dalam metode potensial, dua kernel
utama lainnya digunakan, yang untuk penyederhanaan akan masuk sebagai operator tegangan
G(p, q), pada koordinat p dan g masing-masing:

T'G(p.q)=G,(p.q):
TlG(p.q)=G,(p.q).

Rumus dalam (4.1.8) adalah generalisasi dari kasus spasial (tiga dimensi) rumus diferensiasi

(4.1.8)

fungsi Green dari operator diferensial satu dimensi pada koordinat yang diberikan dan pada
koordinat penerapan gaya satuan. Dalam kasus pertama G, (p, q) kita memiliki tegangan pada
titik p dari ruang R karena gaya terpusat dengan komponen satuan yang diterapkan pada titik
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q; dalam kasus kedua, G4(p, q) adalah perpindahan pada titik p, karena momen satuan yang
diterapkan pada titik g pada bidang dengan normal n. Elemen-elemen matriks konjugat
G,(p,q) dan G4(p, q) mengambil bentuk di bawah ini:

| (xi =i )(«‘{;‘ s )

Gpij (P.4) == 51| md +7 r

3
D = yiome(p) = m[m (p)(x; = v7)=n; (P)xi = ) |-

(4.1.9)

Dengan
Gy (P.q) = Gpii (P.q)- (4.1.10)
Di Sini

1w - 3 A+u
2 A+2u’ 2w A+2u

i

Meskipun, dalam metode potensial, pengenalan langsung kernel G, dan G, ini tidak dilakukan
karena kebutuhan untuk membenarkan kemungkinan transposisi operasi T, dan integrasi
padaT, kita akan menganggap hal tersebut di atas sebagai hal yang dibuktikan, namun, dengan
memahami bahwa dalam keadaan tertentu, integral diambil sebagai fungsi umum. Sebagai
dasar penyelesaian masalah nilai batas dengan metode potensial, kita mengambil kontur
benda di perbatasan I', dan memuatnya dengan beberapa beban, distribusinya dilakukan
dengan memenuhi kondisi batas. Jika beban permukaan dilakukan oleh gaya, maka solusi
untuk masalah tersebut harus dicari dalam bentuk integral

u(p)= [6(n.a)e(a)dr, =V (p), @.1.11)

yang, dengan analogi dengan potensi harmonik, disebut potensi elastis umum dari satu
lapisan. Kepadatan integral ¢(q) ini akan ditentukan dari kondisi batas. Jika momen, pada

kontur yang didistribusikan dalam beberapa kondisi ¢(q), ditetapkan, wajar untuk mencari

solusi dalam bentuk integral

u(p)= [6,(ha)olg)ar, =W (p). @11

yang disebut potensial elastis umum dari lapisan ganda. Sifat-sifat potensial elastis V 4, dan

W ) dipelajari secara rinci dalam literatur ilmiah. Jelas, konstruksi potensial yang memenuhi
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persamaan Lamé di seluruh ruang R, kecuali untuk permukaan I'. Potensi lapisan sederhana
V ») merupakan fungsi vektor kontinu di seluruh ruang, nilai batas fungsi vektor tersebut pada
permukaan T'(V*(p)) dan V™ (p); (p € I') sama satu sama lain, dan oleh karena itu, sama
dengan nilai langsung V(p) = 0.5[V*(p) + V" (p)] Ketika (p € T'). Tensor tegangan, yang
sesuai dengan potensi lapisan sederhana, Tf,V(p) memiliki batas yang berbeda pada
permukaan I' ketika titik p mendekati I" dari dalam dan luar. Nilai langsung integral

TPV (p)F +[TPV (p)
Tn‘“V(p)=J-Gp{p,q)';o{q)dF¢ _ @V () + TV (p)] (4.1.13)
r

2

harus dipertimbangkan dalam arti nilai yang diatur, karena elemen matriks G, memiliki fitur
khusus orde kedua. Perbedaan antara nilai batas tegangan (yaitu, lonjakan tegangan pada
permukaan) sama dengan beban yang diberikan.

[V ()T =LV (p) =@(p). (peT) (4.1.14)

Dalam metode potensial, fakta ini terbukti dengan baik. Potensi lapisan ganda W) juga
memiliki retakan (celah) di permukaan I'. Perbedaan nilai pembatasnya sama

W (p)-W (p)=-o¢(p) 4.1.15)

dan nilai langsung

w(p)=" : .1.16)

adalah integral singular. Tekanan, yang sesuai dengan potensi lapisan ganda, bersifat kontinu
pada

(LW (p)I" =[T/W (p)I (peT) 4.1.17)

jika mereka ada dalam pengertian yang biasa. Mari kita perhatikan, bahwa dari (4.1.13),
(4.1.14) dan (4.1.15), (4.1.16) mengikuti

mv (o =2 npv (), (per)
(p) 4.1.18)
TV (p)1 ==L+ TV (p). (peT)

Dan
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4.1.19)

Persamaan integral dari masalah nilai batas dasar teori elastisitas diperoleh dengan cara
menentukan perpindahan dalam bentuk potensial lapisan tunggal atau ganda (4.1.11),
(4.1.12). Mari kita asumsikan bahwa solusi persamaan (4.1.4) terletak dalam bentuk (4.1.11).
Memenubhi kondisi batas (4.1.5), (4.1.6), kita akan memperoleh

(D) w (p)=V'(p)=rf(p), (peT)

4.1.20)
(1) TFu* (p)=[LFV(p)]" = f(p)

Dengan mempertimbangkan kontinuitas potensial lapisan tunggal (4.1.11), dan hubungan
(4.1.18), kita menemukan persamaan integral berikut

J-GP (p.q)e(q)dr, = f(p), (4.1.21)

m 22 (6, (rae@ar, = r(p). @12

Sekarang kita akan mencari solusi persamaan (4.1.4) dalam bentuk potensial lapisan ganda
(4.1.12). Setelah memenuhi syarat batas, kita akan memperoleh

O w (p)= W (p)=f(p), (peT)
(1) Tfu* (p)=[TIW (p)" = f(p). (4.1.23)

dan dengan mempertimbangkan (4.1.17), (4.1.19), kita akan menemukan

(1) jcwtp,qmq)drq = 7(p). @125)

Dimana
G, (P.9)=T7G,(p.q).

Kernel G,, memuat fungsi-fungsi umum dan, oleh karena itu, integral dalam (4.1.25)
memerlukan interpretasi khusus. Bentuk yang diperluas dari integral jenis (4.1.25) diberikan.
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Di sini kita akan secara formal mencatat kernel G.,;, dengan memahami bahwa integral dengan

pq’
kernel ini adalah fungsi-fungsi umum.
Secara umum, dalam literatur ilmiah, tentang metode potensial, persamaan seperti

dalam (4.1.25) tidak dipertimbangkan karena kesulitan-kesulitan yang disebutkan di atas

dengan pembuktian transposisi operator TP, dan operasi integrasi. Yang paling menarik dalam
persamaan-persamaan yang diberikan, persamaan integral jenis kedua (4.1.22), dan (4.1.24),
yang diperoleh oleh V. D. Kupradze, menyajikan minat terbesar. Persamaan serupa dapat
diperoleh untuk masalah eksternal, yaitu, ketika masalah nilai batas untuk domain D~
diselesaikan.

Mari kita pertimbangkan lebih lanjut dua metode dasar elemen batas, langsung dan
tidak langsung. Metode tidak langsung didasarkan pada beban bidang batas benda elastis,
yaitu permukaan I' dengan beberapa gaya fiktif, yang kerapatannya ditentukan oleh titik, di
mana perpindahan dicari, ketika titik tersebut mendekati batas internal I't. Metode ini setara
dengan metode potensial, jika solusi masalah dicari dalam bentuk potensial elastis lapisan
sederhana. Metode ini mengarah ke persamaan (4.1.21), (4.1.22) (tanpa adanya gaya benda),
tetapi berbeda dari metode potensial, mungkin, hanya dalam hal interpretasi mekanis yang
lebih rinci dari solusi tersebut. Dimungkinkan untuk memperluas metode tidak langsung,
dengan menetapkan gaya (loncatan tegangan), dan lompatan perpindahan. Hal tersebut di
atas setara dengan penerapan potensial elastis lapisan ganda.

Jika terjadi lonjakan perpindahan yang tidak diketahui ¢(p) yang ditetapkan pada
batas I', kerapatannya ditentukan dari kondisi batas. Dari (4.1.15) dapat disimpulkan bahwa
lonjakan perpindahan memberikan potensi elastis lapisan ganda. Oleh karena itu, dengan
mengasumsikan u(p) = W(p) dan dengan mempertimbangkan sifat-sifat potensi yang
ditunjukkan di atas, kita akan memperoleh persamaan integral (4.1.24) dan (4.1.25), yang
dapat menjadi dasar algoritma metode tidak langsung elemen batas.

Dengan demikian, analisis persamaan metode tidak langsung dan perluasannya karena
pemeriksaan beban kinematik kontur, yang setara dengan penerapan potensi elastis lapisan
ganda, menunjukkan analogi lengkap antara metode elemen batas tidak langsung dan metode
potensi.

Metode BEM dan BIE langsung menggunakan pendekatan lain selain kedua metode ini.
Identifikasi integral Green atau rumus Betty digunakan untuk memperoleh persamaan integral
yang sesuai. Rumus Betty dapat ditulis dalam bentuk:

J- [uV*v—vV*u]dQ = J.[uTr'i'v—vT;'u]dT

D+ r+

. (4126)

Misalkan v = G(pq). Kita dapat menunjukkan bahwa tensor Green memenuhi persamaan
Lamé yang tidak homogen.

V'G(p.q)+8(p.q)=0, (4.1.27)
di mana fungsi delta memiliki sifat berikut
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13(4)5(10,@)62’9{, =g(p). (peQ). (4.1.28)

Karena fakta ini, (4.1.4), dan sifat dasar fungsi delta skalar, kita memiliki

[[6(r.a)Tiu()-6, (p.a)u(@)|ar, = u(p). (peD*). @129)

[[6(r.0)Tiu(0)-G, (p.q)u(g)]dr, = 0. (peD7). @130

Ketika p mendekati I'*, rumus (4.1.29) menghasilkan persamaan integral berikut (dengan
mempertimbangkan sifat-sifat kernel G, dan G )

o
u'(p) J.G(P.(I)T,:/u((l)drq + J.G‘, (p.q)u(q)dl, =0. 4.1.31)

Persamaan ini digunakan untuk menyelesaikan setiap masalah teori elastisitas yang ditetapkan
dengan benar. Khususnya, untuk masalah dasar pertama dan kedua (tugas), kita memiliki

(I) J.G(P»‘I)Tr?“(‘?)drq = f(zp}+ I%(ﬂ#]f(q)dfq (4.1.32)

 “2 6, (nayata)ar, = [6(pa) f)ar, @139

Dalam BEM langsung, persamaan integral jenis kedua (orde) (4.1.33) biasanya digunakan,
dengan bantuan yang diperoleh penyelesaian masalah dasar kedua (tugas) teori elastisitas.

Jika kita menggunakan kernel G4, dan menetapkan integral yang sesuai sebagai fungsi
umum, maka alih-alih persamaan jenis pertama (orde) (4.1.32), dimungkinkan untuk
memperoleh persamaan integral jenis kedua sebagai hasil dari transisi (lintasan) dalam
(4.1.31) ke tegangan

TP ul* (
(11) % IG (p.g) T u( '[W £ (q)dr, @.1.34)

Dengan demikian, metode elemen batas langsung menghasilkan persamaan integral, yang
berbeda dari persamaan metode tidak langsung dan metode potensial. Pada saat yang sama,
hubungan yang kuat diuraikan antara persamaan metode ini. Lebih jauh, seperti yang akan
ditunjukkan di bawah ini, persamaan memiliki analogi langsung dengan metode mekanika
struktural: metode gaya, perpindahan, dan parameter awal.
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4.2 KONSTRUKSI PERSAMAAN BATAS DENGAN TEKNIK TRANSFORMASI DELTA

Metode transformasi delta yang dijelaskan di atas memungkinkan kita untuk
membangun semua jenis persamaan batas yang diperoleh dengan metode elemen batas,
potensial, beban kompensasi, solusi umum, domain yang diperluas, dan lainnya. Kami akan
menerapkan skema metode transformasi delta untuk solusi masalah tiga dimensi teori
elastisitas untuk membandingkannya dengan BEM, dan metode potensial. Mari kita periksa
masalah nilai batas yang lebih umum untuk persamaan (4.1.4), setelah menetapkan kondisi
batas

au(p)+PTu(p)=f(p), (peT¥) .2.1)

di mana a, f adalah konstanta. Bila f = 0, = 1, dari (4.2.1) kita memperoleh kondisi batas
dari masalah fundamental pertama, dan bila @ = 0, 8 = 1,, masalah fundamental kedua dari
teori elastisitas.

Mari kita perkenalkan domain yang diperluas £, yang mencakup D*(D* UT € Q C R)
ke dalam ruang R. Perluasan minimum domain D™ dicapai dengan menggabungkannya ke
batas I', di mana ruang maksimum adalah R.

Mari kita lanjutkan dengan cara u(p) ke dalam domain yang diperluas dan lakukan
transformasi delta, yaitu, kita akan mengalikan kedua sisi persamaan (4.1.4) dengan 6(p,p™)
dan mengintegrasikannya ke volume Q. Kami percaya bahwa dalam (), komponen fungsi u
didiferensiasikan dua kali di mana-mana, kecuali pada batas I'. Kemudian, menggunakan
rumus Green-Betty (4.1.26) untuk kasus ini

J- [uV*v — vV*u]dﬂ = J. [HT,;"v - vi‘]fu:ldr

q

dalam domain kontinuitas D* dan Q/D* U T, kita memperoleh
_[u( )WV'8(p.p")d2,
J. j J. T"’5 q P ] S(Q,p*)Tﬂu(q}]qu. 4.2.2)

rt r

Di sini I'* — batas luar domain Q.

Karena sifat-sifat fungsi delta, persamaan terakhir, yang diperiksa dalam Q — I, di mana
u didiferensiasikan dua kali, menghasilkan yang berikut (untuk penyederhanaan, kita akan
menggunakan tanda bintang dalam p™ untuk selanjutnya):
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Viu(p)= I[Au[q}T,i"ﬁ(q,p)—&I],u(q)ﬁ(q,p)]drq
¥ I["{‘?]T'?‘S(W’)—5(q=p)'fnu(q)]dr;, (peQ), @423

*

r

di mana A — menunjukkan perbedaan nilai fungsi vektor yang bersesuaian pada I't dan T~
yaitu, lompatannya pada I'*. Jadi, alih-alih persamaan (4.1.4) dalam domain D*, kita
memperoleh persamaan (4.2.3) dalam domain {2, sehingga solusi kedua persamaan dalam D?
bertepatan. Dalam kasus ini, sisi kanan persamaan (4.2.3) berisi anggota tambahan dalam
bentuk fungsi delta dan turunannya, yang merupakan gaya "kompensasi" dan dampak
kinematik (aksi). Untuk solusi persamaan (4.2.3), kita akan menggunakan tensor Green G(p, q)
dari masalah nilai batas dalam (4.1.4) dalam domain yang diperluas ). Fungsi vektor G(p, q)
memenuhi (4.1.27) dan beberapa kondisi batas pada batas I'*. Oleh karena itu, berdasarkan
permutabilitas operasi V*. dan T, tensor G4(p, q) = T,.? G(p, 9)memenuhi persamaan:

VG, (p.q)=-T,75 (p.q) 4.2.4)

Dengan mempertimbangkan paritas fungsi delta, solusi persamaan (4.2.2) dapat
direpresentasikan dalam bentuk

u(p)= [[6(p.q) AT u(a)- G, (p.q) Bu(q) ],

' .[[G(p"?)T':{“(G’)—Gq (p.q)ulg)|ar,. @25

*

r

Kondisi batas untuk tensor Green pada I'* (dan untuk u) bersifat arbitrer; dimungkinkan untuk
memilihnya sedemikian rupa sehingga pembangunan (konstruksi) tensor Green dapat dicapai
dengan lebih sederhana. Karena u(p) dan G(p,q) pada I'* memenuhi kondisi batas yang
identik, integral terakhir dalam (4.2.5) menjadi nol, dan akhirnya kita memperoleh

u(p)= [[6(p.q)ATIu(9)- G, (p.g)au(@)]ar,.  @26)
E

Tensor Green untuk G(p, q) dan Gq(p, q)dipelajari dengan baik untuk seluruh ruang. Ekspresi
untuk tensor Green, serta deskripsi sifat-sifat integral yang sesuai dari fungsi-fungsi ini,
disediakan dalam paragraf sebelumnya. Dimungkinkan juga untuk menerapkan tensor Green
lainnya, misalnya: untuk domain semi-kontinum atau terbatas (kubus, atau bola) ketika
konstruksinya dapat dilakukan dengan bantuan dekomposisi fungsi eigen.

Dengan demikian, kami memperoleh representasi standar fungsi u(p), mirip dengan
rumus Somigliana, tetapi berbeda darinya karena integral pada permukaan batas mengandung
lompatan yang sesuai dan bukan perpindahan u dan tegangan (ketegangan) T,u. Rumusan
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integral batas tersebut memungkinkan kami untuk memberikan kinerja mekanis yang jelas
(4.2.6) dalam kerangka metode klasik mekanika struktural.

Secara khusus, dengan mengasumsikan setiap lompatan sama dengan nol, yaitu,
mempertimbangkan perpindahan tegangan pada batas domain sebagai kontinu, kami sampai
pada analog tiga dimensi (analog) dari metode gaya atau metode perpindahan, sementara
sistem primer didefinisikan oleh domain yang diperluas dan kondisi batas yang diambil di
perbatasan. Bergantung pada retensi berbagai lompatan, kita dapat sampai pada metode
elemen batas tidak langsung atau langsung, serta persamaan yang berbeda dari metode
potensial.

Untuk membandingkan perbandingan metode transformasi delta dan metode
langsung dan tidak langsung elemen batas, mari kita berhenti sejenak pada penyelesaian
masalah fundamental teori elastisitas dengan penggunaan domain yang diperluas, yang
bertepatan dengan seluruh ruang R.

Pertama-tama mari kita periksa kasus, Ketika Au = 0, yaitu, dengan asumsi bahwa
perpindahan bersifat kontinu dan gaya diterapkan yang menimbulkan lonjakan tegangan.
Maka dari (4.2.6) berikut ini:

u(p)=JG(p,q)M}i’u(q) dr,, (peR\T), 4.2.7)
I

Dengan menggunakan operator kondisi batas (4.2.1), kita memperoleh persamaan integral
au” (p)+ BT u* (p)
== J[aG+ (p.q)+BG™, (p,q)]AT,‘,/u((/) dr,, (p c r"). 4.2.8)
r

Demikian pula, kita dapat menulis untuk (p € ')
au” (p)+ BT u (p)
= I[RG" (p.9)+BG ™, (p.q) |ATu(g) dry, (peT™). @29
r

Tambahkan ruas kiri dan kanan persamaan (4.2.8) dan (4.2.9); setelah perhitungan sederhana,
dengan memperhitungkan kontinuitas perpindahan, kita akan memperoleh persamaan
integral

0,5BAT  u(p) + J-[aG[p,q)+ﬁGP{p,q)].ﬁT;?u(q} dU, = f(p). 4.2.10)
r

Untuk masalah nilai batas pertama (f = 0, « = 1), dan masalah nilai batas kedua (¢ = 0, =
0) dari teori elastisitas, kita sampai pada persamaan integral jenis pertama dan kedua,
berturut-turut:

125



Analisis Struktur Pondasi Elastis — Dr. Ir. Agus Wibowo, M.Kom, M.Si, MM.

M) [6(p.a)aTiula) dry = £(p). @2.1)

(1) 0,5ATu(p) + J-Gp(p,q)f_\.f;fu(g) dr, = f(p). @212
r

Persamaan (4.2.11), dan (4.2.12) bertepatan dengan persamaan teori potensial (4.1.21), ketika
dicari solusi dalam bentuk potensial lapisan tunggal. Metode tidak langsung elemen batas
menghasilkan persamaan yang serupa.

Mari kita beralih ke pemeriksaan kasus kedua, ketika AT, u, yaitu, dengan asumsi
bahwa tegangan kontinu pada batas I' dan dampak kinematik diterapkan sehingga terjadi
lonjakan perpindahan. Dalam kasus ini

u(p)=- |G, (p.q)u(q) dr. @.2.13)
r
Dengan melakukan perhitungan serupa, kita memperoleh persamaan integral
0.508u(p)~ [[aG, (p.q)+ BG,y (p.g)]Bulg) T, = £(p). (peT)
r

(4.2.14)

Persamaan integral berikut masing-masing untuk masalah nilai batas pertama dan kedua.

(1) 0.508u(p)- [G, (p.g)dulq)ar, =f(p), @215

() - |G,y (p.q)sulg)ar, =£(p). 4216)

yang dengan ¢ = —Au bertepatan dengan persamaan metode potensial (4.1.24), (4.1.25).
Dalam kasus masalah eksternal, kondisi batas ditetapkan pada I'”

au(p)+BTiu(p)=f(p), (peT) (4.2.17)

Alasan yang sangat mirip mengarah pada persamaan integral:
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—0,5BAT u( p)
+ J[{IG(PJI}+ BG,(p.q)|AT{u(q)dr, = f(p). (peT")

r
.2.18)

-0, Saf_\u(p)

‘.[[‘9“5'%(ﬂ,c;!)+ﬁf-?w(p,q']]ﬂmr(q)a’rqf = f(p), 4219

yang direduksi menjadi bentuk di bawah ini untuk masalah pertama dan kedua dari teori
elastisitas, masing-masing:

(1) _o,sau(p)_jcq{p,q)m(q)drq=f{p}, 4.2.20)

(0)-0,5877u(p) + [G, (p.q) ATEu(g)dry = £ (p), @221
r

Dengan demikian, dengan menganggap lonjakan tegangan atau lonjakan perpindahan dalam
persamaan metode transformasi delta sebagai kontinu, kita sampai pada persamaan integral
metode potensial atau metode tidak langsung elemen batas. Hal ini penting bukan hanya
karena kejelasan kinerja mekanis tetapi juga karena kesederhanaan memperoleh persamaan
tanpa perlu studi menyeluruh yang memadai tentang sifat-sifat potensial. Namun, keadaan ini
tidak menjadi masalah untuk masalah teori elastisitas, karena sifat-sifat potensial elastis
dipelajari secara cukup rinci. Keuntungan khusus dari metode transformasi delta dapat tampak
cukup signifikan selama penyelesaian berbagai masalah nilai batas untuk operator eliptik
lainnya. Analisis rumus (4.2.6) menunjukkan bahwa selain kedua kasus (Au = 0, AT,,u = 0)
dua versi lagi dimungkinkan:

(Au # 0, AT, u # 0)kasus ini sesuai dengan perpanjangan fungsi u(p) sebesar nol ke
dalam domain yang diperluas (1); (Au = 0, AT,,u = 0) (tidak adanya dampak kompensasi
pada perbatasan).

Jelas bahwa dalam kasus terakhir dampak kompensasi (tindakan) harus diterapkan di
luar batas I' dalam domain yang diperluas. Mari kita periksa lebih detail kasus # 3, ketika kedua
lompatan tidak sama dengan nol, yaitu, gaya terdistribusi dan dampak kinematik (tindakan)
diterapkan pada perbatasan domain D*. Dalam kasus ini, dua lonjakan kerapatan yang tidak
diketahui sesuai dengan satu kondisi batas. Oleh karena itu, dimungkinkan untuk memasukkan
korelasi fungsional tambahan antara kerapatan lonjakan tegangan dan perpindahan untuk
memperoleh satu-satunya solusi untuk masalah tersebut. Sebagai korelasi tersebut, mari kita
asumsikan persyaratan gaya keseimbangan diri dan dampak kinematik (pengaruh, tindakan)
sebagaimana ditetapkan di dalam domain D%, sebagai akibatnya batas luar domain D™ tetap
tidak dapat dideformasi
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u(p) =T u(p)=0, (pel™), 4.2.22)

yang sesuai dengan perpanjangan u(p) sebesar nol ke dalam domain yang diperluas. Maka
Au = u*t, AT,u = T,,u* dan rumus (4.2.6) berbentuk:

%(p) N ,[[T*?‘ﬁ ()G (p.g9)-u* ()G, (p.q)|dr,y, (peT?), @223

yang merupakan karakteristik dari metode langsung elemen batas. Penggunaan kondisi batas
(4.2.1) selanjutnya memberikan

2[taTiu ()G (p.0)~ £ (4)G, (p.) + BT{u(9)[ G, (p.g) + G, (.0)]

P

+ =
(84

|BLu* (9)- £(a)] Gy (p.a)ydTy = £(p), (peT”)
4.2.24)

B
—au” (9)G, (p.q)-Bu* (9)G,p (p.q)ldT, = £ (p).

2'[[af{fj')G(P=f}‘)—a_2“+ (9)G(p.q)—auw (q)G, (p.q)+ f(9)G, (p.q)

4.2.25)

Dari persamaan dalam (4.2.24), (4.2.25) dengan nilai yang sesuai dari @ dan 3, kita dapat
memperoleh persamaan metode langsung elemen batas (4.1.32), (4.1.33). Karena u(p)
dilanjutkan dengan nol ke D™, kita dapat memilih sejumlah titik dengan koordinat p;(i = 1, k)
di domain D™, dan dari kondisi u(p;) = 0,Tgu(pl-), kita memperoleh sistem persamaan

[t (0)6(pi.a) - " (4) G, (proa) dr, =0,
r

(1=T%)
J.[T';I"+ ((/)Gp (Pis(]) E ”+ ((])qu (Pia(/)] drq =0.
r

Mengekspresikan melalui (4.2.1)

w(a)=-Lriur ()42 1(0),

Atau
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r,fm{q):—%w(qngf(q],

dan dengan mensubstitusikan ke dalam persamaan yang diberikan, kita memperoleh sistem k
untuk persamaan, yang cukup untuk menyelesaikan persamaan batas I' pada dengan cara
partisi (membagi pada, membelah menjadi, memecah menjadi) elemen batas pada k.
Persamaan seperti itu merupakan karakteristik untuk metode persamaan fungsional B.D.
Kupradze.

Sekarang mari kita beralih ke pertimbangan opsi keempat dari pemilihan lompatan
gaya dan faktor kinematik di perbatasan domain, ketika semua lompatan dianggap sama
dengan nol, yaitu, tidak ada tindakan, baik gaya maupun kinematik, yang ditetapkan pada I.

Jadi, agar penyelesaian masalah tidak menjadi sepele dalam kasus ini, perlu untuk
mengatur lompatan pada garis luar dalam batas domain yang diperluas Q. Keuntungan dari
metode ini ditandai dengan keteraturan persamaan integral yang diperoleh; kekurangan
metode ini adalah ketidakmungkinan memperoleh persamaan jenis kedua. Mari kita tetapkan
kontur luar gaya dan beban kinematik sebagai S. Untuk kondisionalitas terbaik dari persamaan
penyelesaian, kontur garis luar ini diinginkan untuk dipilih sedekat mungkin dengan I', dan
untuk penyederhanaan penyelesaian persamaan integral — sesederhana dan semulus
mungkin. Kemudian dengan analogi (4.2.6), penyelesaian masalah tiga dimensi teori elastisitas
harus ditulis dalam bentuk

u(p)= J[G(Pe@‘)ﬁﬁﬂ(ﬁ?’]—cq (p.q)Au(q)] dS,. (peQ\S). (4.2.26)

Demikian pula, operasi lebih lanjut dapat dilakukan ketika S = I'. Mari kita periksa tiga kasus
dasar.
1. Perpindahan kontinu pada S dan Au = 0. Dalam kasus ini, memenuhi kondisi batas
(4.2.1), kita akan memperoleh:

[[#G(p.0)+ 46, (p.0)|aTdu(a)ds, = £ (p) (peT)
S

Secara khusus, persamaan masalah dasar pertama dan kedua dari teori elastisitas akan
berbentuk:

JG[PQ )AT u(q)dS, = f(p), (pel), 4227

(11) IGP{p,q AT u(q)dS, = f(p), (pel), (@42.28)

Semua persamaan ini bersifat regular, tetapi tidak mengarah pada persamaan jenis
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kedua.

2. Tegangan kontinu pada S(ATflu(q) = 0), dan kita mencari lompatan perpindahan,
yang ditentukan oleh tumbukan kinematik. Dalam kasus ini, persamaan integral akan
berbentuk (p € ')

[ (G, (p.a)au(a)+ 56, (p.a) Au(a)]ds, =-1(p) @229
S

(1) JG(f[p,q)Au{q)dSq =—f(p), (4.2.30)

1) [Gyy (p.q)8ulg)ds, =1 (p). @.2.31)
Y

Dengan demikian, metode transformasi delta memungkinkan untuk memperoleh
semua BIE yang diketahui secara seragam, untuk mengklasifikasikannya dan menawarkan
persamaan baru, menutup seluruh sistem pembangunan persamaan batas dari tipe
fundamental. Penggunaan metode transformasi delta dalam domain yang diperluas untuk
menghitung BIE memungkinkan untuk mengembangkan generalisasi BEM lebih lanjut, dengan
pilihan bentuk diferensial yang sewenang-wenang pada batas. Untuk ilustrasi, mari kita
tunjukkan generalisasi ini berdasarkan contoh masalah nilai batas self-adjoint tiga dimensi dari
tipe eliptik. Dalam ruang tiga dimensi R, kita akan mempertimbangkan operator diferensial
matriks self-adjoint linier L, yang dihasilkan oleh operasi diferensial tipe eliptik dalam turunan
parsial orde 2n dalam tiga koordinat x,y,z dan juga oleh beberapa kondisi batas pada
permukaan T't.

Permukaan I't adalah batas internal domain D*. Mari kita periksa masalah nilai batas:

Lu(p)=0, (peD*]
u(p)=f(p). (per”)

Operator matriks I dari kondisi batas akan ditetapkan pada orde tidak lebih tinggi dari 2n — 1

(4.2.32)

dan dapat ditetapkan (diberikan, ditetapkan) oleh berbagai bentuk batas dalam interval
(bagian, segmen) permukaan I't yang berbeda. Untuk operator adjoin diri linier L dalam batas
domain fungsi vektor kontinu u, v, dan turunannya pada orde 2n — 1, kita akan menggunakan
rumus Green yang digeneralisasi

P
D D r+

J.vLudQ = J.uLva'QP + J- [ MyNu — MuNv|dT, 4.2.33)
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di mana M, N adalah beberapa operator kondisi batas, yang muncul selama integrasi dengan
bagian integral dari vLu. Diketahui bahwa operator M, N dapat bersifat arbitrer tetapi
terhubung satu sama lain oleh kombinasi linear adjoint (konjugat) dari bentuk batas. Secara
khusus M, N dapat secara eksplisit memuat elemen operator I, yang sesuai dengan kondisi
batas dalam (4.2.1).

Kita akan memperluas domain Dt ke domain tertentu (), dan akan melanjutkan keluar
dari D* fungsi vektor u(p) dan jika sisi kanan (4.2.32) hadir, akan melanjutkan keluar itu juga.
Mari kita cari solusi untuk masalah u(p) dalam domain yang diperluas £, yang memenuhi
kondisi batas tertentu pada perbatasan I' domain ().

f*u(p]: U._, (p = l"g). (4234)

Mari kita lakukan transformasi delta pada ruas kiri dan kanan persamaan (4.2.32) di {). Dengan
menggunakan rumus (4.2.33) di D* dan D~ = Q\ D' U I, masing-masing, dan dengan
analogi (4.2.2) kita akan memperoleh:

J-u(p) Lé (p. p ) dQ,,

Q

= J. - j + J:[Mu(q)N5(q,p*)—M5(Q~P*)N"(‘1)]drq-

s & 7

Dengan mempertimbangkan bahwa u(p) adalah 2n — 1 kali terdiferensialkan di D* dan D~
dan dengan mempertimbangkan sifat-sifat fungsi delta, kita memperoleh

L"(p*]: J[M“(q)h'ﬁ(qap*)—Mu(q)Mﬁ(q,p*)]d]"q
* ,[[M"{Q)NS(‘LP*)—Mt‘?'[q,p*)wu(q)]dr*_ (4.2.35)

l_*

Rumus terakhir dapat dianggap sebagai analog matematis dari metode beban kompensasi,
atau analog tiga dimensi dari bentuk "terstandarisasi" dari operator diferensial multidimensi.
Rumus (4.2.35) memuat lompatan bentuk batas diferensial self-adjoint yang sembarangan dan
memberikan interpretasi potensi umum. Kemarahan batas, seperti yang kita lihat, sesuai
dengan bentuk diferensial yang diperoleh dari fungsi delta, dan kerapatan dampak yang tidak
diketahui (tindakan, pengaruh, efek) dan potensi yang sesuai adalah lompatan bentuk
diferensial yang diperoleh dengan penyelesaian masalah u(p). Pembalikan persamaan (4.2.35)
dapat diwujudkan dalam domain () dengan asumsi tambahan tentang sifat lompatan pada T,
yang memberikan keunikan penyelesaian.

Untuk memperoleh persamaan integral yang dapat diselesaikan untuk suatu struktur
tertentu, dalam (4.2.35), perlu untuk mempertahankan lompatan ini atau lompatan lainnya
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dengan memilih masalah tambahan, yang persamaannya dalam domain yang diperluas
diselesaikan. Jika kondisi batas I' pada seluruh batas identik, maka dimungkinkan untuk
menerima M = [ atau N = . Demi kepastian, misalkan M =1, maka N = [, di manal —
operasi adjoin. Mari kita asumsikan dalam (4.2.35) AMu = 0, yaitu, mari kita pilih kelanjutan
dari u dalam D™, sehingga bentuk batas dari Mu. adalah kontinu. Dengan mencari solusi
persamaan (4.2.35) yang memenuhi beberapa syarat batas pada I'* (tidak harus bertepatan
dengan Mu = 0 atau Nu = 0), kita akan memperoleh:

'[ u(q)1,G(q.p")dr,. (4.2.36)

Integral pada I'* menghilang karena bentuk batas baik dari atau dari G sama dengan nol. Di
sini G(p, q") adalah tensor Green dari masalah yang diberikan dalam domain yang diperluas
pada kelanjutan u yang diterima dari dan bentuk diferensial u dari melalui batas I'. Dari
(4.2.36) berikut ini (tanda bintang di p dihilangkan)

lou (p)= _'I.AEI,M(:}}IW,GJF (g, p)dr,. 4.2.37)
r

Di sini 14, operasi sekuensial I pada variabel g dan p. Demikian pula:
1 (p) == [ALu(g)1,,6 (g, p) T, 4.2.39)

Tambahkan sisi kiri dan kanan (4.2.37) dan (4.2.38), kemudian bagi dengan 2, dan
pertimbangkan penentuan nilai langsung

Ip“-'- {P}+ I,u“_ (ﬂ)

+ [AT,u(4)1,,G (g p)ar, = 0.

2
r
Dengan menambahkan kedua bagian persamaan lpu+=— , kita akan memperoleh
persamaan integral jenis pertama.
'[quu(q)fw)(?[q, p)dry =-f(p), (4.2.39)

r

Di sini, Alu=0. Untuk memperoleh persamaan integral jenis kedua, mari kita periksa masalah
nilai batas yang sama tetapi dengan kondisi batas berikut

w(q)=f(p). (peT") 4.2.40)
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Dari (4.2.36):
lu* (p):-J-ﬂ\E!u( )1,1,G* (q. p)dT,. (4.2.41)
r
Dan

——J-aifu( )I,1,G™ (¢, p)dT,, 4.2.42)
!

dengan menjumlahkan ruas kiri dan kanan persamaan (4.2.41) dan (4.2.42), kemudian dibagi
2, maka akan diperoleh:

S ATu(p)- [Alu(@)T1,G(a.0)dr, = £(p). @24
r

Persamaan (4.2.43) merupakan persamaan terintegrasi jenis kedua, relatif terhadap kerapatan

yang tidak diketahui Alyu(q). Setelah menentukan Al u(q). dengan integrasi dalam (4.2.36),

kita memperoleh penyelesaian masalah tersebut. Dalam setiap masalah spesifik, sifat-sifat

kernel l,,G(q,p) dan Zpqu(q, p), dapat dipelajari.

Dengan demikian, diagram keseluruhan konstruksi (pembuatan) persamaan BEM
umum diperoleh. Untuk memperoleh persamaan integral jenis kedua, perlu untuk memilih
"sistem primer", vyaitu, domain yang diperluas, sehingga operasi diferensial, yang
berdampingan dengan operasi kondisi batas dari masalah nilai batas yang diberikan, bersifat
kontinu di perbatasan. Generalisasi yang diberikan juga dapat diperluas ke BEM langsung atau
BIEM dengan cara melanjutkan fungsi vektor u(p) dengan nol di luar domain D*.

Dalam hal itu, kita akan memperoleh keduanya: generalisasi (BIEM) dari masalah
spasial teori elastisitas, dan generalisasi persamaan fungsional B.D. Kupradze (pemilihan titik
pi, di mana hubungan integral dalam domain D™, terpenuhi. Generalisasi metode beban
kompensasi dengan lompatan bentuk diferensial yang ditempatkan di luar dalam domain D,
dapat dibangun secara analog.

4.3 KESETARAAN BEM LANGSUNG DAN TIDAK LANGSUNG

Sekarang kita akan menganalisis secara singkat tiga skema dasar konstruksi BIE dengan
metode transformasi delta, yang menghasilkan persamaan yang berbeda dari metode
potensial, BEM langsung dan tidak langsung. Kita juga akan membuktikan kesetaraan
persamaan integral, yang diperoleh dengan BEM langsung dan tidak langsung atau, dengan
metode potensial dan BIEM yang merupakan hal yang sama. Mari kita perkenalkan beberapa
rumus yang akan diperlukan untuk pembuktian dan analisis lebih lanjut. Kita menerima u =
G(q,p), v = G(q,p1) dalam rumus Bettie (4.1.26). Dengan mempertimbangkan (4.1.27), kita
akan memperoleh:
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_j {G(p.q)8(q.p)-G(q.p)8(p.q)}d

- [{6(r.0)6, (4.0)~6(0.0)6, (p.0)} .
r
dari mana
J.G(f»‘,q]Gq (q.p)dly = qu (p.q)G(g,p)dly. @.3.1)
r r

Sekarang mari kita perhatikan persamaan integral jenis kedua, yang diperoleh dengan
metode tidak langsung dan langsung dari elemen batas p € I'. Dalam kasus masalah dasar
kedua dari teori elastisitas

AT u(p)
2

+ J.Gp (p-q)AT{u(q)dT, = [T{u] (p). @32
I

M+

(r) , J‘Gq(quw[q]drq:‘[G{p,q)[ﬁur[q)drq, 4.3.3)

2
r

Dengan mengalikan ruas kiri dan ruas kanan persamaan (4.3.2) dengan G(p,,p)(p; € T) dan
mengintegralkannya pada permukaan , kita akan memperoleh:

1 — I
3 IG(p],p)Mn”u(p)de + JG{pl,q)ATnfu(q)qu
=JG(p],ﬁ)Tn"’H+(p)dTp¢ @.3.4)

Di mana

G(p.q)= jG(pl,p]Gp(p,q)dl"p

Dengan akurasi sebelum mengubah variabel, kernel 5(p1,p) sama dengan sisi kiri persamaan
di (4.3.1); oleh karena itu:

é(puq]=JG,,(FHP]G(?,Q)&’FP- 4.3.5)

Mudah untuk melihat bahwa mengingat penentuan fungsi Green dan tidak adanya dampak
kinematik (Au = 0)
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J6(n.p)atu(p)ar, = u(p).

Jadi dengan mempertimbangkan (4.3.5), persamaan (4.3.4) mengambil bentuk,

M(;JI ) * ,[G.n (p.p)u(p)dl , = J.G(p“p] Tu' (p)dl,,  (4.36)
r r

dengan akurasi sebelum mengubah variabel, bertepatan dengan (4.3.3).

Untuk kejelasan yang lebih besar mengenai hubungan di antara BIE, yang diperoleh
dengan berbagai metode, mari kita gabungkan semua persamaan integral dalam Tabel 4.1.
Sebutan dalam tabel akan mengikuti P.K Banerjee, untuk BEM langsung (DBEM) dan (IBEM)
tidak langsung, dan untuk metode potensial dengan penggunaan satu lapisan "sederhana"
(SLPM) dan lapisan ganda (ganda) (DLPM).

Dengan menganalisis Tabel 4.1, pertama-tama kita akan mencatat bahwa persamaan
integral dengan kernel G, (p, q) dan G,(p, q) bersifat singular karena elemen-elemen kernel
ini memiliki fitur khusus orde kedua. Persamaan jenis kedua ini paling mudah untuk
perhitungan.

Persamaan integral dengan kernel G,(p,q)adalah persamaan reguler tetapi
kekurangannya adalah kenyataan bahwa persamaan tersebut adalah persamaan jenis
pertama, dan kita mengalami masalah keberlanjutan (stabilitas) prosedur komputasional
ketika menyelesaikannya. Untuk studi terperinci tentang solvabilitas prosedur komputasional
yang diberikan dalam Tabel 4.1.

Tabel 4.1 Tipe Dasar BIE pada Masalah Spasial Teori Elastisitas

Penjumlahan Keteraturan Jenis Analogi
LompatkeI’ Masalah Persamaan
Kernel kesamaan persamaan dengan BEM
Au=0 [ AT, u(p) G(p,q) Reguler Pertama SLPM, IBEM
AT, u+0 Il AT, u(p) Gp(P, q) Single Kedua LPM, MEM
Au+0 [ Au(p) Gq(0, @) Single Kedua DLPM, IBEM
AT,u=0 Il Au(p) Gap (0, ) Reguler Pertama -
Au+0 I [T, ul*(p) G,(p, @) Single Kedua -
AT, u+0 I ut(p) Gq(p,q) Single Kedua LIBEM

Dimana:

SLPM — Metode Potensial Lapisan Sederhana; IBEM — Metode Elemen Batas Tidak Langsung;

DLPM — Metode Potensial Lapisan Ganda; DBEM — Metode Elemen Batas Langsung
Permasalahan fundamental internal pertama dan kedua eksternal dapat dipecahkan

dan memiliki satu solusi. Permasalahan internal kedua memiliki solusi, yang ditentukan dengan

akurasi hingga vektor perpindahan kaku ketika dan hanya Ketika f(p) ortogonal terhadap

vektor-vektor ini. Persamaan integral dipertimbangkan dalam Tabel 4.1. L.G. Petrosian
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digunakan secara luas dalam BEM dan metode potensial. Hanya dua jenis persamaan, yang
tabelnya tidak menunjukkan analogi dengan metode lain, tidak memiliki penggunaan praktis.

Hal ini dapat dijelaskan oleh fakta bahwa persamaan tersebut mengandung kernel
Gqp(p,q) yang memiliki komponen singular, dan juga oleh fakta bahwa persamaan yang
ditunjukkan tidak memiliki keunggulan dibandingkan persamaan lain, khususnya persamaan
Kupradze B.D. (Baris kedua dan ketiga Tabel 4.1).

Hubungan persamaan integral yang dianalisis dengan metode klasik mekanika struktur
menarik bagi kami. Dua metode dasar mekanika struktur adalah metode gaya dan metode
perpindahan. Selama penerapan metode ini, sistem mekanik tertentu digantikan dengan
sistem lain atau serangkaian sistem lain, sebagai aturan, subsistem yang agak sederhana, yang
perhitungannya tidak menimbulkan kesulitan. Sistem baru ini atau serangkaian subsistem,
yang diperoleh dengan pemecahan tertentu dari sistem tertentu, disebut sistem primer.

Meskipun interpretasi tradisional metode gaya dan perpindahan, yang diterima dalam
kursus klasik mekanika struktur, agak berbeda, namun, adalah mungkin untuk menemukan arti
dari metode gaya dan perpindahan dalam menemukan gaya tersebut (oleh gaya dan momen)
atau dampak kinematik (oleh perpindahan linier dan sudut), yang mengubah sistem primer
atau bagiannya menjadi sistem tertentu. Perlu dicatat bahwa dalam kasus metode gaya, yang
tidak diketahui adalah faktor gaya dan persamaan kanonik adalah kondisi kontinuitas
perpindahan. Dalam kasus metode perpindahan, yang tidak diketahui adalah faktor kinematik
dan persamaan kanonik mengungkapkan kondisi keseimbangan simpul sistem yang sesuai.

Metode campuran mekanika struktural didasarkan pada pemilihan yang tidak diketahui
yang berbeda (gaya atau kinematik) di bagian sistem yang berbeda. Pola serupa terjadi saat
memecahkan masalah teori elastisitas menggunakan metode yang diberikan. Ini ditunjukkan
dengan jelas dalam Tabel 4.1. Jadi, dalam IBEM dan metode potensial (dengan penggunaan
potensial satu lapisan "sederhana"), yang tidak diketahui adalah tegangan pada domain batas
(AT, u), dan kondisi kontinuitas perpindahan dimungkinkan dengan mengasumsikan Au = 0.
Oleh karena itu, metode ini mirip dengan metode gaya. Dalam hal ini, persamaan integral jenis
pertama adalah analog dari persamaan kanonik dan kernel G(p, q) analog dengan matriks
perpindahan satuan. Sejauh menyangkut persamaan integral jenis kedua, persamaan tersebut
tidak umum dalam metode mekanika struktural, yang berkaitan dengan kerusakan suatu
sistem, dan jauh lebih umum ketika sistem yang diperluas dipertimbangkan.

Pemilihan perpindahan yang tidak diketahui sesuai dengan metode potensial ketika
potensial lapisan ganda dan kondisi kontinuitas digunakan untuk tegangan (AT,,u = 0). Dalam
kasus ini, kernel G pqg adalah analog dari matriks kekakuan atau reaksi satuan. Dalam kasus ini
kita memiliki analog dari metode perpindahan. Dalam kedua kasus, seluruh ruang dipilih
sebagai sistem primer.

Pilihan berbagai dampak (pengaruh) yang tidak diketahui pada berbagai bagian batas
sesuai dengan metode campuran mekanika struktural. Dua persamaan terakhir dari Tabel 4.1
berdiri di samping, salah satunya adalah dasar BEM langsung. Persamaan ini dibangun
berdasarkan asumsi bahwa di bagian batas, gaya dan faktor kinematik diterima sebagai tidak
diketahui.
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BAB 5
METODE SPEKTRAL ELEMEN BATAS (SMBE)

Dengan menggunakan pendekatan untuk konstruksi persamaan batas umum yang
dijelaskan dalam Bab 4, dalam Bab 5 ini kami merumuskan jenis baru metode elemen batas —
Metode Spektral Elemen Batas (SMBE). SMBE dibangun atas dasar metode umum
transformasi integral, dan dalam pengertian ini, SMBE sesuai dengan skema umum untuk
memperoleh persamaan integral batas dari berbagai jenis, yang dijelaskan dalam buku ini. Bab
ini menyajikan SMBE dalam masalah satu dimensi dan multidimensi.

Berbagai skema metode elemen batas untuk masalah multidimensi dipertimbangkan.
Pertama, persamaan integral metode elemen batas dipertimbangkan dalam kaitannya dengan
solusi masalah spasial teori elastisitas, kemudian metode umum untuk membangun
persamaan batas dalam lompatan diberikan. Selanjutnya, kami mengusulkan SMBE yang
didasarkan pada dekomposisi (ekspansi) operator diferensial dalam domain yang diperluas.
Khususnya, untuk tujuan ini transformasi Fourier dan Hankel, serta dekomposisi (ekspansi)
fungsi balok yang diterapkan secara luas dalam mekanika struktur, dapat digunakan.

5.1 SMBE DALAM MASALAH SATU DIMENSI

Bab 5 mengkaji Metode Spektral Elemen Batas (SMBE) dalam masalah satu dimensi
dan multidimensi. Penggunaan dekomposisi spektral dalam domain yang diperluas, dan dalam
persamaan masalah nilai batas, seperti yang akan ditunjukkan di bawah ini, mengarah pada
persamaan batas.

SMBE yang diusulkan dapat dianggap sebagai pengembangan lebih lanjut dari metode
transformasi integral umum tanpa membangun fungsi Green atau dengan ekstraksi
representasi spektralnya dalam proses transisi ke persamaan batas. SMBE adalah analog
spektral langsung (analog) dari metode transformasi delta.

Penerapan SMBE untuk penyelesaian masalah multidimensi mudah ditunjukkan
dengan contoh penyelesaian persamaan Helmholtz heterogen (tidak homogen). SMBE, yang
didasarkan pada perluasan operator diferensial yang mempertimbangkan domain yang
diperluas, diusulkan. Secara khusus, untuk tujuan ini, transformasi Fourier dan Hankel, serta
perluasan fungsi balok yang banyak digunakan dalam mekanika struktural, dapat digunakan.
Masalah yang dijelaskan oleh sistem persamaan integro-diferensial diperiksa.

Sebagai contoh, masalah kontak untuk struktur bidang dengan kondisi tegangan-
regangan dalam domain tertentu dijelaskan oleh operator diferensial linier, beberapa kondisi
batas yang diberikan, dan kondisi kontak dengan media yang mengalami deformasi linier.
Penerapan SMBE pada osilasi pelat pada pondasi elastis diperiksa. Karena Bagian 3.3
menunjukkan penerapan transformasi integral umum untuk memecahkan masalah nilai batas
ketika fungsi eigen operator yang dekat dengan operator masalah digunakan sebagai kernel
yang direduksi menjadi persamaan batas, kita memiliki satu dimensionalitas lebih sedikit
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daripada persamaan keseimbangan atau gerak awal (asli). Dalam Bab 3 dan 4, berbagai
generalisasi transformasi integral yang terkait dengan penggunaan transformasi klasik dalam
domain non-kanonik dan dengan kondisi batas non-kanonik, serta transformasi dengan kernel
dekat dan kernel non-ortogonal dipertimbangkan.

Di bawah ini, metode membangun persamaan integral dan aljabar batas berdasarkan
transformasi integral umum akan disajikan secara rinci. Mengikuti G.Y. Popov, kita akan
memeriksa dekomposisi ortogonal dan biortogonal pada fungsi eigen operator dekat.
Beberapa perluasan metode ini, yang merupakan analog spektral dari Metode Elemen Batas
(BEM) dan metode transformasi delta, diberikan.

Jadi, kita akan menyebut metode ini SMBE. Inti dari SMBE untuk masalah satu dimensi,
yang disajikan secara singkat dalam Bab 1, terdiri dari membangun persamaan batas, bukan
dengan bantuan fungsi Green, tetapi berdasarkan dekomposisi spektral operator diferensial
yang dipertimbangkan dalam area (domain) yang diperluas. Secara khusus, untuk tujuan ini,
transformasi Fourier dan Hankel, bersama dengan dekomposisi yang banyak digunakan dalam
mekanika struktural pada fungsi balok, dapat digunakan. Metode spektral sangat nyaman
ketika membangun fungsi Green rumit atau dapat dilakukan hanya dengan bantuan
dekomposisi terintegrasi atau diskrit.

Dalam bentuk umum, persamaan batas SMBE untuk masalah satu dimensi mengambil
bentuk (3.3.42) dan mengandung dua kali lebih banyak lompatan yang tidak diketahui
daripada kondisi batas yang tersedia untuk penentuannya. Bergantung pada pilihan lompatan
ini, seperti dalam kasus metode transformasi delta, kita akan memperoleh analog spektral dari
metode langsung dan tidak langsung dari elemen batas. Secara khusus, jika kita berasumsi
bahwa lompatan dari semua bentuk diferensial, yang mengandung turunan hingga orde ke-n
sama dengan nol, maka pendekatan ini akan setara dengan metode tidak langsung BEM atau
metode potensial dengan multiplisitas lebih rendah yang sesuai dengan dampak gaya (untuk
persamaan lapisan tunggal orde kedua, "sederhana").

Tetapi jika kita berasumsi bahwa lompatan dari bentuk diferensial, yang mengandung
turunan orde lebih tinggi dari n — 1, sama dengan nol, maka kita akan memperoleh analog
dari metode potensial dengan penggunaan lapisan dengan multiplisitas tertinggi (untuk
persamaan lapisan ganda orde kedua). Dengan retensi semua lompatan, perlu untuk
menggunakan kondisi tambahan, misalnya, menyamakan perpindahan keluar dari interval

(a, b), dengan nol, memastikan, misalnya, perpindahan keluar dari interval (a, b), sama
dengan nol, yang memberikan satu-satunya solusi dari masalah.

Dalam kasus ini, SMBE setara dengan metode langsung elemen batas atau metode
Persamaan Integral Batas (BIE). Untuk tujuan kejelasan, mari kita ilustrasikan skema metode
spektral untuk memecahkan masalah model yang paling sederhana; khususnya, kita akan
mempertimbangkan masalah yang dijelaskan dalam Bagian 3.1, dengan balok bebas bengkok
pada pondasi Winkler elastis. Kondisi batas dapat ditulis sebagai:

y”(+0) — ylll(+0) — O' yll(l _ 0) — ylll(l _ 0) — 0 (511)
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Selain itu, kita akan mengasumsikan perpindahan balok, bersama dengan tiga turunan
pertama sama dengan nol pada tak terhingga. Untuk menyelesaikan persamaan dalam (3.1.13)
dengan kondisi batas (5.1.1), kita akan menggunakan transformasi Fourier. Untuk tujuan ini,
kita akan memperpanjang y(x) dan q(x) ke seluruh sumbu dan akan melanjutkan di bagian

kiri dan kanan persamaan ke transformasi Fourier. Setelah perkalian (3.1.13) dengan %eif"

dan integrasi, kita akan memperoleh:

(EIE* + kY ()

_ _ E i s 124 _ 2 ! 3 1
=Q(®) NiT [Ay™" (x) — i8AY" (x) — & Ay'(x) + i€ Ay(X)]o,

Dimana

Y(§) = y (x)e®dx; Q) = q (x)e®* dx.

1 j 1 .[
V2m V21
— 00 — 00
Mirip dengan metode transformasi delta, dan transformasi hijau, di sini kita memiliki dua kali
lebih banyak lompatan yang tidak diketahui sebagai kondisi batas (delapan lompatan yang
tidak diketahui dengan empat kondisi batas (5.1.1). Oleh karena itu, ada varian kelanjutan
fungsi y (x) ke seluruh sumbu. Kita akan mempertimbangkan dua kasus pilihan lompatan
berikut:

1. Mari kita asumsikan bahwa perpindahan dan sudut rotasi di penampang x = 0 dan

= [ dari balok tak terbatas, dalam domainnya yang diperluas, adalah kontinu.

Pembebanan dicapai dengan faktor gaya (gaya dan momen). Dalam hal ini A y(0) =
Ay'(0) = Ay(1) =Ay'(1) = 0 dan

Q (§) — (Qo — My — Q1 + i§M;)1N2m

(5.1.2)
EI¢E* + k

Y$) =

di mana M,, M;, Q,, dan Q; — lonjakan momen dan gaya geser di bagian tengah dan
di bagian x = I. Dengan menggunakan rumus inversi kita peroleh:

y(x) = y,(x) — Ql) J cosExd§ (Mo —M,) [ Esinéxdg (5.1.3)
—Jq

El*+k  n EIE* + k
0

Dimana
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o - " Q (§)e¥¥dg
Yot = o EIE* + k

— 00

adalah perpindahan balok tak terhingga akibat beban g(x). Kita akan memperoleh
persamaan batas, yang memenuhi kondisi (5.1.1)

o 2 [ [

yy(1)+ lim 0[(00; Q1) : EZECIc;g?aissf N (M07—T M) 0°° g'; S}igff_d,:g
=0,

)+ lim [(Qo; Q) 0°° Ezs}glfidkstr (MO; M) 0°° 54;?? iSE
=0,

yy(1)+ lim 0[(%; Q1) : f;j;rifidsf N (Mo; M) 000 E;Zigiisg

=0,

Untuk perhitungan integral pada persamaan batas (5.1.4), perlu diperhatikan bahwa
dengan q (x) = §(x),dan M, = Q, = 0, penyelesaian (5.1.3) memberikan ekspresi
fungsi Green terhadap permasalahan balok tak terhingga.

c B 1 Oocos Exdé
o(x) = —EI€4 e (5.1.5)

n
akan memperoleh turunan fungsi Green G, (x) =;;—n G(x), dengan diferensiasi

formal:

Esm Exdé&

G,(x) = E1§4 — (5.1.6)
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G, () = 1 [ écos Exdé

w) EIf*+k’
0
&sin Exdé
G3(x) = — fEI€4+k,
Gu(x) = l Ecos Exdé

m ) EIé*+k°
0

Integral, yang merepresentasikan fungsi G5 (x) dan G, (x) tersebar dan tidak ada dalam
pengertian klasik. Oleh karena itu, fungsi-fungsi tersebut harus dipahami sebagai
fungsi-fungsi umum, yang pada umumnya terdiri dari komponen-komponen regular
dan irregular. Integral terakhir ditransformasikan sebagai berikut:

1 [ 4cos Exdf f (EIE* + k — k) cos Exdé
n) EIE*+k  mEI EIE* + k
0

k jo cos Exdé&

cossxdS = ol | Eledrk
0 0

nEl

Dari teori fungsi umum [2] diketahui bahwa

(o]

J coséxdé = nd(x) (5.1.7)
‘ sin fx

J = —SLgnx (5.1.8)
0

Dengan mengalikan dan kemudian membagi ekspresi integran dalam (5.1.7) dan (5.1.8)
dengan EI¢* + k, kita akan menemukan

4
G; (x) = % signxe **lcosax,

(5.1.19)

_ 1 _ 1 A x| ]
G; (x) = I [6(x) — kGy(x)] = El [d(x) - e (cosAx + Slnlx)]

Pemenuhan lebih lanjut dari kondisi batas dengan hanya memperhitungkan komponen
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reguler G4(x), mengarah ke persamaan batas, yang mirip dengan persamaan metode
transformasi delta yang dipertimbangkan dalam Bagian 3.4, dan juga persamaan
metode tidak langsung elemen batas. Perlu dicatat bahwa masalah peningkatan
konvergensi integral tipe (5.1.6), dan integral serupa, yang ditemui dalam masalah
dekat untuk balok, yang terletak di atas dasar yang mengalami deformasi linier, telah
dipertimbangkan oleh banyak penulis,

2. Mari kita asumsikan bahwa faktor gaya Ay’ (0) = Ay"’(0) = 0 pada penampang x =
(0), dan x = (1) bersifat kontinu, dan tumbukan kinematic Ay(0) # 0,Ay’(0) #
0 diterapkan. Dalam kasus ini

EIS* + k
di mana y,, y1, 9o dan @, — adalah lompatan perpindahan dan sudut rotasi pada
penampang x = 0,x = [ Dengan inversi (5.1.10), dan dengan mempertimbangkan
(5.1.6), kita akan memperoleh:

o — y1) (Po — 91)

Y0 =3 () = S G () +

G,(x) (5.1.11)

Penyerahan lebih lanjut (5.1.11) ke dalam (5.1.1) dengan menggunakan transisi
pembatas memberikan

Yy )+ Jim |~ 260 + =G () | = 0

Y+ Jim |- P26 00 + =6 () | =0,
(5.1.12)

vy )+ lim [~ 222640 + =6 ) | =0

Yy W+ lim | PG () + T 60 | = 0

Integral dalam ekspresi (5.1.12) dapat ditransformasikan sama seperti integral G4 (x) dalam
(5.1.6). Secara khusus:
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6y = 2 [ ESsinéxdé 1 ff (EIE* + k — k)sinxdE
sWET ) EIlEt vk wEl EIE* + k
0 0

~ mEl dx coséxds
0

N k d j‘ocosfxdf () —kG'(x)

nEl dx ) EIE*+k El

0

Dengan menurunkan komponen singular fungsi delta dan turunannya, kita akan
memperoleh persamaan batas bertipe (3.4.26)

5.2 METODE SPEKTRAL ELEMEN BATAS (SMBE) DALAM MASALAH MULTIDIMENSI

SMBE dapat dibangun berdasarkan skema umum, yang digunakan sebelumnya dalam
bab ini untuk derivasi rumus metode umum elemen batas. Akan tetapi, jika untuk derivasi
metode umum elemen batas tersebut kita menggunakan transformasi delta, maka dalam
SMBE kita akan menggunakan transformasi integral apa pun dengan kernel ortogonal. Sebagai
kernel transformasi, biasanya dipilih fungsi eigen dari sistem primer, yaitu, wilayah yang
diperluas, dengan mempertimbangkan kondisi solusi berkelanjutan melalui batas.

Mari kita periksa masalah nilai batas yang sama (4.2.32) dalam ruang tiga dimensi R
dengan asumsi operator diferensial L, yang diterima dalam Bagian 4.2. Kita akan melakukan
perluasan domain yang sama ke ( dan mendefinisikan kondisi batas (4.2.34) pada batas
domain I'* yang diperluas, yaitu mencari solusi yang memenuhi persamaan (4.2.32) di ) dan
kondisi batas (4.2.34) pada batasnya. Pada saat yang sama, kita akan memilih sistem
sembarang fungsi eigen operator L di () yang memenuhi persamaan L , = A, dan kondisi
(4.2.34).

Sistem ini dapat bersifat diskrit, jika spektrum operator L di Q bersifat diskrit, dan
kontinu dengan spektrum kontinu. Secara khusus, jika wilayah Q terbatas, maka spektrumnya
diskrit, dan fungsi eigen membentuk himpunan yang jumlahnya tak terhingga. Dekomposisi
fungsi eigen, dalam kasus ini, memiliki bentuk deret. Jika domain Q tidak terbatas, maka
spektrum operator L bersifat kontinu (dalam tugas dinamis dengan massa kontinu), dan
dekomposisi pada fungsi eigen memiliki modus integral (bentuk, bentuk), karakteristik untuk
transformasi integral klasik. Rumus ganda, yang menentukan dekomposisi fungsi eigen dalam
kasus umum, dapat ditulis sebagai berikut:

F(A) = f f @e4,p)dQ,; (5.2.1)
QO
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(00]

F(p) = f F (Do p)dr(h),

— 00

dimana t(4) — fungsidistribusi spektral, yang memastikan standardisasi fungsi eigen.
Jika L — adalah domain tak terbatas dan 7t (4) — berkelanjutan, maka fungsi eigen
menghasilkan transformasi integral dengan batas tak terhingga yaitu, dekomposisi integral.
Dalam kasus domain terbatas (terkendala) £, fungsi distribusi spektral T (1) — adalah fungsi
langkah dengan lompatan dalam himpunan nilai eigen yang dapat dihitung A;. Dalam hal ini,
transformasi integral dengan batas hingga setara dengan rumus dekomposisi dalam deret
dalam hal fungsi eigen

Jf ¢ (4, p)dQ

ZF o (A, p)Ti

di mana t; pengganda normalisasi, muncul sebagai koefisien dengan fungsi-delta, yang muncul

(5.2.2)

dari diferensiasi fungsi Langkah 7(1). Dengan menggeneralisasikan masalah dan
menghilangkan dua kasus dasar, ketika domain Q tidak terbatas atau final, kita akan
menggunakan transformasi integral tunggal, yang ditentukan oleh rumus dalam (5.2.2),
dengan mengingat bahwa transformasi integral ini mencakup kedua kasus, dan domain
terbatas, dengan mengambil T (1) sebagai fungsi lompatan. Mari kita lakukan transformasi
integral dengan kernel ¢ (4, p) dalam domain yang diperluas. Kita akan mengalikan sisi kiri
dan kanan persamaan (4.2.32) dengan ¢ (4, p) dan mengintegrasikan seluruh domain ()

[o(2p)- Lu(p)ag, =0 523)

Mari kita gunakan rumus Green yang lebih umum (4.2.33), kita memperoleh:

Alu(p)o(A,p)de, _[ _[ j[Mu(p No(A, p)

5 LA (5.2.4)

~M@ (A, p)Nu(p)]dr,.

Karena dan memenuhi syarat batas yang sama pada u dan ¢, maka integral pada I'*
menghilang. Hasilnya, kita sampai pada rumus:
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20 (3)= [[AMu(p)- No (A, p)- ANu(p)- M (2, p)]dT,, (5.2.5)

r

e

dimana U(A) adalah transforman (transform, transformer)

ju A, p)dQ,.

Untuk menentukan (5.2.5) perlu, seperti dalam metode transformasi delta, untuk memilih
“sistem primer,” dalam hal ini, sistem aksi batas. Mari kita asumsikan, misalnya, seperti dalam
Bagian 4.2 bahwa M =1, N =1, dan AMu(p) = Alu (p) = 0 dengan p € I'. Maka kita akan
memiliki

U(A)=-A" IJ.AI:; )-1g(A, p)dl,, (5.2.6)

dimana menurut rumus inversi (5.2.1) kita memperoleh:

- [alu(a) [ 2710 (2.0)- 0 (. p)az (), 527)

Di sini diasumsikan bahwa operasi integrasi pada g dan A dapat diubah. Keadaan ini dipastikan
dalam kasus yang diperlukan dengan interpretasi integral yang diperoleh dalam arti fungsi
umum. Menggunakan skema umum (umum)

Iu (P);L’“ J.&Iu J.A "o(L.q)-19(2, p)dr(A)dl ,,

di mana, dengan menggunakan kondisi batas (4.2.32), kita memperoleh persamaan integral
jenis pertama, dengan memperhitungkan bahwa Alu(p) = 0 (p €I

jﬂfu(Q) Tl‘ll@(l,t?)-!GO(?L,p)dT(f’L)de =—f(p) (523

Namun jika kondisi batas (4.2.40) diberikan pada perbatasan domain D*, maka dengan
menggunakan operasi yang serupa, yaitu dengan mengekstraksi ekspresi untuk dan untuk
lu*(p) dan Iu~(p) dengan meringkasnya, kita akan memperoleh persamaan integral jenis
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kedua:
%Afu(p)—.'.zﬁfu(q) [x10(2.0) To (4, D)z (), = 1(p). 629
T —oo

Persamaan integral (5.2.8) dan (5.2.9) sepenuhnya setara dengan persamaan dalam (4.2.39)
dan (4.2.43) karena mereka memiliki kernel yang identik (sama). Mendefinisikan fungsi Green
sebagai solusi persamaan

LG(q,p)=8(q,p) (5.2.10)

dan menerapkan transformasi dengan kernel ke (5.2.10), kita memperoleh:
J.qo(l,p)LG(q,p)de =(4.q).
()]

Dengan menggunakan fungsi Hijau (4.2.33), kita akan menemukan

jc(g, P)o(A.p)dQ, = 179 (A.q). (5.2.11)
()]

Mari kita perhatikan bahwa integral pada batas I' dan I'* dalam (5.2.11) tidak muncul, karena
bentuk diferensial dari G dan ¢ kontinu pada, dan kedua fungsi memenuhi syarat batas yang
sama pada I'*. Dengan menginversikan rumus (5.2.11) dengan bantuan (5.2.1), kita akan
menemukan:

G(q.p)= jﬂ‘lﬁo(iap)-ﬁo(lmdf(ﬂ)- (5.2.12)

Akibatnya,

jl_lkp(ﬂ., p) ' ’(P(’L Q)df (‘1) = quG(q_, p)a

[ 710 (2. p) 19 (A.0) e (1) =1,4,6 (4.,

menyediakan kesetaraan persamaan (5.2.8), (5.2.9) dan (4.2.39), (4.2.43). Jadi, dalam kasus-
kasus ketika fungsi Green dari masalah yang diberikan tidak diketahui, lebih mudah untuk
menerapkan SMBE. Lebih jauh, SMBM memungkinkan untuk memperoleh persamaan integral
lainnya, dibandingkan dengan BEM biasa. Jadi, penunjukan dalam (5.2.8)

[atu(a)t9(2.q)ar, = R(2).
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kita sampai pada persamaan integral

J.R(?L)K(,l, p)dr(A)=—f(p). (peT*), G213
dengan kernel -

K(A,p)=A"o(A,p),

dan fungsi yang tidak diketahui R (A)l. Setelah menentukan R(A), kita akan mencari
penyelesaian masalah dengan rumus

u(p)=- [R(A)A (2, p)dr (1),

Persamaan serupa dapat diperoleh dengan asumsi ANu(p) = Alu(p) = 0, (p € ') Dari (5.2.5)
kita peroleh:

U(A)= 1" jam( p) To(A.p)dr,.

dan, menurut rumus inversi (5.2.1)
u(p)= J.M“(q) J.?flfco (A,q)-@(A, p)dr(L)dT,.  (5.2.14)
r —ca

Dengan mendefinisikan operasi lu™ (p) dan lu™ (p) dan dengan mempertimbangkan kondisi
batas dalam (4.2.32), kita akan memperoleh persamaan integral jenis kedua, seperti di atas.

Alu(p)+ jm'u () jl“?fp(i,q) (4, p)de(2)dTy = f(p). (5:2.15)

—oa

Jika suatu kondisi batas berbentuk (4.2.40), maka dengan menentukan operasi
lu*(p) dan iu‘(p) kita akan memperoleh persamaan integral jenis pertama sebagai hasil
transformasi sederhana.

jﬁlu(q) J}l_ll_qo(i,q)-fgo(l, p)dr(A)dT, = f(p). (.216)
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Persamaan integral (5.2.16) juga dapat disederhanakan menjadi bentuk:

J.E(A)II’(,L p)dr(i)=f(p), (peT*), (5.2.17)

Dimana

K(A.p)=2"19(4,p).

Akhirnya, dengan asumsi, seperti yang kita lakukan dalam kasus transformasi delta, bahwa
AMu(p) = ANu (p) # 0, (p € T') yaitu perpanjangan fungsi vektor u(p) dengan nol di D™,
kita dapat memperoleh satu jenis persamaan integral tambahan, analog dengan BIEM dalam
BEM spektral. Jelas bahwa dalam kasus ini

AMu(p)= Mu" (p), ANu(p)= Nu*(p).

Dengan membalikkan rumus (5.2.5) dan mengubah urutan integrasi, kita memperoleh
representasi spektral u(p) melalui bentuk batas, mirip dengan BIEM standar:

u(p)= j[Mu+(q) J.R“Ncﬂ(&q)- ¢(A.p)dr(A)
r N (5.2.18)
— Nu*(q) jl“Mcﬂ (4.9)- ¢ (A, p)dz(A)dry,(p € D¥)

Jika kondisi batas Mu™ (p) = lu*(p) = f(p) ditetapkan pada perbatasan, maka dari (5.2.18),
setelah mengambil operasi [ pada sisi kiri dan kanan persamaan dan membiarkan p mendekati
perbatasan I'* dari dalam domain D*, kita memperoleh persamaan integral jenis pertama:

J'T;ﬁ () .[A_]lqa(ﬂ,q]-.fqo(k, p)dt(A)dT, =F(p), (5219
T —oo

Dimana
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F(p)= [£(a) [#'To(20)o( p)dr(A)ar, - 1 ().

Persamaan integral jenis kedua dapat diperoleh jika kita melakukan operasi N = I, dan menuju
ke nilai limit p pada batas I'* di sisi kiri dan kanan persamaan (5.2.18)

j;‘m (q) J.ﬁ._llqo (L) T (A, p)dr(2)dT, +Tu* (p)=Fi(p), (5.2.20)

Dimana

Fi(p)= J.f(p) Ti_lt'fp(i,f;»‘)?ﬁo(l,p)a’f(l)ﬂ'rq-

Persamaan serupa dapat diperoleh ketika bentuk batas Nu®™ = f(p) diberikan pada
perbatasan. Perlu dicatat bahwa karena rumus (5.2.18) diperoleh dengan asumsi bahwa
u(p) = 0,p € D~ , persamaan di bawah ini mengikuti langsung dari usulan ini.

[ M () [No(1.0)0(2. p)az (2,

_ J' Nu* (q) J.th(»l,c?)q?(ia p)dt(2)dT,, (peD”)

Salah satu bentuk Mu*, Nu* diasumsikan diketahui. Bentuk lainnya ditulis sebagai persamaan,
yang merupakan analog spektral dari persamaan fungsional V.D. Kupradzek . Satu modifikasi
tambahan dari BEM spektral (SMBM) dapat dibangun dengan asumsi bahwa

AMu(p)= ANu(p)=0, (pe F*]

dan susunan gangguan eksternal, menentukan lompatan bentuk diferensial di luar domain
D*dan batasnya T, yaitu, di dalam batas domain D~. Dalam kasus seperti itu, seperti yang
ditunjukkan di atas, persamaan integral akan teratur; namun, memperoleh persamaan integral
jenis kedua di sini tidak mungkin. Asumsikan bahwa tindakan eksternal (beban kompensasi)
diterapkan pada kontur S. Mengganti batas I' dengan kontur S dalam rumus yang diberikan di
atas, kita akan memperoleh:
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u(p)= [ u() [ No(Lq)- 0 (A p)dz(2)
S oo (5.2.21)

o0

— ANu(q) quJ (A.9) @ (A, p)dr (/’L)]dSq,

Selanjutnya, kita dapat memilih n dari berbagai lompatan pada S dan memenubhi syarat batas
dari masalah tersebut. Hasilnya, kita memperoleh persamaan integral jenis pertama, yang khas
untuk metode kompensasi beban, ketika beban ini diterapkan di luar kontur. Dengan demikian,
kita memperoleh dua jenis persamaan integral dari SMBE. Jenis persamaan pertama dicirikan
oleh fakta bahwa persamaan ini adalah analog spektral dari BIE karena kernelnya adalah
dekomposisi spektral dari fungsi Green yang sesuai.

Persamaan ini dapat digunakan dalam kasus-kasus ketika konstruksi eksplisit fungsi
Green mengalami kesulitan komputasi. Jenis persamaan integral lainnya tidak memiliki analog
di antara BIE. Keadaan yang signifikan, dalam kasus ini, adalah bahwa integrasi dalam
persamaan tersebut terjadi bukan di atas permukaan batas (lengkung) I, tetapi di sepanjang
sumbu spectral A. Contoh karakteristik penggunaan SMBE adalah penerapan transformasi
Fourier dalam transformasi Cartesian atau Fourier-Hankel dalam koordinat silinder.
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BAB 6
STRUKTUR PADA PONDASI ELASTIS

Bab 6 memberikan gambaran umum dan latar belakang penelitian dasar dan analisis
struktur pada pondasi elastis. Sebagai contoh, masalah kontak untuk struktur bidang
dipertimbangkan, keadaan tegangan-regangan yang dalam domain tertentu dijelaskan oleh
operator diferensial parsial linier, dengan kondisi batas dan kondisi kontak yang diberikan
dengan media yang dapat dideformasi secara linier. Selanjutnya, untuk menggambarkan
penerapan metode spektral elemen batas (SMBE) pada penyelesaian masalah dinamis, kami
mempertimbangkan getaran pelat sembarang yang terletak di atas alas Winkler dan di bawah
pengaruh beban.

Penerapan transformasi integral dengan kernel eksponensial-trigonometri ditunjukkan
dalam contoh perhitungan struktur pada alas elastis. Pertama, masalah statik lentur balok
semi-tak terhingga yang terletak di atas pondasi Winkler elastis dianalisis, dan kemudian
perhitungan dinamis balok semi-tak terhingga dipertimbangkan. Kami menunjukkan bahwa
transformasi integral dengan kernel eksponensial-trigonometri juga dapat digunakan untuk
pembengkokan dan osilasi pelat beton bertulang yang terletak di atas pondasi elastis.

6.1 PENDAHULUAN

Struktur pada pondasi elastis tersebar luas dalam konstruksi industri, sipil, transportasi,
dan energi. Struktur pada pondasi elastis telah mendapat perhatian besar karena
penerapannya yang luas dalam banyak disiplin ilmu teknik. Karena interaksi antara pondasi
struktural dan tanah pendukung sangat penting dalam banyak aplikasi teknik, sejumlah besar
penelitian telah dilakukan untuk menyempurnakan metode perhitungannya.

Peningkatan metode ini merupakan tugas penting karena keputusan sering dibuat
selama proses desain struktural yang mengakibatkan cadangan kekuatan dan kekakuan yang
tidak perlu atau, di sisi lain, dapat menyebabkan pengurangan sumber daya atau kerusakan
konstruksi di bawah aksi beban eksternal.

Banyak penelitian telah berupaya menemukan representasi yang mudah dari perilaku
fisik komponen struktural nyata yang ditopang oleh fondasi. Ada beberapa model fondasi
praktis serta formulasi matematika yang tepat. Berbagai macam masalah teknik, seperti balok
dan pelat, telah dipecahkan secara numerik dengan metode elemen hingga dan elemen batas
(BEM).

Metode analisis balok pada fondasi elastis dibuat oleh Tiwari dan Kuppa. Respons balok
pada fondasi elastis (BOEF) di bawah beban statis dan dinamis dipelajari. Model fondasi
didasarkan pada hipotesis Winkler. Winkler mengasumsikan model fondasi terdiri dari sistem
pegas linier independen yang berjarak dekat. Menurut idealisasi Winkler, deformasi dasar
akibat beban yang diberikan terbatas pada daerah yang dibebani saja. Masalah mendasar
dengan menggunakan model ini adalah kegagalannya untuk memperhitungkan koherensi
tanah. Makalah ini menyajikan berbagai metode untuk menangani analisis balok pada fondasi
elastis yang dikenai beban titik dalam arah melintang.

152



Analisis Struktur Pondasi Elastis — Dr. Ir. Agus Wibowo, M.Kom, M.Si, MM.

Contoh masalah diselesaikan menggunakan paket elemen hingga ANSYS. Metode
analisis balok pada pondasi elastis dipelajari. Metode elemen hingga untuk analisis statis dan
dinamis balok disediakan. Contoh diambil dan diselesaikan untuk pembebanan statis dan
dinamis. Hasilnya menunjukkan perilaku balok pada pondasi elastis saat dikenai beban dengan
variasi spasial dan temporal. Ini memberikan dasar yang baik untuk mempelajari struktur pada
pondasi kontinu.

Prosedur numerik diterapkan untuk analisis numerik lendutan statis balok tak
terhingga pada pondasi elastis nonlinier. Model pegas satu arah digunakan untuk pemodelan
pondasi elastis nonlinier penuh. Prosedur nonlinier melibatkan teknik fungsi Green dan
metode iteratif menggunakan koefisien pegas semu. Kelayakan prosedur numerik ditunjukkan
dengan menunjukkan validitas solusi dan uji konvergensi dengan beberapa beban eksternal.

Pelat dan tangki pada pondasi elastis sebagai penerapan metode elemen. Penulis
menjelaskan bahwa dalam kasus medium Boussinesq, solusinya dicari secara matematis dan
dalam kasus medium Winkler, solusinya ditemukan secara analitis. Masalah pelat dan tangki
yang bertumpu pada kontinum elastis semi-tak terbatas (tipe Boussinesq) atau pada pegas
individual (tipe Winkler) dipecahkan menggunakan metode elemen hingga.

Model struktur sederhana baru dan persamaan yang mengaturnya untuk balok pada
pondasi elastis dengan kopling elastis. Sistem pemodelan ini sederhana tetapi sesuai untuk
desain struktur awal struktur balok apung terendam skala besar yang ditambatkan oleh kaki
tegangan yang diberi jarak pada interval seragam di sepanjang balok. Model ini sebenarnya
untuk balok pada tumpuan elastis diskrit daripada pada pondasi elastis kontinu.

Oleh karena itu, persamaan yang mengatur didasarkan pada kalkulus beda hingga dan
solusi untuk balok pada tumpuan elastis diskrit dengan kopling elastisitas juga diusulkan.
Untuk memperjelas batas penerapan model yang diusulkan, kesetaraan antara balok pada
tumpuan elastis diskrit dan yang pada pondasi elastis kontinu diselidiki dengan
membandingkan solusi karakteristik.

Karya lain oleh Sato, Kanie, dan Mikami menyajikan hipotesis matematika bahwa balok
pada tumpuan elastis berjarak sama (BOES) dapat dianggap sebagai BOEF dalam masalah
getaran statis dan bebas. Pemodelan BOES sebagai BOEF ini dianggap berlaku untuk rentang
terbatas kekakuan tumpuan, jarak, dan kekakuan lentur balok. Penulis menyelidiki penerapan
pemodelan BOEF dari properti solusi karakteristik yang diperoleh dari persamaan yang
mengatur BOES dan BOEF.

Dalam bab ini, formulasi BOES mengarah pada persamaan perbedaan yang mengatur,
dan gerakan BOEF dinyatakan dengan persamaan diferensial. Ini karena solusi yang tepat harus
digunakan untuk memverifikasi analoginya secara akurat. Solusi karakteristik yang diperoleh
dari kedua persamaan yang mengatur ini dibandingkan satu sama lain untuk menyelidiki
hubungan di antara keduanya.

Tujuan dari bab ini adalah untuk memperjelas penerapan pemodelan ini sambil
menunjukkan kondisi di mana BOES dapat dianggap sebagai BOEF dalam masalah getaran
statis dan bebas. Untuk mengonfirmasi validitas dan akurasi analogi di antara keduanya, solusi
ini harus tepat karena solusi perkiraan memiliki beberapa kesalahan bawaan. Oleh karena itu,
dalam bab ini, solusi tepat dikembangkan untuk defleksi dan gerakan BOES dan BOEF.

Dalam kasus balok pada tumpuan elastis, metode perbedaan hingga dapat diterapkan

untuk penentuan persamaan yang mengatur dan solusinya. Demikian pula, gerakan balok pada
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pondasi elastis dinyatakan dengan persamaan diferensial. Solusi karakteristik diperoleh dari
kedua persamaan ini dan solusi tersebut dibandingkan satu sama lain untuk menyelidiki
kesetaraannya. Untuk memverifikasi hasil perbandingan solusi karakteristik, karakteristik statis
dan dinamis aktual juga harus dipertimbangkan. Selanjutnya, deformasi statis, momen lentur,
frekuensi alami, dan bentuk modal BOES dan BOEF dibandingkan satu sama lain.

Analisis parametrik balok yang ditopang secara elastis dengan panjang tak terhingga
dan terbatas dilakukan dan perbandingan dibuat antara model pondasi satu, dua, atau tiga
parameter dan model elemen hingga 2D yang lebih akurat.

Untuk memperkirakan parameter tanah yang diperlukan, diusulkan prosedur analitis
berdasarkan model Vlasov yang dimodifikasi. Solusi dan aplikasi yang disajikan menunjukkan
keunggulan model pondasi tipe Kerr dibandingkan dengan model satu atau dua parameter.
Masalah pembengkokan balok Timoshenko pada pondasi elastis tiga parameter tipe Kerr
disajikan dan dipecahkan secara analitis. Masalah tersebut dinyatakan dengan merumuskan
persamaan diferensial kesetimbangan, serta kondisi batas yang diperlukan dengan
menggunakan prinsip energi potensial stasioner.

Kesimpulan pertama yang dicapai adalah bahwa hanya ada dua bentuk solusi yang
mungkin jika parameter mekanis balok dan tanah memperoleh nilai yang realistis, yaitu nilai
yang berada dalam kisaran yang biasa untuk balok dan jenis tanah yang realistis. Dalam hal ini,
solusi tidak menunjukkan kekhasan apa pun, karena didefinisikan secara unik. Prosedur
rasional untuk memperkirakan secara numerik parameter tanah yang terlibat dalam model
dua dan tiga parameter juga disajikan. Prosedur yang diusulkan terdiri dari penerapan simultan
model Vlasov yang dimodifikasi dengan dua parameter dan model Kerr dengan tiga parameter
dan telah terbukti cukup efisien, sehingga melewati kebutuhan penentuan eksperimental.

Lebih jauh, efisiensi numerik dari formulasi model tiga parameter diverifikasi melalui
contoh numerik sederhana dan melalui perbandingan dengan model satu dan dua parameter.
Solusi dari masalah balok dengan panjang tak terhingga dan terbatas di bawah beban vertikal
terpusat membentuk dasar untuk perbandingan ini, yang mengarah pada kesimpulan
tambahan berikut: nilai spesifik model Kerr dari parameter ini diturunkan selama penerapan
prosedur yang disebutkan di atas; dalam masalah yang menyangkut balok dengan panjang
terbatas, nilai parameter di atas sangat bergantung pada kekakuan relatif sistem tanah-balok,
dan model yang menghasilkan hasil terbaik adalah model Vlasov, terutama dalam hal
perpindahan vertikal balok dengan panjang tak terhingga.

Dalam kasus balok dengan panjang terbatas, pertimbangan tanah di kedua sisi balok
sangat penting jika ingin memperoleh hasil yang dapat diterima untuk perpindahan vertikal.
Pertimbangan ini ternyata kurang penting untuk perhitungan momen lentur.

Salah satu peran inti seorang insinyur geoteknik yang berpraktik adalah menganalisis
dan merancang pondasi. Buku ini menjelaskan konsep parameter keadaan dan hubungan
antara model keadaan kritis dan sifat rekayasa tanah yang mencakup kompresibilitas dan
kekuatan geser. Buku ini membahas teori plastisitas dan model konstitutif tegangan-regangan
tanah yang melibatkan konsep mekanika tanah keadaan kritis.

Buku teks untuk mahasiswa tingkat sarjana dan pascasarjana tingkat lanjut ini
mencakup analisis, desain, dan konstruksi pondasi dangkal dan dalam serta struktur penahan
serta analisis stabilitas dan mitigasi lereng. Buku ini secara progresif memperkenalkan teori

mekanika tanah keadaan kritis dan plastisitas seperti analisis batas plastis dan teori ekspansi
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rongga sebelum mengarah ke teori pondasi, tekanan tanah lateral, dan analisis stabilitas
lereng. Di sisi rekayasa, buku ini memperkenalkan metode konstruksi dan pengujian yang
digunakan dalam praktik saat ini. Secara keseluruhan, buku ini menekankan hubungan antara
teori dan praktik. Buku ini mempersiapkan pembaca untuk analisis elastis-plastik nonlinier
yang lebih canggih dalam rekayasa pondasi yang umumnya digunakan dalam praktik rekayasa
dan juga berfungsi sebagai buku referensi bagi para insinyur yang berpraktik.

Situs web pendamping menyediakan serangkaian program lembar kerja Excel untuk
mencakup semua contoh yang disertakan dalam buku ini, dan slide kuliah PowerPoint serta
manual solusi untuk para dosen. Dengan menggunakan Excel, hubungan antara parameter
input dan hasil desain dan analisis dapat dilihat. Nilai numerik persamaan kompleks dapat
dihitung dengan cepat. Nonlinieritas dan optimasi dapat dilakukan dengan lebih mudah untuk
menggunakan metode numerik yang berfungsi. Dan metode canggih dapat dilihat dalam
praktik, seperti kurva p-y untuk tiang pancang yang dibebani lateral dan struktur penahan
fleksibel, dan metode irisan untuk analisis stabilitas lereng.

Persamaan diferensial, koefisien kekakuan, dan gaya ujung tetap diformulasikan untuk
kolom balok Timoshenko pada pondasi elastis yang dikenai eksitasi lateral bergantung waktu
dan beban aksial statis. Formulasi teoritis mencakup deformasi geser dan lentur serta inersia
putar, dengan penekanan pada dua pendekatan. Kedua pendekatan berbeda dalam hal
komponen geser yang diasumsikan dari beban aksial statis pada penampang melintang.

Pendekatan pertama didasarkan pada asumsi bahwa komponen geser dari beban aksial
dihitung dari kemiringan total; pada pendekatan kedua, komponen geser beban aksial dihitung
hanya dari kemiringan lentur. Koefisien kekakuan dinamis dan gaya ujung tetap dinyatakan
dalam bentuk parameter non-dimensi yang terkait dengan efek inersia transversal dan rotasi,
gaya aksial, media elastis, serta deformasi geser dan lentur. Jika efek individual tidak
dipertimbangkan, maka parameter terkait dapat dihilangkan. Signifikansi parameter individual
pada frekuensi alami dan respons dinamis balok tipikal kemudian diperiksa secara ekstensif.
Kedua pendekatan tersebut juga dipelajari dengan membandingkan perilaku respons, dan
ditemukan bahwa keduanya berbeda secara signifikan dengan peningkatan beban aksial dan
penurunan rasio kelangsingan. Perbandingan frekuensi alami menunjukkan bahwa
pendekatan kedua memberikan nilai yang lebih tinggi daripada yang pertama.

Dalam formulasi pertama, variabel LCP adalah perpindahan pelat dan reaksi pondasi
elastis; dalam formulasi kedua, LCP diturunkan dalam bentuk reaksi pondasi elastis; dan dalam
formulasi ketiga, variabelnya adalah perpindahan pondasi elastis dan celah antara benda.
Setelah LCP dipecahkan, daerah tanpa kontak tempat pelat terangkat menjauh dari fondasi
dan reaksi sub-grade, serta perpindahan dan tegangan pelat, dapat diperoleh dengan mudah.
Metodologi ini diilustrasikan oleh tiga contoh dan hasilnya dibandingkan dengan hasil analitis
dan numerik yang ada dalam literatur.

Analisis dinamis pelat yang bertumpu pada ruang setengah elastis dengan sifat
distributif telah dipelajari oleh Guenfoud, Bosakov, dan Laefer. Studi ini memberikan
pendekatan semi-analitis untuk menentukan frekuensi alami dan bentuk alami pelat persegi
panjang yang bertumpu pada fondasi elastis dengan sifat distributif (tipe Boussinesq) dan
responsnya terhadap eksitasi harmonik vertikal eksternal. Aspek-aspek berikut diabaikan:
redaman, inersia fondasi elastis, dan gesekan di zona kontak antara pelat dan permukaan

fondasi elastis.
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Pendekatan ini didasarkan pada metode campuran yang dikenal sebagai metode
Zhemochkin, di mana pelat persegi panjang dibagi menjadi sejumlah elemen identik yang
terbatas, dan di tengah setiap elemen ditempatkan tautan kaku, yang melaluinya kontak
antara pelat dan permukaan pondasi elastis tercapai. Pendekatan ini mengasumsikan bahwa
kontak antara struktur dan permukaan pondasi elastis digantikan oleh kontak terbatas dalam
tautan kaku dan bahwa massa setiap elemen terkonsentrasi di pusatnya.

Karya ini memberikan pendekatan semi-analitis untuk analisis dinamis pelat yang
bertumpu pada ruang setengah elastis dengan sifat distributif. Perhitungan semacam itu telah
dikaitkan dengan tantangan matematika yang signifikan, yang sering kali mengarah pada
proses komputasi yang tidak dapat direalisasikan. Oleh karena itu, analisis dinamis balok dan
pelat yang berinteraksi dengan permukaan pondasi elastis, hingga saat ini, belum terpecahkan
secara memadai. Untuk memajukan pekerjaan ini, lendutan pelat ditentukan dengan metode
Ritz, dan perpindahan permukaan pondasi elastis ditentukan dengan mempelajari fungsi
Green.

Penggabungan kedua penelitian ini dicapai dengan metode campuran, yang dikenal
dalam teori elastisitas sebagai metode Zhemochkin, yang memungkinkan penentuan gaya
reaktif di zona kontak dan, karenanya, penentuan besaran fisik lainnya. Solusi yang diperoleh
dapat diterapkan untuk mempelajari interaksi dinamis antara tanah dan struktur dan untuk
menilai perhitungan numerik melalui berbagai program metode numerik. Frekuensi alami,
bentuk alami, dan respons dinamis pelat akibat eksitasi harmonik eksternal ditentukan.
Validasi dengan masalah Winkler menggambarkan efek sifat distributif pada hasil analisis
dinamis.

Pekerjaan ini memberikan pendekatan semi-analitis untuk analisis dinamis pelat yang
bertumpu pada setengah ruang elastis dengan sifat distributif. Perhitungan tersebut telah
dikaitkan dengan tantangan matematika yang signifikan, yang sering kali mengarah pada
proses komputasi yang tidak dapat direalisasikan. Oleh karena itu, analisis dinamis balok dan
pelat yang berinteraksi dengan permukaan pondasi elastis, hingga saat ini, belum terpecahkan
secara memadai. Untuk memajukan pekerjaan ini, lendutan pelat ditentukan dengan metode
Ritz, dan perpindahan permukaan pondasi elastis ditentukan dengan mempelajari fungsi
Green.

Perilaku dinamis balok nonlinier pada pondasi elastis telah dipelajari oleh Akour. Balok
nonlinier yang ditopang secara sederhana yang bertumpu pada pondasi elastis linier dan
dikenai beban harmonik diselidiki. Studi parametrik dilakukan dalam pandangan model linier
masalah tersebut. Prinsip Hamilton digunakan dalam memperoleh persamaan yang mengatur.
Persamaan osilator doffing paksa yang terkenal diperoleh. Persamaan tersebut dianalisis
secara numerik menggunakan teknik Runk-Kutta. Tiga parameter utama diselidiki: koefisien
redaman, frekuensi alami, dan koefisien suku nonlinier. Daerah stabilitas terungkap.

Perilaku balok nonlinier pada pondasi elastis terungkap. Ditemukan bahwa sistem
stabil dan terkendali selama koefisien redaman bukan nol dan positif. Saat nonlinieritas
meningkat, lebih banyak redaman diperlukan untuk mencegahnya bergerak menuju
kekacauan. Untuk bentuk mode pertama, frekuensi alami dapat dihitung sebagai akar kuadrat
dari jumlah kuadrat frekuensi alami balok dan pondasi. Kekuatan nonlinieritas berbanding
terbalik dengan kuadrat jari-jari girasi, yaitu, selama balok lebih ramping, nonlinieritas lebih
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lemah. Energi potensial peregangan bertanggung jawab untuk menghasilkan nonlinier kubik
dalam sistem.

Osilasi hidroelastis paksa dari pelat melingkar yang bertumpu pada pondasi elastis
diselidiki dalam makalah oleh Kondratov, Mogilevich, Popov, dan Popova. Osilasi disebabkan
oleh getaran cap di bawah interaksi dengan pelat melalui lapisan tipis cairan kental yang tidak
dapat dimampatkan. Masalah simetri sumbu untuk rezim osilasi harmonik keadaan tunak
dipertimbangkan. Berdasarkan solusi masalah hidroelastis, hukum defleksi pelat dan tekanan
dalam cairan ditemukan. Fungsi distribusi defleksi amplitudo dan tekanan cairan di sepanjang
pelat dibangun.

Model matematika yang disajikan menyediakan penyelidikan dinamika interaksi lapisan
cairan kental dengan pelat melingkar yang bertumpu pada fondasi elastis. Model yang
disebutkan di atas memungkinkan untuk menentukan frekuensi resonansi osilasi pelat dan
amplitudo defleksi dan tekanan cairan yang sesuai. Penyelidikan yang dilakukan di atas
memungkinkan pembuatan kesimpulan berikut. Model matematika, yang memungkinkan
untuk menyelidiki osilasi hidroelastis pelat melingkar, yang disebabkan oleh getaran cap,
dilakukan.

Model memperhitungkan dampak fondasi Winkler dengan pelat yang bertumpu di
atasnya dan keberadaan lapisan cairan kental antara pelat dan cap. Getaran cangkang
sandwich silinder dengan inti elastis di bawah beban lokal telah dipelajari oleh Leonenko dan
Starovoitov. Hipotesis Kirchhoff-Love diterapkan pada lapisan dasar isotropik. Untuk inti tebal,
kerja geser melintang dan pengurangan ketebalan diperhitungkan, dan perpindahan
diasumsikan bervariasi secara linier dengan koordinat melintang. Perpindahan dianggap
kontinu pada antarmuka. Hipotesis Winkler diterapkan pada inti elastis. Solusi analitis untuk
masalah getaran alami dan paksa ditemukan. Variasi perpindahan pada cangkang di bawah
gaya per satuan panjang dipelajari.

Evaluasi lendutan besar pelat pada pondasi elastis diperiksa oleh Sinha. Evaluasi
lendutan cukup besar pelat yang dibebani secara seragam pada pondasi elastis tipe Winkler
disajikan menggunakan pendekatan Berger, yang mengabaikan energi regangan karena
invarian kedua regangan permukaan tengah. Karena pendekatan ini, masalah dapat
dirumuskan dalam bentuk dua persamaan nonlinier yang dipisahkan.

Solusi seri diperoleh untuk pelat melingkar dan persegi panjang dalam berbagai kondisi
tumpuan dan dievaluasi secara numerik dan disajikan dalam bentuk grafik untuk pelat dengan
berbagai rasio aspek dengan tepi yang ditopang secara sederhana. Hasil yang diperoleh
dibandingkan dengan beberapa solusi yang diketahui, dan disimpulkan bahwa metode
pendekatan Berger menghasilkan hasil dengan akurasi yang cukup untuk tujuan praktis.

Mengingat beberapa kelemahan model pondasi Winkler dalam perhitungan balok
pondasi elastis di bawah aksi gaya horizontal, model pondasi Winkler yang dimodifikasi
dikembangkan dalam makalah oleh Zhou dan Du. Berdasarkan asumsi dasar pondasi Winkler
dan dengan mempertimbangkan pengaruh gaya horizontal terhadap gaya geser dan momen
lentur pada balok, suku koreksi untuk matriks kekakuan elemen balok pada pondasi elastis
disimpulkan dengan metode perpindahan, dan matriks kekakuan elemen balok yang sesuai
untuk perhitungan balok pondasi elastis di bawah aksi gaya horizontal dibentuk.
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Selain itu, beberapa program untuk perhitungan FEM juga dikompilasi. Perhitungan
menunjukkan bahwa balok pondasi elastis yang dihitung dengan model yang dimodifikasi
dapat digunakan untuk desain struktural yang wajar.

Dalam karya Thambiratnam dan Zhuge, metode elemen hingga sederhana
dikembangkan dan diterapkan untuk menangani analisis getaran bebas balok yang ditopang
pada fondasi elastis. Seluruh analisis diprogram untuk berjalan pada komputer mikro dan
dengan beberapa elemen yang memodelkan balok, dan memberikan hasil yang cepat dan
andal. Contoh numerik yang berkaitan dengan getaran bebas balok dalam beberapa situasi
khusus dipertimbangkan, seperti BOEF berundak, balok pada fondasi elastis berundak, dan
BOEF kontinu. Hasil saat ini sangat sebanding dengan yang diperoleh dari solusi yang ada, jika
memungkinkan.

Fungsi respons dasar untuk fondasi elastis dipelajari oleh Veletsos dan Verbic. Ekspresi
bentuk tertutup perkiraan disajikan untuk respons terhadap eksitasi harmonik dan impulsif
dari fondasi kaku melingkar tanpa massa yang ditopang pada permukaan setengah ruang
elastis dan dieksitasi secara horizontal, vertikal, atau dalam gerakan goyang. Fungsi respons
impuls yang dipertimbangkan meliputi: (1) fungsi untuk perpindahan cakram akibat gaya
impulsif satuan; dan (2) fungsi untuk gaya yang diperlukan untuk menghasilkan perpindahan
impulsif satuan.

Fungsi jenis pertama juga dievaluasi secara numerik, dan hasilnya digunakan untuk
menilai keakuratan perkiraan analitis yang diajukan. Beberapa perbandingan juga dibuat
dengan hasil yang diperoleh untuk osilator sederhana yang diredam secara viskos dengan atau
tanpa massa. Dengan fungsi respons impuls yang disajikan, analisis respons transien pondasi
dan sistem pondasi-struktur dapat dilakukan secara langsung dalam domain waktu.
Pendekatan ini mungkin lebih efisien atau penerapannya lebih luas dalam aplikasi tertentu
daripada pendekatan domain frekuensi yang sesuai.

Dalam makalah oleh Sheng-Hai, asumsi winkle digunakan untuk memperoleh
persamaan diferensial kurva lendutan untuk balok pada pondasi elastis struktur arsitektur
bawah tanah. Rumus komputasional untuk lendutan “y”, sudut putar “8”, momen lentur “M”,
dan gaya geser “Q” balok diturunkan secara berurutan; rumus-rumus tersebut berkorelasi
dengan penampang balok pada pondasi elastis di bawah kondisi pembebanan yang berbeda.
Solusi persamaan fundamental diperoleh dengan metode parameter awal, dan ekspresi
komputasional yang diperoleh dengan metode ini dapat digunakan untuk sebagian besar balok
pada pondasi elastis dan dapat menghasilkan hasil yang memuaskan.

Termotivasi oleh struktur praktis yang fleksibel dan tahan benturan yang melindungi
tiang jembatan terhadap tabrakan kapal, perilaku elastis balok melingkar tertutup (yaitu,
cincin melingkar) yang melekat pada pondasi elastis (cincin pada pondasi, singkatnya)
dianalisis dalam makalah oleh Zhou, Yu, dan Yang. Berdasarkan teori balok lengkung,
persamaan yang mengatur deformasi lentur cincin diturunkan, dikombinasikan dengan kondisi
batas yang memadai.

Deformasi elastis R-o-F di bawah pembebanan terkonsentrasi diperoleh secara analitis
dengan memecahkan masalah nilai batas (BVP). Dari solusi ini, kekakuan ekivalen cincin-pada-
pondasi diberikan dalam bentuk analitis. Berdasarkan model analitis, parameter non-dimensi,
yang ditentukan oleh rasio kekakuan pondasi elastis terhadap kekakuan lentur balok,

diidentifikasi dan ditemukan mendominasi perilaku cincin-pada-pondasi. Kecukupan hasil
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analisis diverifikasi oleh simulasi elemen hingga pada model ring-on-foundation dengan
berbagai parameter struktural yang ditentukan. Parameter non-dimensi yang diidentifikasi
memberikan panduan berharga untuk desain struktur tahan benturan.

Analisis pelat tebal pada pondasi elastis oleh elemen hingga dilakukan oleh Svec dan
Hardy. Pelat dibagi lagi menjadi rakitan elemen segitiga. Elemen lentur pelat segitiga yang
dikembangkan sebelumnya untuk masalah kontak di sini diperkaya oleh derajat kebebasan
geser untuk menyertakan efek ketebalan pelat. Medan perpindahan vertikal elemen pelat
didekati dengan polinomial derajat ketujuh, menghasilkan 33 derajat kebebasan, sementara
geser direpresentasikan oleh polinomial linier atau kubik independen. Jumlah total derajat
kebebasan untuk kedua jenis elemen ini adalah 39 dan 53. Analisis dilakukan untuk dua model
pondasi yang berbeda: (1) ruang setengah elastis isotropik homogen; dan (2) model pegas
Winkler. Kontak antara pelat dan tumpuannya diasumsikan tanpa gesekan.

Tekanan kontak didekati dengan polinomial kubik di bawah setiap elemen segitiga.
Studi parametrik dilakukan dengan memvariasikan ketebalan pelat dan modulus elastis pelat
dan pondasi. Hasil, deformasi, dan tegangan kontak disajikan dan dianalisis. Dalam penelitian
Schneider, masalah kontak dianalisis. Studi ini menyajikan banyak aspek masalah kontak dan
menyajikan solusi untuk penentuan tegangan dan perpindahan dalam lapisan setebal
sembarang yang bertumpu pada pondasi elastis (tipe Winkler). Masalah kontak yang dibahas
adalah pembengkokan balok nonlinier, tegangan pada pelat tipis yang bertumpu pada pondasi
elastis, tegangan pada setengah bidang karena tekanan dan tusukan permukaan, tegangan
pada setengah ruang karena tekanan dan tusukan permukaan, dan tegangan pada lapisan yang
bertumpu pada dasar kaku karena tekanan dan tusukan permukaan. Masalah penentuan
tegangan lapisan tebal yang bertumpu pada pondasi elastis kemudian dipecahkan untuk
distribusi tekanan permukaan umum. Hasil numerik disajikan untuk kasus khusus tekanan
permukaan yang didistribusikan secara merata pada suatu lingkaran.

Masalah-masalah dasar yang melibatkan masalah kontak dalam elastisitas telah
disajikan, terutama untuk memperijelas istilah "masalah kontak." Selain itu, persamaan telah
diturunkan pada ruang setengah dimensi, dan pada lapisan yang bertumpu pada fondasi kaku.
Suatu metode untuk menentukan tegangan dan perpindahan pada lapisan tebal yang dibebani
permukaan dan bertumpu pada fondasi elastis telah dikembangkan secara bertahap.

Hal ini tidak hanya memberikan paparan terhadap prosedur yang digunakan untuk
menurunkan persamaan tetapi juga persamaan yang akan digunakan untuk tujuan komputasi.
Kemudian, persamaan-persamaan ini digunakan untuk menghitung nilai-nilai untuk kasus
khusus distribusi tekanan seragam pada suatu lingkaran, dan kurva yang dihasilkan diplot.

Pengamatan berikut dibuat dari kurva: (1) pondasi elastis sebenarnya ditempatkan
dalam ketegangan di berbagai titik pada permukaan kontak, (2) untuk pondasi lunak, tekanan
kontak hampir tidak tergantung pada area distribusi beban, (3) untuk modulus pondasi yang
lebih besar, tekanan kontak dipengaruhi oleh area distribusi beban hanya di sekitar beban, dan
(4) untuk modulus pondasi yang sangat besar, tegangan kontak mendekati lapisan pada
pondasi kaku. Dua topik disarankan untuk pekerjaan masa depan yang melibatkan variasi
masalah lapisan yang bertumpu pada pondasi elastis. Topik-topik ini adalah lekukan lapisan
dengan pukulan kaku dan keberadaan modulus pondasi variabel.

Makalah yang diajukan oleh Popov, Pohrt, dan Hel3 telah menunjukkan prosedur umum

untuk penyelesaian masalah kontak di bawah pembebanan normal dan tangensial dinamis
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berdasarkan penyelesaian masalah kontak normal yang diketahui. Studi ini menunjukkan
bahwa masalah kontak normal antara dua benda elastis dalam perkiraan setengah ruang selalu
dapat diubah menjadi masalah ekuivalen lekukan profil ke fondasi Winkler elastis. Setelah
ditentukan, profil ekuivalen dapat digunakan juga untuk masalah kontak tangensial dan
riwayat pembebanan normal dan tangensial superimposed yang sembarang serta untuk
penanganan masalah kontak dengan benda viskoelastis linier.

Dalam kasus bentuk sumbu-simetris, profil ekuivalen diberikan oleh metode
transformasi integral Reduksi Dimensional. Untuk semua bentuk lainnya, profil disimpulkan
dari penyelesaian masalah normal kontak elastis, yang dapat diperoleh secara numerik atau
eksperimental. Studi terkini menunjukkan bahwa "profil satu dimensi ekuivalen" memang ada
untuk setiap bentuk permukaan sembarang, dan dapat ditemukan dari penyelesaian masalah
kontak normal yang diketahui.

Dalam karya Liu dan Ma diperkenalkan sebuah metode analitis untuk menangani
masalah kopling untuk balok Euler-Bernoulli pada pondasi elastis dua dimensi dengan
mempertimbangkan perpindahan horizontal dan vertikal dari sistem fungsi balok. Pendekatan
ini merupakan perluasan dari model Vlasov dan Leontev yang dimodifikasi. Dengan pemisahan
variabel, perpindahan horizontal dan vertikal dinyatakan sebagai fungsi perpindahan di
permukaan tanah dan fungsi redaman di sepanjang kedalaman pondasi, masing-masing.
Persamaan yang mengatur dan kondisi batas yang sesuai dari model diperoleh melalui prinsip
variasional.

Kemudian, metode operator diferensial digunakan untuk melepaskan persamaan yang
mengatur dan kondisi batas. Prosedur iteratif dijalankan untuk menyelesaikan implementasi
numerik. Sebuah studi parametrik dilakukan untuk menggambarkan efek dari beban yang
diterapkan dan sifat fisik dan geometri pada respons statis balok dan pondasi. Hasil numerik
menunjukkan bahwa elastisitas kopling harus diperhitungkan dalam kasus balok fleksibel dan
rasio Poisson tanah yang tinggi. Selain itu, beban horizontal pada balok secara signifikan
memengaruhi respons sistem pondasi balok.

Dalam makalah Zhaohua dan Cook elemen balok pada pondasi dua parameter
dianalisis. Pondasi elastis dua parameter lebih akurat daripada pondasi satu parameter
(Winkler) dan lebih sederhana daripada model pondasi kontinum elastis semi-tak terbatas.
Dua jenis elemen hingga diformulasikan dalam makalah ini untuk menganalisis balok pada
pondasi satu atau dua parameter. Model tersebut meliputi pondasi Winkler, Filonenko-
Borodich, Pasternak, umum, dan Vlasov. Salah satu dari dua jenis elemen didasarkan pada
fungsi perpindahan yang tepat. Yang lainnya didasarkan pada fungsi perpindahan kubik.
Matriks kekakuan dan vektor beban konsisten diturunkan untuk masing-masing. Uji numerik
menunjukkan bahwa elemen berdasarkan fungsi perpindahan yang tepat dapat memberikan
hasil numerik yang tepat bahkan jika jumlah elemennya sangat kecil. Elemen berdasarkan
fungsi kubik mungkin memerlukan jaring halus untuk memberikan hasil yang dapat diterima.

Dalam artikel Vallabhan dan Das studi parametrik balok pada pondasi elastis disajikan.
Meskipun model dua parameter yang dikembangkan oleh Vlasov untuk balok pada pondasi
elastis merepresentasikan interaksi antara balok dan pondasi lebih baik daripada model
Winkler, model tersebut memerlukan estimasi parameter ketiga, y, yang merepresentasikan
distribusi perpindahan dalam pondasi. Dengan menggunakan kalkulus variasional, nilai y

ditunjukkan sebagai fungsi dari beberapa parameter non-dimensi balok, pondasi, dan mode
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pembebanan. Dengan menggunakan prosedur iteratif, nilai y yang konsisten dihitung. Contoh
balok yang memikul beban yang terdistribusi secara merata dipecahkan dan hasilnya
dibandingkan dengan solusi elemen hingga yang lebih ketat.

Analisis ruang setengah elastis yang tidak homogen telah disajikan oleh Carrier dan
Christian. Solusi untuk berbagai beban yang diterapkan pada ruang setengah elastis yang
homogen dan tidak homogen telah memainkan peran penting dalam pengembangan rekayasa
pondasi, khususnya dalam hubungannya dengan desain rakit dan tikar. Dalam makalah ini,
program komputer elemen hingga digunakan untuk memecahkan tegangan dan penurunan
beban melingkar yang bertumpu pada setengah ruang. Hasil komputer cukup sesuai dengan
jawaban teoritis dalam kasus-kasus yang solusi analitisnya ada. Hasil ini memberikan
keyakinan pada analisis elemen hingga untuk kasus-kasus yang solusi analitisnya belum
ditemukan.

Dalam penelitian yang dilakukan oleh Paola, Marino, dan Zingales ini, generalisasi
berbeda dari model Winkler telah diperkenalkan yang merepresentasikan interaksi antara
elemen pondasi sebagai gaya badan peluruhan jarak yang diterapkan setiap kolom pada
elemen pondasi di sekitarnya yang berdekatan dan tidak berdekatan. Model umum pondasi
elastis disediakan dengan mengandaikan bahwa mereka tersusun dari kolom elastis dengan
beberapa interaksi di antara mereka, seperti gaya kontak yang menghasilkan persamaan
diferensial yang melibatkan gradien medan perpindahan.

Dalam makalah ini, model baru pondasi elastis diusulkan dengan memperkenalkan
persamaan konstitutif gaya badan pondasi yang bergantung pada perpindahan vertikal relatif
dan pada fungsi peluruhan jarak yang mengatur jumlah interaksi. Pilihan yang berbeda dari
fungsi peluruhan jarak sesuai dengan jenis interaksi dan perilaku pondasi yang berbeda.
Penggunaan fungsi peluruhan jarak eksponensial menghasilkan model integro-diferensial
sementara peluruhan hukum pangkat fraksional dari fungsi peluruhan jarak menghasilkan
model fraksional pondasi elastis yang diatur oleh persamaan diferensial fraksional.

Ditunjukkan bahwa dalam kasus fungsi peluruhan eksponensial, persamaan integral
merepresentasikan model yang di dalamnya semua gradien fungsi perpindahan muncul,
sedangkan model fraksional merupakan model antara antara pendekatan integral dan gradien.
Model titik-pegas diskrit yang sepenuhnya ekuivalen dari interaksi jarak jauh yang dapat
digunakan untuk solusi numerik persamaan diferensial integral dan fraksional juga
diperkenalkan. Beberapa fungsi Green dari model yang diusulkan telah disertakan dalam
makalah ini dan beberapa hasil numerik juga telah dilaporkan untuk menyoroti efek gaya jarak
jauh dan parameter pengatur pondasi elastis linier yang diusulkan.

Dalam karya Dinew, solusi analitis balok pada pondasi elastis dengan fungsi singularitas
membahas cara baru untuk memperoleh solusi analitis bentuk tertutup dari masalah
pembengkokan balok pada pondasi elastis. Persamaan dasar diperoleh dengan formulasi
variasional berdasarkan minimum dari fungsi energi potensial total.

Metode dasar untuk menyelesaikan persamaan yang mengatur dipertimbangkan dan
kelebihan serta kekurangannya dianalisis. Penulis mengusulkan pendekatan yang tepat untuk
menyelesaikan persamaan kesetimbangan dan menerapkan kondisi batas dengan transformasi
pembebanan menggunakan fungsi singularitas. Pendekatan ini, dikombinasikan dengan
sumber daya sistem aljabar komputasional modern, memungkinkan analisis balok pada
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pondasi elastis yang andal dan efektif. Contoh numerik menunjukkan penerapan pendekatan
untuk penyelesaian beberapa masalah interaksi tanah-struktur.

Metode perkiraan dan numerik seperti metode Ritz dan Galerkin, perbedaan hingga,
elemen hingga, dan metode kuadratur persamaan diferensial banyak digunakan untuk
menyelesaikan persamaan dasar oleh banyak ilmuwan Teodoru, Chen, Kolar, Melerski. Semua
metode ini lebih unggul dibandingkan dengan metode analitis untuk menyelesaikan masalah
kompleks dengan berbagai kondisi batas atau beban. Metode numerik juga memiliki
kelemahan, seperti: sulit untuk mempelajari pengaruh parameter masalah terhadap solusi;
diperlukan program komputer khusus untuk mendapatkan solusi masalah. Penerapan elemen
hingga khusus atau pengembangan kode komputer memerlukan keterampilan khusus dari
pengguna.

Dalam buku-buku karya Tsudik, penulis menyediakan metode analisis praktis dan
menjelaskan secara rinci berbagai pondasi, termasuk balok sederhana pada pondasi elastis,
dan pondasi kompleks seperti yang ditopang oleh tiang pancang. Sebagian besar metode
tersebut adalah untuk tiga model tanah: pondasi Winkler, ruang setengah elastis, dan lapisan
elastis. Contoh-contoh numerik di seluruh buku ini menggambarkan penerapan metode
tersebut. Analisis balok pada pondasi elastis saat ini dilakukan dengan menggunakan program
komputer khusus berdasarkan metode numerik, seperti Metode Selisih Hingga dan Metode
Elemen Hingga. Akan tetapi, program-program ini tidak selalu tersedia, dan penerapannya
terbatas.

Program-program tersebut tidak dapat digunakan untuk model tanah lain seperti ruang
setengah elastis atau lapisan elastis dan lainnya. Penelitian ini juga mencakup rekomendasi
praktis untuk analisis balok dan rangka pada pondasi Winkler dengan mengganti tanah dengan
penyangga pegas elastis dan pondasi individual dengan elemen garis yang memungkinkan
penggunaan program untuk analisis sistem statis tak tentu untuk menganalisis berbagai balok
dan rangka yang ditopang pada pondasi elastis.

Bagian penting dari buku dikembangkan untuk Metode Parameter Awal dan
penerapannya pada analisis balok dan rangka pada pondasi elastis. Metode analisis yang
diusulkan memperhitungkan elemen vyang benar-benar kaku vyang terletak di area
perpotongan balok. Program komputer berdasarkan metode ini memungkinkan dilakukannya
analisis komputer terhadap balok pada pondasi elastis. Beberapa contoh numerik
menggambarkan penerapan metode pada analisis praktis. Buku ini juga mencakup tabel yang
dikembangkan oleh Simvulidi yang memungkinkan analisis balok yang ditopang pada ruang
setengah elastis.

Matriks kekakuan yang tepat dari elemen balok pada pondasi elastis diformulasikan
dalam makalah oleh Eisenberg dan Yankelevsky. Elemen tunggal diperlukan untuk secara tepat
mewakili bagian kontinu balok pada pondasi Winkler. Jadi, hanya beberapa elemen yang cukup
untuk solusi masalah yang umum. Matriks kekakuan disusun dalam program komputer dan
beberapa contoh numerik disajikan.

Dalam teori analisis struktur pada pondasi elastis dan mekanika tanah dikembangkan
beberapa model pondasi tegangan-regangan yang memungkinkan dengan beberapa derajat
kepastian untuk menggambarkan kondisi tanah yang mengalami tegangan-regangan dengan
interaksinya dengan pelapis atau konstruksi di atas tanah. Model yang paling banyak digunakan

dari setengah ruang elastis homogen dan heterogen, dan lapisan elastis, memungkinkan
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memperhitungkan sifat-sifat distributif tanah. Model diskrit tipe Winklerian tidak
memperhitungkan sifat-sifat ini dan karenanya tidak tepat. Namun, model-model tersebut
mudah digunakan dalam komputasi praktis. Model Winklerian didasarkan pada teori balok
lentur murni.

Deformasi di luar area yang dibebani diabaikan dan dianggap nol. Tidak ada interaksi
antara pegas yang dipertimbangkan. Konstanta pegas dapat bergantung pada sejumlah
parameter, seperti kekakuan struktur, geometri struktur, profil tanah, dan perilaku. Dalam
beberapa dekade terakhir, praktik telah mulai menggunakan model gabungan (model
Repnikov). Secara historis, model pertama dan paling sederhana dengan satu koefisien alas
(model Fuss—Winkler) telah dikritik dalam berbagai periode waktu karena tidak cukup
dibuktikan secara eksperimental. Namun, saat ini, model ini lebih sering digunakan dalam
perhitungan praktis daripada model lainnya.

Sejumlah besar karya eksperimental yang dilakukan dalam beberapa tahun terakhir
oleh Kadysh [62], Manvelov dan Bartoshevich [83], dan Palatnikov [91] menunjukkan bahwa
model dengan satu koefisien alas memberikan hasil yang memuaskan dalam analisis balok dan
pelat yang terletak di atas dasar berpasir atau lapisan tanah yang cukup tipis yang dapat
dideformasi. Dengan perhitungan dinamis pelat pada pondasi elastis, model dengan satu
koefisien alas memiliki sifat yang lebih kondisional karena tidak memperhitungkan sifat inersia
alas.

Namun, dalam sejumlah karya penelitian, dicatat bahwa perhitungan kelembaman alas
memiliki pengaruh yang relatif kecil terhadap besarnya perpindahan dalam perhitungan
dinamis balok dan pelat yang diperpanjang Nikolaenko, Gershunov, dan Yakovlev. Dalam karya
llichev dan Taranov fungsi transfer dari dasar tanah sistem, yang diperoleh secara
eksperimental, didekati, khususnya, oleh fungsi transfer sistem dengan satu derajat
kebebasan. Rumus untuk menentukan kekakuan ekivalen dan massa gabungan tanah disajikan
dan ditunjukkan bahwa dalam rentang frekuensi 16—24 Hz, nilai-nilai ini bergantung lemah
pada frekuensi osilasi yang diinduksi (dipaksa).

Eksperimen juga menunjukkan bahwa amplitudo osilasi permukaan tanah berkurang
dengan cepat seiring jarak dari sumber. Ini, tampaknya, memberikan alasan untuk
memperhitungkan koreksi sesuai dengan hasil eksperimen yang dimodelkan dengan satu
koefisien lapisan dan dengan perhitungan dinamis pelat ekstensi. Konfirmasi ini dapat
ditemukan dalam hasil studi eksperimental osilasi pelat ekstensi (Berodze dan Chernov).

Masalah klasik karakteristik respons anggota struktur seragam yang bertumpu pada
tanah dasar elastis dan dikenai beban terdistribusi parsial seragam dipelajari dalam karya
Omolofe dan Adeloye. Solusi bentuk tertutup dari persamaan diferensial parsial orde empat
yang mengatur dengan koefisien variabel disajikan menggunakan teknik analitis yang elegan
untuk model gaya dan massa yang bergerak. Berbagai hasil dan analisis dilakukan pada setiap
kondisi batas yang relevan dan fenomena resonansi dipelajari untuk sistem dinamis.
Ditemukan bahwa dalam semua contoh ilustrasi yang dipertimbangkan, untuk frekuensi alami
yang sama, kecepatan kritis untuk masalah massa terdistribusi yang bergerak lebih kecil
daripada masalah gaya terdistribusi yang bergerak.

Oleh karena itu, resonansi dicapai lebih awal dalam masalah interaksi balok-beban
massa yang bergerak. Akhirnya, karya ini telah menyarankan metode solusi analitis yang

berharga untuk kategori masalah ini untuk semua kondisi batas yang menarik secara praktis.
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Penelitian menunjukkan bahwa ketika nilai modulus geser meningkat, lendutan balok seragam
yang ditopang secara sederhana di bawah aksi gaya yang bergerak dan massa yang bergerak
dengan kecepatan konstan berkurang.

Dari karya yang didedikasikan untuk perhitungan statis struktur ekstensi pada pondasi
elastis, pertama-tama kita harus mencatat karya ilmiah oleh Korenev, di mana model untuk
perhitungan balok dan pelat yang dianggap sesuai dengan skema desain sebagai tidak
terbatas. Fungsi pengaruh atau fungsi Green untuk sejumlah besar tugas perhitungan balok
dan pelat, yang terletak pada tipe umum dasar yang mengalami deformasi linier, dibangun.
Selanjutnya, perhitungan terperinci pelat elastis isotropik berdasarkan dasar yang dimodelkan
dengan satu koefisien alas diperiksa.

Dalam makalah oleh Shen dan Wang, analisis lentur nonlinier disajikan untuk pelat
yang ditopang secara sederhana, bergradasi secara fungsional yang bertumpu pada pondasi
elastis tipe Pasternak. Pelat tersebut terkena suhu tinggi dan dikenai beban seragam melintang
atau sinusoidal yang dikombinasikan dengan beban tepi tekan awal. Sifat material diasumsikan
bergantung pada suhu dan digradasi dalam arah ketebalan menurut distribusi hukum pangkat
sederhana dalam bentuk fraksi volume konstituen.

Formulasi didasarkan pada teori pelat deformasi geser orde tinggi dan persamaan tipe
von Karmdn umum yang mencakup interaksi pelat-fondasi dan efek termal. Teknik gangguan
dua langkah digunakan untuk menentukan kurva beban-defleksi dan beban-momen lentur.
llustrasi numerik menyangkut respons lentur nonlinier pelat bergradasi fungsional dengan dua
material konstituen yang bertumpu pada fondasi elastis Pasternak yang darinya hasil untuk
fondasi elastis Winkler diperoleh sebagai kasus pembatas.

Hasil tersebut mengungkapkan bahwa karakteristik lentur nonlinier dipengaruhi secara
signifikan oleh kekakuan fondasi, kenaikan suhu, deformasi geser transversal, karakter kondisi
batas dalam bidang, dan jumlah beban tekan awal. Sebaliknya, efek indeks fraksi volume N
menjadi lebih lemah ketika pelat ditopang oleh fondasi elastis. Metode beban kompensasi juga
dikembangkan dengan baik dalam karya Korenev, dikombinasikan dengan solusi untuk domain
tak terbatas adalah metode perhitungan struktur dimensi terbatas yang efektif. Dalam
beberapa tahun terakhir metode ini mengalami pengembangan lebih lanjut dalam karya
Ventsel, untuk memecahkan beberapa masalah mekanika struktural. Dari karya penelitian
yang didedikasikan untuk perhitungan statis balok dan pelat tak terbatas dengan berbagai
model dasar deformasi linier, mari kita perhatikan juga Alperin, Ziukin, Tselikov, Malikova,
Tkachev, Tseitlin, dan Shakhter.

Dalam kasus tersebut ketika lokasi beban berada di dekat tepi pelat yang luas,
pengaruh dua tepi dapat diabaikan, dan perpindahan dan tegangan ditentukan dari
perhitungan pelat semi-tak terbatas. Dalam karya G.S. Shapiro, transformasi Fourier digunakan
dalam konstruksi fungsi pengaruh untuk pelat semi-tak terbatas, yang terletak pada dasar
Winklerian. Metode Wiener-Hopf digunakan dalam karya Serebriany dengan penyelesaian
masalah tentang perhitungan penampang batas pelat yang bertumpu pada lapisan elastis
dengan ketebalan terbatas.

Dalam karya Korenev dan Chernigovskaya diberikan penyelesaian untuk pelat semi-tak
terbatas dengan bantuan metode kompensasi beban dan disajikan tabel yang diperlukan
untuk perhitungan. Karya ilmiah Gorbunov-Pasadov, Gorbunov-Pasadov dan Serebrjanyi,

Popov, Travush, dan Tseitlin dan Petrosian didedikasikan untuk perhitungan statis pelat semi-
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tak terbatas. Sejumlah masalah perhitungan struktur tak terisolasi pada pondasi elastis, yaitu
pelat yang disambung (disambung, berengsel) dengan engsel atau pelat dengan potongan
diperiksa oleh Korenev dan Serebriany.

Sebagai alternatif pondasi Winkler, pondasi dianggap semi-tak terbatas dan berada
pada kontinum elastis isotropik (Gorbunov-Pasadov), sehingga meningkatkan kompleksitas
matematis model tersebut. Akan tetapi, meskipun lengkap, telah ditunjukkan bahwa untuk
material seperti padatan, medan perpindahan menjauhi daerah yang dibebani meluruh lebih
cepat daripada yang diprediksi dengan penggunaan model setengah ruang elastis. Gagasan
untuk merepresentasikan material seperti karet busa dengan jumlah rongga yang tinggi
dengan teori mekanika kontinum padatan isotropik juga dapat dipertanyakan.

Ishkova meneliti pelat lingkaran di bawah beban seragam, yang digunakan untuk tujuan
ini tekanan reaksi dalam bentuk jumlah addendum, yang salah satunya ditentukan oleh solusi
Buscinesk, dan yang kedua oleh deret pangkat. Dalam karya ini untuk pertama kalinya
ditunjukkan bahwa secara teoritis tekanan reaksi sama dengan tak terhingga di tepi struktur
fleksibel.

Untuk tugas lain dengan simetri aksial pelat dengan ukuran tak terbatas, dan gaya
terpusat yang dimuat, Schechter memperoleh solusi eksak dalam integral, yang mengandung
fungsi Bessel. Solusi ini mirip dengan solusi Hertz untuk pelat tak terbatas oleh Winkler, yang
banyak digunakan dalam praktik desain pelat kontinu di bawah kisi kolom. Travush
mengusulkan dan menggunakan metode solusi umum selama perhitungan struktur non-
terisolasi pada dasar deformasi linier bentuk umum. Mari kita tunjukkan bahwa solusi yang
diperoleh dalam perhitungan struktur non-terisolasi dapat secara otomatis diterapkan dalam
perhitungan pelat semi-tak terbatas pada basis Winklerian.

Dalam karya penelitiannya, Chernov mengembangkan metode perhitungan lenturan
luas struktur (balok dan pelat) pada pondasi elastis dengan area heterogenitas dan anisotropi
di bawah aksi beban statis dan dinamis dan juga memperhitungkan nonlinieritas fisik dan
creep material pelat dan basis di bawah aksi beban statis. Metode yang diusulkan didasarkan
pada reduksi persamaan lendutan dan ketergantungan fisik untuk elemen lentur anisotropik
menjadi persamaan integral jenis kedua dalam domain relatif terhadap beban seimbang diri
fiktif dari jenis lendutan sudut terdistribusi (potensial jenis khusus).

Inti persamaan integral adalah turunan dari fungsi operator Green, yang sesuai dengan
persamaan lentur elemen elastis dengan kekakuan konstan. Dalam perhitungan struktur
berdimensi hingga dengan metode persamaan integral batas (BIEM), sistem penyelesaian
persamaan integral bersama dengan BIEM juga akan mengandung persamaan integral jenis
kedua untuk domain tersebut.

Makalah ini diusulkan oleh Boudaa, Khalfallah, dan Hamioud menggambarkan analisis
dinamis interaksi tanah-struktur dengan menggunakan metode elemen spektral. Metode
numerik ini adalah teknik numerik yang kuat yang cocok untuk tugas-tugas dinamis. Dalam hal
ini, metode numerik dengan teknik komputer yang sangat maju menjadi sangat efisien untuk
menganalisis masalah yang kompleks.

Persamaan diferensial parsial yang mengatur gerakan diturunkan dan diselesaikan
dengan menggunakan metode elemen spektral. Dengan demikian, solusi yang sesuai adalah
nilai eigen dari masalah, sehingga frekuensi alami ditabulasikan untuk tiga mode getaran

pertama. Analisis numerik ini membahas pengaruh: analisis modal dengan dan tanpa media
165



Analisis Struktur Pondasi Elastis — Dr. Ir. Agus Wibowo, M.Kom, M.Si, MM.

elastis; pengaruh interaksi antara balok dan tanah; pengaruh sifat-sifat tanah pada respons
dinamis; dan pengaruh kondisi batas non-klasik.

Metode elemen spektral digunakan untuk menganalisis getaran balok pada kondisi
batas yang didukung non-klasik. Validasi pendekatan ini dibandingkan dengan metode
transformasi diferensial dan metode analitis diverifikasi menggunakan balok kantilever dengan
dan tanpa pegas Winkler. Lendutan maksimum diamati dengan mode pertama sementara
kemiringan serupa diperoleh dengan mode getaran ketiga.

Karya Banerjee, Butterfild, Brebbia dan Walker, Brebbia dan Telles, Veryuzhsky,
Kopeikin, Kupradze, dan Kulakov dan Tolkachev memperoleh metode berdasarkan persamaan
integral batas dan metode teori potensial yang baru-baru ini memperoleh penerimaan luas
dalam perhitungan struktur yang menempati domain terbatas. Perhitungan struktur yang
terletak di atas fondasi elastis tipe koheren adalah bidang mekanika struktural di mana metode
perhitungan standar sulit diterapkan secara langsung. Ada juga cacat yang terkenal dari model-
model seperti setengah bidang elastis, yang disebabkan oleh perpindahan permukaan yang
tidak terbatas dengan beban yang tidak seimbang. Koherensi dasar saat menggunakan model
linier, berdasarkan berbagai solusi dari masalah teori elastisitas, juga menyebabkan hambatan
yang tidak dapat diatasi selama desain beberapa jenis struktur, khususnya struktur tidak
terisolasi menurut terminologi Korenev balok dan pelat dengan ujung bebas (tepi).

Struktur tidak terisolasi banyak digunakan dalam konstruksi perkerasan jalan raya dan
bandara, fondasi bangunan, pelapis lereng struktur hidrolik, dan sebagainya. Mendesainnya
untuk tindakan statis dan dinamis sangat penting. Namun, karena kesulitan yang disebutkan
di atas yang terkait dengan munculnya singularitas tidak terintegrasi pada titik-titik yang sesuai
dengan sambungan struktur tidak terisolasi, perhitungannya secara koheren tidak
dikembangkan bebas dari asumsi yang terlalu kuat sampai sekarang.

Sebenarnya, untuk balok dan pelat yang tidak terisolasi dengan ujung bebas (tepi), yang
terletak di atas dasar yang koheren, metode desain (perhitungan) yang ketat tidak tersedia.
Kekurangan lain dari model yang ada adalah ketidakuniversalannya. Model yang berbeda
diperlukan untuk jenis tanah yang berbeda. Tentu saja, cara yang paling mudah adalah dengan
menggambarkan sifat-sifat tanah (tanah) yang berbeda dalam kerangka model yang terpadu,
hanya mengubah nilai-nilai yang diperlukan dari parameter fisik model ini.

Bersamaan dengan pengembangan teori dan metode perhitungan menurut hipotesis
ruang setengah elastis, pekerjaan dilakukan pada penggunaan model tanah. Kemampuan
distribusi model-model ini akan berada di antara model ruang setengah elastis Winkler.
Pertanyaan terpenting dalam teori analisis dan desain struktur di atas tanah adalah pilihan
model dasar. Dalam karya penelitian oleh Winkler, Vlasov, Gersevanov, Egorov, Zhemochkin,
Klein, Korenev, Marguerre, Leontiev, Pasternak, Popov, Rzhanitsin, Sinitsin, Sobolev, Filonenko-
Borodich, dan lainnya, sejumlah besar model mekanik dan matematika diusulkan, yang
masing-masing memiliki kelebihan dan kekurangan, serta area aplikasi tertentu, di mana ia
memberikan hasil yang paling akurat.

Salah satu hipotesis perantara pertama diajukan oleh Wieghardt (Wighard) yang
meneliti kemungkinan penggunaan teori elastisitas untuk menghitung struktur pada pondasi
elastis, yang menurutnya hubungan antara tekanan dan penurunan dinyatakan melalui fungsi
eksponensial yang semakin berkurang. Filonenko-Borodich mengusulkan untuk menggunakan

membran dan model laminar tanah (soil). Kemampuan distribusi model dicapai dengan
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memperkenalkan ulir yang tidak dapat diperpanjang dengan proyeksi horizontal tegangan
konstan ke bagian atas serangkaian pegas. Model ini memerlukan kontinuitas antara elemen
pegas individual dalam model Winkler dengan menghubungkannya ke membran elastis tipis
di bawah tegangan konstan.

Dalam model spasial, ulir digantikan oleh membran. Vlasov mengusulkan teori
perhitungan balok pada pondasi elastis, menggunakan metode variasional untuk membawa
masalah dua dimensi teori elastisitas, yang dijelaskan oleh persamaan diferensial parsial, ke
masalah satu dimensi yang lebih sederhana. Pengembangan lebih lanjut dari teori ini diperluas
ke karya Leontiev, di mana model alas diambil dalam bentuk pelat vertikal, pada tepi
bujursangkar atas tempat balok bertumpu. Masalah tersebut dipertimbangkan dalam kondisi
keadaan tegangan bidang (keadaan tegangan planar, keadaan tegangan dua dimensi). Pelat
(cakram) memiliki tinggi terbatas dan bertumpu pada alas yang tidak dapat dikompresi.
Diasumsikan bahwa deformasi perpanjangan melintang tetap konstan pada lebar alas, dan
perpindahan longitudinal tidak ada.

Selain itu, anggota lain dengan turunan kedua diperkenalkan, sehingga memungkinkan
untuk mempertimbangkan pengaruh tegangan geser pada alas elastis. Model pondasi elastis
Hetenyi yang disarankan dalam literatur dapat dianggap sebagai kompromi yang adil antara
dua pendekatan ekstrem: pondasi Winkler dan kontinum isotropik. Dalam model ini, interaksi
di antara pegas diskrit dicapai dengan menggabungkan balok elastis atau pelat elastis, yang
hanya mengalami deformasi lentur. Metode superposisi disajikan dalam. Metode ini
menggunakan solusi masalah sederhana balok panjang tak terhingga dengan beban sederhana
yang berbeda untuk membangun solusi akhir dari balok, beban, dan tumpuan yang berubah-
ubah.

Model pondasi elastis yang diusulkan oleh Pasternak juga dicirikan oleh dua parameter.
Pegas dihubungkan ke lapisan isotropik elemen vertikal tak termampatkan yang hanya
mengalami deformasi dalam geser transversal. Model mengasumsikan keberadaan interaksi

geser antara elemen pegas. Yang pertama dari ini €z menghubungkan (menghubungkan)
intensitas penolakan vertikal (resistansi) tanah dengan penurunannya dengan ketergantungan
Winklerian o = cqIw.

Parameter kedua yang tidak bergantung pada C1 — koefisien geser, memungkinkan

untuk menentukan intensitas gaya geser vertikal sebagai produk dari ¢> pada turunan
penurunan dalam arah yang sesuai t = ¢, dw/ dx. Kontinuitas dalam model ini dicirikan oleh
pertimbangan lapisan geser. Perbandingan model ini dengan model Filonenko-Borodich
menyiratkan kesetaraan fisik mereka. Perlu dicatat bahwa model dua parameter yang
disebutkan di atas memiliki kekurangan yang sama: selama komputasi, gaya terpusat
terdeteksi di ujung balok dan di tepi pelat bahkan dalam kasus ketika tepi struktur bebas.

Penulis model dua parameter menyebut gaya ini fiktif; namun, interpretasi entitas yang
cacat tidak dapat benar, karena tanah tidak dapat menerima beban dalam bentuk gaya
terpusat. Saat menggunakan model dua parameter dengan satu tangan, kita terbebas dari
salah satu kekurangan perhitungan dari hipotesis setengah ruang elastis (semi-kontinum), di
mana redaman penurunan tidak ada atau terjadi lebih lambat daripada penurunan permukaan
tanah yang sebenarnya.
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Mereka menderita kekurangan lain: Munculnya gaya fiktif di tepi struktur dan juga
beberapa kesulitan muncul saat menentukan nilai numerik parameter model. Selain dua
model parameter dalam literatur teknis, kami juga menemukan model tiga parameter
Barvashov dan Fedorovscky, di mana dua koefisien dasar ditutupi dengan lapisan pegas
Winkler dengan kekakuan ¢3. Model ini memenuhi kondisi penurunan monoton yang menurun
saat jarak berkurang dari titik penerapan beban, yaitu, pada tak terhingga, tugas tersebut
mungkin memiliki solusi terbatas dan adanya pemutusan penyelesaian di tempat-tempat
beban putus. Rumus universal untuk menentukan rendahnya distribusi koefisien kekakuan
(model koefisien variabel dasar Klepikov di bawah pondasi persegi panjang telah diusulkan
oleh Rivkin.

Model koefisien kekakuan diadaptasi dalam karya banyak penulis termasuk Kositsin,
Sobolev, Graszhoff, dan lain-lain. Metode Kany? berdampingan dengan perhitungan
menggunakan koefisien dasar variabel, di mana tegangan pada dasarnya didefinisikan dengan
mempertimbangkan model setengah ruang elastis homogen, tetapi deformasi pada setiap titik
permukaan dianggap sebagai jumlah kompresi lapisan terpisah di kolom tanah di bawah titik
ini dari tegangan yang sesuai.

Diketahui bahwa penurunan permukaan dasar dapat bergantung pada permukaan
bantalan pondasi; semakin besar luas dasar, semakin dalam lapisan yang dipadatkan dan
dipadatkan yang terlibat dalam pekerjaan, yaitu, masalah peran faktor skala selama
perhitungan struktur pada dasar elastis yang dapat dideformasi muncul. Klein mengusulkan
untuk mempertimbangkan fenomena ini dengan memperkenalkan modulus tegangan-
regangan yang konstan terhadap kedalaman, modulus, yang berubah dengan kedalaman,
seperti, misalnya, parabola linier atau persegi. Perhitungan Egorov tidak memperkenalkan
modulus ruang setengah elastis, tetapi lapisan kompresibel, yang di bawahnya alas dianggap
benar-benar kaku.

Ketebalan lapisan dipilih sehingga dengan modulus deformasi yang diperoleh dengan
pengujian cap konvensional, penurunan lapisan permukaan yang dihitung akan sesuai dengan
penurunan aktual yang sebenarnya. Egorov juga mengembangkan metode perhitungan pelat
bundar dengan kekakuan terbatas pada lapisan kompresibel. Vinokurov mengembangkan
teknik iterasi untuk menghitung alas dengan penerapan model lapisan dengan ketebalan
terbatas dalam kombinasi dengan metode perbedaan terbatas, yang dikembangkan lebih
lanjut dalam karya Gritsuk.

Nilai gaya internal dalam struktur yang berinteraksi dengan alas yang dapat dideformasi
ditentukan oleh hukum distribusi tekanan reaktif. Dalam kasus sol datar, hampir selalu tidak
optimal, karena menyebabkan momen lentur yang signifikan pada pelat atau balok. Penerapan
permukaan pendukung cembung dapat mencapai dasar kerja elastis di bawah seluruh sol, dan
juga mengurangi upaya internal dalam struktur, karena distribusi tegangan kontak yang
rasional.

Masalah pengendalian distribusi tekanan reaktif menarik perhatian banyak penulis,
termasuk Borodachev, Yevdokimov, Rivkin, Simonsen, Sorochan, Tetior, Hirschfeld, dan lain-
lain. Dua pendekatan untuk penyelesaian masalah ini diketahui. Salah satunya terdiri dari
pembuatan dasar yang heterogen dalam rencana, yang deformasinya di bawah bagian tengah
pondasi (tempat penerapan beban dari konstruksi di atas tanah) lebih sedikit daripada di titik

168



Analisis Struktur Pondasi Elastis — Dr. Ir. Agus Wibowo, M.Kom, M.Si, MM.

lain. Kondisi seperti itu mungkin dicapai dalam kondisi baik dengan metode pemadatan dasar
yang tidak merata atau dengan penggantian bagian-bagian spesifiknya dengan bahan yang
kurang dapat dideformasi (pasir, kerikil, dengan lapisan beton). Pendekatan lain terdiri dari
penerapan pondasi dengan sol nonplanar, yang bentuknya dapat dibentuk baik dalam proses
pembebanan konstruksi atau dalam pembuatan pelat pondasi (pelat), yang tampaknya
merupakan metode yang paling tepat untuk mengatur distribusi reaksi dasar.

Secara khusus, Borodachev menentukan bentuk sol die yang diperlukan, setelah
menetapkan diagram tekanan reaksi yang diinginkan. Akuntansi sifat distribusi pondasi elastis
dalam analisis struktur menggunakan BEM tidak hanya membutuhkan pengembangan metode
sistem integro-diferensial solusi tetapi juga perbaikan khusus dari model pondasi elastis itu
sendiri. Dua cara dimungkinkan. Tinjauan literatur yang ditunjukkan di atas diberikan sebagian
dari karya Gorbunov-Pasadov dan Malikova, Solomin, Chernov, dan berkaitan dengan arah,
yang terkait dengan konstruksi model, berdasarkan konten mekanis internalnya.

Karena kelemahan utama dalam model paling umum dari pondasi elastis dengan sifat
distributif setengah ruang elastis dan setengah bidang elastis adalah konsentrasi tegangan tak
terbatas pada titik batas kontak dan perpindahan tak terbatas dengan beban yang tidak
seimbang (untuk setengah bidang), peningkatan model ini akan dicapai dengan pengenalan
koreksi mekanis dari karakter geometris (pembulatan sudut oleh Shtaerman) atau fisik
(pengenalan zona deformasi plastik). Namun, cara ini mengarah pada model yang sangat rumit
dan tidak praktis, yang penggunaan praktisnya dalam struktur nyata tidak memungkinkan.

Buku karya Richart, Hall, dan Woods memberikan kontribusi yang terkait dengan
getaran tanah dan pondasi yang mencakup prosedur teoritis baru untuk menghitung respons
dinamis pondasi, metode lapangan dan laboratorium yang ditingkatkan untuk menentukan
perilaku dinamis tanah, dan pengukuran lapangan untuk mengevaluasi kinerja prototipe.

Tujuan dari karya ini adalah untuk menggambarkan keadaan seni yang berkaitan
dengan prosedur untuk analisis, desain, dan pengukuran respons pondasi terhadap beban
dinamis, dan transmisi getaran melalui tanah. Penekanan utama diarahkan pada getaran
besaran yang dihasilkan oleh mesin, tetapi prinsip dan banyak hasil dapat disesuaikan dengan
kondisi dinamis yang dihasilkan dari gempa bumi atau beban ledakan.

Cakupan luas buku ini mencakup getaran sistem dasar, perambatan gelombang dalam
media elastis, homogen, isotropik; gelombang elastis dalam sistem berlapis; perambatan
gelombang di media jenuh; perilaku tanah yang dibebani secara dinamis; teori untuk getaran
pondasi pada media elastis; isolasi pondasi; instrumentasi untuk pengukuran laboratorium
dan lapangan; dan prosedur desain untuk pondasi yang dibebani secara dinamis.

Cara lain untuk membangun model, yang diusulkan oleh Korenev dan dikembangkan
oleh Popov, terdiri dari penentuan reaksi eksternal dari dasar tanpa penetrasi ke dalam skema
beban mekanis. Reaksi eksternal tersebut adalah fungsi dasar Green, yang disebut juga kernel
dari model dasar.

Menurut definisi kernel dasar, yang masuk ke dalam sistem keseimbangan integro-
diferensial atau gerakan struktur pada pondasi elastis, sebenarnya adalah properti dan
perilaku yang dipostulatkan di bawah berbagai jenis pembebanan. Oleh karena itu, untuk
meningkatkan model pondasi elastis yang koheren, kami memilih cara ini, sebagai yang paling
sederhana dan tidak memerlukan konstruksi mekanis apriori untuk media yang kompleks,

heterogen, dan bervariasi, tanah. Lebih jauh, perlu dicatat bahwa penentuan sifat mekanis
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dasar melalui kernelnya memiliki keuntungan penting lainnya dibandingkan model mekanis
murni.

Keunggulan ini terletak pada peluang penentuan karakteristik inti yang sederhana dan
ekonomis secara langsung dari hasil uji tanah, sementara penentuan eksperimental parameter
mekanis model dapat menjadi tugas independen, yang penyelesaiannya melibatkan kesulitan
teknis yang cukup besar. Metode yang paling mudah untuk menggambarkan kelas lengkap
model pondasi elastis yang mengalami deformasi linier melalui inti pondasi (fungsi pengaruh),
yang merupakan ketergantungan waktu yang terkoordinasi dari perpindahan permukaan
pondasi karena aksi gaya satuan, dikembangkan secara rinci oleh Korenev, dan kemudian
diintegrasikan oleh Popov.

Dalam buku ini, tujuannya adalah untuk mengembangkan model pondasi universal,
yang akan terbebas dari kekurangan yang disebutkan di atas. Secara khusus, model ini harus
memenuhi kondisi berikut:

1. Memberikan perpindahan terbatas permukaan pondasi di bawah tindakan nyata apa
pun (benturan, pengaruh).

2. Menjaga sifat distributif pondasi dan menawarkan kemampuan untuk menghitung
lompatan perpindahan pada permukaannya. Yaitu, ia menawarkan fitur-fitur khusus
dari model diskrit dan kontinyu.

3.  Memiliki universalitas dan kemampuan untuk memperoleh parameter model-model
dasar yang paling umum dengan nilai-nilai pembatas, seperti setengah ruang elastis
homogen (semi-kontinuum), setengah ruang (semi-kontinuum) dengan modulus
elastisitas yang berubah terhadap kedalaman menurut hukum pangkat, dan dasar
Winklerian.

6.2 MASALAH YANG DISELESAIKAN OLEH SISTEM PERSAMAAN INTEGRO-DIFERENSIAL

Bersama dengan sistem persamaan diferensial dalam turunan biasa dan parsial, banyak
masalah mekanika kontinum dikembangkan dalam bentuk persamaan atau sistem integro-
diferensial. Masalah-masalah tersebut, khususnya, mencakup kelas masalah kontak yang
sangat luas, yang memiliki aplikasi luas dalam teori struktur pada pondasi elastis, mekanika
tanah, teori bentuk desain, dinamika dan kekuatan material dan mesin, dan sebagainya. Mari
kita periksa, sebagai contoh, masalah kontak untuk struktur bidang, yang keadaan tegangan-
regangannya dalam domain D* dijelaskan oleh operator diferensial linier L dalam turunan
parsial orde 2n

Lu(x,y)=q(x,y)- p(x,»), (x, yE D*), (6.2.1)

dengan kondisi batas
liu(x,p)=0, (x, yel™; j=1n ] (6.2.2)

dan oleh kondisi kontak dengan media yang mengalami deformasi linier.
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HDG(x,y;xl,yl)p(xl,;'-l)dndyl=u(x,..v), (x,yeD). (62.3)

Di sini operator L dan [; memiliki sifat yang sama seperti pada paragraf sebelumnya; q(x,y)
fungsi perpindahan; q(x,¥),p (x,¥)- fungsi aksi eksternal dan tegangan kontak;
G (x,¥; x1, Y1) Fungsi Green dari medium yang mengalami deformasi linier; 't batas
internal domain D, yang ditempati oleh struktur. Biarkan medium yang mengalami deformasi
linier menempati wilayah R, yaitu, fungsi Green dibangun untuk x,y, X1, Y1 € R, dan untuk
kondisi tertentu dari fiksasi pada batas R (Gambar 6.1). SMBE dapat diterapkan untuk
menyelesaikan sistem persamaan (6.2.1-6.2.3), jika dalam medium R, terdapat transformasi
integral, yaitu

J] oeremGon sy = p(x:Em)G (). 624)

Gambar 6.1 Media yang mengalami deformasi linier R, area kontak D, dan batas area yang
ditempati oleh struktur.

Dan

[J o x.v:8m) Lute, pyaxdy = P (Em)a (£,).
R

Di sini G(&,1), 1 (¢,1) merupakan transformasi fungsi Green dan perpindahan dengan kernel
@, misalnya

G(&n)= qu(x, v:€.1)G(x, y)dxdy

R
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di mana P (§,n) — adalah suatu polinom.

Jelas bahwa untuk memperoleh transformasi G, fungsi Green perlu dibawa ke
ketergantungan hanya pada dua parameter x dany, dengan penggantian variabel. Transformasi
semacam itu ada, khususnya, untuk masalah dalam koordinat Cartesian dan polar, antara lain,
ketika R adalah seluruh bidang. Misalnya, fungsi Green untuk setengah ruang ketika
menempatkan titik x,y,x;,y; pada batasnya (border) adalah fungsi dari selisih antara
koordinat x — x;,y — y,. Transformasi Fourier memenuhi kondisi (6.2.4)

2LJ’J’ Y Gx — xp: y — yy)xdy = €/ (ETHD E(&ﬁ):
L

Dimana

G(&En)= ﬁ jj eH(Gutny) G (1, v)dudy

Demikian pula, dalam kasus koordinat kutub, transformasi Hankel dapat digunakan. Rupanya
transformasi semacam ini dapat ditentukan juga untuk kasus-kasus ketika R adalah domain
terbatas dengan beberapa kondisi batas untuk media yang mengalami deformasi linier pada
batas-batas wilayah ini (misalnya, domain persegi panjang dengan kondisi batas Navier, yaitu,
dengan hanya turunan genap atau ganjil, yang diberikan pada batas). Mari kita pilih R sebagai
wilayah yang diperluas itu dan lanjutkan ke dalamnya u(x, y)dan v(x,y) dari D sedemikian
rupa sehingga persamaan (6.2.1) akan terpenuhi dalam domain yang diperluas:

Lu(x,y)=q(x,y). (6.2.5)

Demikian pula, dengan melanjutkan u(x,y) pada (6.2.3), dan memperhitungkan bahwa
p(*¥1Y1) = 0 berada di luar daerah kontak, kita peroleh:

ﬂD G(x, y;x0, y) p(x1, m)dady = u(x,y),(x,yeR)  (6.2.6)

Dengan kelanjutan tersebut, fungsi u(x,y), dan q(x,y)(x,y € R\ D) tidak diketahui, dan
kondisi tidak adanya tegangan pada permukaan bebas medium dapat digunakan untuk
penentuannya. Mari kita tetapkan beberapa gangguan pada batas I', sehingga bentuk
diferensial dari u(x,y) pada batas dapat memiliki celah I'. Dengan melakukan transformasi
dengan kernel ¢ (x, y; &,1) dalam persamaan (6.2.1) dan (6.2.6), kita memperoleh:
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PEnu(En)=g(&n)-p(En)+T(En), 627
G(&n)p(&n)=u(&n)

Dimana

I

T(ﬁ,?]):jx[&M u(x, y]N (x wE, n) AN ; u(x y}M (x v &, n)]

rJj=1

Representasi skalar dari rumus dalam (6.2.5) digunakan dan ditunjuk di sini

pam= ] plen)oteyémasdr= || p(.r)ot. & mavdy

Dengan mengecualikan fungsi p(&,n), dari sistem (6.2.7), kita memperoleh:

(& n)=

§(§=§)+T(<§=ﬂ) 6.2.8)

P(¢ (&)

Perlu diperhatikan bahwa transformasi q(&, n) adalah fungsi yang tidak diketahui. Jadi:

m= ] aGrecremady= [ a(xy)oceyémaxdy+

jj (x, ) o(x, y; & mdxdy = 41 (&:1) + 72 (5.1). 6.2.9)

di mana q; (¢, 1) adalah fungsi yang diketahui, dan g, (&, ) adalah fungsi yang tidak diketahui.
Dari (6.2.7) kita juga dapat memperoleh

p(&n)=u(&n)G " (&) (6.2.10)

Dengan bantuan rumus inversi untuk transformasi ¢, mari kita balikkan rumus (6.2.8), (6.2.9)
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() =” | @ (&n)+ (5 )):g_(lé(,z)n])qo(x,y;é,n) 4z (&)do (),

6.2.11)

o @&+ @ (En)+T(En) |e(x y:En)
p(x,y)=jIG (‘:tarl') d i(é,?‘,’)-i'(;_l(&,n] 4

xdt(&)do(n),

Di mana t(£), o(n) adalah fungsi spektral distribusi transformasi ¢ —. Dengan memilih, seperti
yang telah kita lakukan di atas, n — lompatan bentuk diferensial AMu, ANu sama dengan nol,
menggunakan kondisi batas (6.2.2), dan kondisi p(x,¥) = 0 (x,y € D7), kita memperoleh
sistem penyelesaian persamaan integral untuk menentukan 4z (¢,7) dan T (§, M) dari
(6.2.11):

” P‘S” ol ;:SI)) t(&)do(n)=0i(x,y)- G (x,p),(x,pel),

(6.2.12)

(x,y;€,1) . o .
J.J. P 5 ” én)Jrld (é)dg(n)—Ql (x,y)- O (X,)«),(x,yeD ]

(6.2.13)

Dimana

g: (& r’@ x y,§ n) o
Q: (x,y)= J.J. ) dt(E)do(n),(i=12),(x,yel)

Q': Xyé ) o
J.J. ‘r::. ”)_ld’f(é)dﬂ(n),(r—1,2},(x,yer)

Sistem persamaan dalam (6.2.12) dan (6.2.13) memiliki fitur yang sama, sehingga persamaan
integral pertama dapat diselesaikan dengan metode BEM, sedangkan persamaan kedua
dengan metode elemen hingga. Faktanya adalah bahwa persamaan pertama adalah
persamaan integral pada batas I'. Ini mengikuti dari transposisi orde integrasi dalam (6.2.12)
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setelah mencatat T(,n) secara eksplisit. Mari kita tuliskan persamaan ini, untuk alasan
kesederhanaan dengan menetapkan lompatan ANu sama dengan nol

J.i,ﬁ AM ju (2, J"*)Njﬁo(x*h"'*;é’n)hp(x*’y*;é’n)d’f(é)dg(”) -
T

P(&n)+G (&)
Oy (20x, yx ) = Os (0+, 2 ) (6.2.14)

j=l —og

Di sini tanda bintang dalam x *,y * menunjukkan bahwa titik-titik dengan koordinat x *,y *
dipilih pada I' . Persamaan kedua harus dipenuhi dalam seluruh domain D~ dan memerlukan
partisi wilayah ini dan bukan hanya batasnya. Seperti yang kita lihat, untuk masalah kontak dan
masalah desain struktur pada pondasi elastis yang dijelaskan oleh model koheren, perlu
menggunakan metode gabungan, yang tentunya memiliki basis elemen hingga dan elemen
batas. Namun, ada kelas besar masalah kontak yang persamaan (6.2.13) dipenuhi secara
identik dan, oleh karena itu, BEM dalam bentuk murninya dapat digunakan untuk solusinya.

Kelas masalah ini dicirikan oleh tidak adanya zona nonkontak dan oleh penempatan
struktur, yang terhubung dengan satu atau lain cara di seluruh wilayah R. Konstruksi seperti itu
disebut tidak terisolasi. Mereka cukup tersebar luas dalam teknik, dan oleh karena itu
solusinya sangat menarik. Dengan demikian, metode spektral elemen batas (SMBE) dapat
digunakan untuk memecahkan persamaan integro-diferensial, yang menggambarkan keadaan
tegangan-regangan sistem kompleks, khususnya, struktur dan media yang berinteraksi satu
sama lain dalam beberapa domain.

Metode potensial dan BEM tidak berlaku dalam skema solusi keseluruhan untuk
masalah tersebut, dan hanya dapat digunakan untuk menghitung struktur atau media
terpisah, dan kemudian dengan menyatukan solusi terpisah per zona kontak, solusi lengkap
dari suatu masalah dapat diperoleh. Berbeda dengan metode ini, SMBE memberikan solusi
langsung dalam bentuk murni untuk struktur non-terisolasi dan struktur terpisah terisolasi,
dengan persamaan integral tambahan untuk domain non-kontak.

Contoh terperinci dari penerapan SMBE pada struktur desain pada pondasi elastis
diberikan dalam bab-bab berikutnya dari buku ini. Secara khusus, penerapan SMBE untuk
solusi masalah multidimensi diilustrasikan berdasarkan contoh solusi persamaan Helmholtz
yang tidak homogen dalam Bab 8, Bagian 8.1. Permasalahan perhitungan dinamis membran,
permasalahan gelombang dua dimensi, permasalahan perhitungan pondasi elastis, yang
digambarkan dengan model dengan dua karakteristik elastis, dan sebagainya diberikan dalam
jenis persamaan ini.

6.3 METODE SPEKTRAL ELEMEN BATAS OSILASI PELAT PADA PONDASI ELASTIS

Metode transformasi integral sangat efektif untuk penyelesaian masalah multidimensi
dan dinamis; oleh karena itu, wajar jika SMBE diharapkan juga dapat berhasil diterapkan pada
perhitungan dinamis struktur.
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Sebagai contoh penerapan SMBE pada masalah dinamis, mari kita perhatikan osilasi
pelat dengan bentuk sembarang, yang terletak pada alas Winklerian elastis, dan yang berada
di bawah aksi beban g (x, y, t). Persamaan osilasi akan kita tulis dalam bentuk:

DVZVZW(L y,r) + mw(x, y,t)+ kw (x, ¥, f) = q(x,y, r) (6.3.1)

di mana penunjukannya konvensional. Kita akan menerima kondisi batas pada kontur pelat
sebagai kondisi yang sesuai dengan kondisi di ujung tetap (built in) tepian

w(x, y,r) =0,

(.yer). (6.3.2)

a(*x:ynz)=ﬁn («‘C:.st)=0 )

di mana n — normal terhadap kontur pelat. Pilihan kondisi batas ini tidak merugikan
keumuman pertimbangan, karena kondisi batas lainnya dapat benar-benar diperhitungkan
dengan cara yang sama. Kami berasumsi bahwa kondisi awal adalah nol.

Kami akan mempertimbangkan, lebih jauh, bahwa kontur pelat I adalah batas domain
D*, yang dibentuk oleh kurva halus tanpa titik sudut. Kehadiran titik sudut tidak menimbulkan
kesulitan mendasar dalam penyelesaian masalah, tetapi hanya meningkatkan jumlah yang
tidak diketahui dalam persamaan aljabar karena gaya sudut, oleh karena itu, demi
kesederhanaan, kami tidak akan memperhitungkannya. Lebih jauh, pembulatan sudut pelat
dimungkinkan, menghilangkan gaya sudut.

Mari kita tentukan melalui n,, dan n,, kosinus pengarah n yang normal dengan sumbu
x, dan y; Sy, S, — - kosinus pengarah vektor tangensial S.
Ekspresi untuk momen M,, normal dan momen tangensial M, akan berbentuk:

M, =n.M +n,M,, (6.3.3)
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VA

- - -

A
) 4
0 X
Gambar 6.3 Elemen batas pelat.
Dimana
My =n M, +n,M,,,
My =nM,, +n,M,,
My, M,, — momen lentur; M,,, - momen torsi.
Mari kita perkenalkan juga sebutan untuk sudut rotasi:
dw dw dw dw
Br=——7F"iBy=—77 Bu=——"73 Bs=—75 (6.3.4)
dx dy dn ds

dan gaya geser yang diberikan
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diw S
dsS

H=n0, +n,0,+ (6.3.5)

Di sini @y, Q, — gaya geser. Momen dan gaya ditentukan dengan menggunakan rumus standar
teori teknis pelat.

Fw  Fw Fw  *w
M, =-D 5 +V_— , M, =-D s +tV—= |
ox dy dy 0x
9% w
M., ==-D(l-v
Q =—DiV2w Q, =-D—V*y
* ox ay

di mana v — koefisien Poisson (rasio). Pada penunjukan yang ditunjukkan, rumus umum
Green—Betty cukup adil [181,182]

4
Hw' =M. B, — M3Bs — H*w]dr (6.3.6)

DJ.VZVEWW*Q’Q = DJVZVZW*WQIQ—F j(M;;ﬁ: + Mg +
Q Q

Mari kita terapkan transformasi Fourier dual dari koordinat spasial x, y di sisi kiri dan kanan
persamaan (6.3.1)

D e (Extny)y2y2,, X, v.t)dxdy + mW )+ kW )= Jn.t
= Vs h &.n.t) E.n.t)=0(&.n.1),

di mana W(&,1,t) dan Q(¢,7m,t) — Transformasi Fourier dari fungsi W dan q. Karena pada
batas lempeng, fungsi w(x,y,t) dan turunannya dapat memiliki celah, terapkan rumus
Green-Betty (6.3.6) dalam domain D* dan D~ secara terpisah. Kita akan memperoleh hasil
penjumlahan kedua hasil tersebut
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[D(sz +n? ]2 +k]W(§,n,r)+ mW (E,m,1)=Q(&E,n,1)+

Ed * * * (63'7)
J(M”Aﬁ” + H"Aw—AM, B} — AHw")dT
r
Di sini kita harus menerima
27
dan masing-masing:
* * in 6 ;
,Bﬂ = _ﬁx”_r == 2){ gX_H”)
T
. . iS &
Bs =-B:Sx =-— 2; {§x+r;i_1], (6.3.8)

M, = DI:”-%' (52 + V'.r]2]+ 2n.ny, (1-v)Eén +n; (T? + V§2]:| (Gxmy).
H* = D[iEn (&2 +02)+inn, (£ +12)+ 5, (&2 +vn?) |

Di sini juga diperhitungkan bahwa

dMg
dS

= *Mr.\' Sx

Penyelesaian persamaan (6.3.7) dengan kondisi awal nol berbentuk:

L |
W& mt)= m :[F(c'j?n,r)smp(é,n)(f - 1)dr, (6.3.9)

Dimana

p(&n)= J[D(éz +12)+ ke |
F(&n.1)=0(&n.1)- I(M:':aﬁn + H Aw—AM,B" — AHW" )dI"
r

Dengan menggunakan rumus konversi untuk transformasi Fourier dual, kita memperoleh
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w(x, y,1) =5 J.J.p_lj i(Sx+ny) F(&n,7)sin p(&,n)(t - 1)drdédn

Mari kita penuhi syarat batas masalah, setelah memilih terlebih dahulu setiap lompatan T’
pada. Misalnya, kita akan mempertimbangkan bahwa perpindahan dan sudut rotasi bersifat
kontinu pada I'. Maka F(&,n,t) akan berbentuk:

F(&n,t)=0(En 1)+ F (& n.1), (6.3.10)

Dimana

F(&n1)= j(mun By + AHW" )dT.

r
Untuk penentuan dua fungsi yang tidak diketahui AM,(&,n,t) dan AH (&,n,t) kita
mempunyai dua persamaan, yang diperoleh sebagai hasil dari terpenuhinya syarat batas

J.j J.p ~i{§x+ny) F (& n,7)sin p(r —t)drdédn = —w, (x, ,1),

2mm
(6.3.11)
_21;; ” J.(: (&x4m) p=L R (&m,7)sin p(r — 7) dedédn
—ee U
—Hy 2 Ebc wy (x, 1), (x,yeT).

Disini

oo
(\: }, = JJ J’ i(Sx+my) ('é n, T]Sln p(t—1)drdédn.
2ﬂm
—= )

Persamaan (6.3.11) harus dipenuhi untuk setiap t. Dengan membagi interval (0,t) menjadi
beberapa bagian, yang batas-batasnya dapat kita abaikan perubahan dalam fungsi integral,
atau menggunakan interpolasi apa pun, kita dapat memperoleh prosedur langkah demi
langkah untuk menyelesaikan masalah dengan metode penyelesaian sekuensial dari sistem
persamaan batas kuasi-stasioner (6.3.11). Penyelesaian sistem ini mungkin lebih baik dan tidak
memakan banyak waktu, daripada penggunaan transformasi Laplace atau Fourier, misalnya
dari waktu ke waktu.

180



Analisis Struktur Pondasi Elastis — Dr. Ir. Agus Wibowo, M.Kom, M.Si, MM.

Meskipun persamaan (6.3.11 tampak rumit, yang setelah substitusi ekspresi F (&,7,t)
harus diubah dengan penggantian urutan integrasi,
signifikan, berdasarkan perhitungan beberapa integral pada ¢ ataun pada dalam bentuk
tertutup. Secara khusus, dimungkinkan untuk menggunakan hasil, di mana integral tersebut
dihitung. Karena persamaan di atas diperoleh untuk perhitungan dinamis pelat, kasus khusus
keseimbangan statis pelat pada pondasi Winklerian (Winkler) menghadirkan minat yang besar.
Dalam kasus ini, dalam (6.3.7) dimungkinkan untuk mengasumsikan bahwa m = 0 dan
memiliki kontinuitas momen dan gaya geser pada kontur pelat I, tuliskan yang berikut ini:

Karena itu,

Sebagai hasil dari terpenuhinya syarat batas, kita memperoleh:

S

i(Ex+y)

—i(Ex+ny)

-”Fl (E;Jrn )+ k

2 +7 ]+k

dédn = —n, 9 W
dx

181

dédn =w, (x,7),

g (x.y),(x,yel),

ada peluang penyederhanaan yang

(6.3.12)

(6.3.13)

(6.3.14)
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Gambar 6.4 Diagram defleksi tak berdimensi.

Dimana

oo L[ e Q&)
W (%, ) = on 'L[ ‘ H D(E*+n)+k ddn.

Perlu dicatat bahwa menghitung integral ganda dalam (6.3.14) dapat menjadi tugas yang
sangat sulit. Karena akan diperlukan untuk mengalokasikan (memisahkan) bagian reguler dari
integral. Untuk prosedur ini, alokasi (pemisahan) fungsi delta dan turunannya yang
direpresentasikan dalam bentuk integral Fourier dapat direkomendasikan.

6.4  TRANSFORMASI INTEGRAL DENGAN KERNEL EKSPONENSIAL-TRIGONOMETRI

Aplikasi transformasi integral dengan kernel eksponensial-trigonometri untuk
menyelesaikan persamaan diferensial lentur dan osilasi balok pada alas elastis, cangkang
silinder di bawah pembebanan aksisimetris, dsb., didasarkan pada pengecualian koordinat
spasial dari persamaan terlebih dahulu. Kemudian, transisi ke persamaan aljabar dilakukan
relatif terhadap transformasi dalam kasus masalah statis atau ke persamaan diferensial biasa
dalam waktu dalam kasus masalah dinamis.

Koordinat spasial dapat dikecualikan dari persamaan jika, sebagai transformasi integral,
kita memilih kernel yang memenuhi kondisi batas masalah pada ujung reguler. Jika kondisi
batas dari masalah tersebut tidak homogen (misalnya, perpindahan ujung balok diberikan
sebagai fungsi waktu), maka transformasi dengan kernel yang memenuhi kondisi batas
homogen yang sesuai harus dipilih.

Penerapan transformasi integral dengan kernel eksponensial-trigonometri ditunjukkan
dalam contoh perhitungan struktur pada alas elastis. Mari kita pertimbangkan masalah statis
terlebih dahulu. Persamaan pembengkokan diferensial balok semi-tak terhingga yang terletak
pada pondasi Winkler elastis memiliki bentuk:

Ew'Y () + kw(x)=g(x),(x=0). (6.4.1)
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Biarkan ujung balok difiksasi dengan cara yang sembarangan. Bagian kiri dan kanan persamaan
(6.4.1) dikalikan dengan u (¢, x) dan diintegrasikan x dari 0 hingga tak terhingga co. Di sini
u (&, x) adalah salah satu kernel yang dibangun. Hasilnya, kita memperoleh:

W(ﬁ} Elg%g'g'ik jq ,x dx (6.4.2)

Dari sini, dengan rumus konversi kita menemukan:

w(x) = jQ("t]”(é’f’“ ) e (6.4.3)
0

Rumus (6.4.3) memberikan solusi umum untuk masalah statis untuk beban sembarang dan
pemasangan ujung balok. Solusi umum masalah statis juga dapat diperoleh dengan cara yang
lebih sederhana, yaitu tanpa transformasi integral. Rumus yang diberikan hanya
menggambarkan kemungkinan penerapan transformasi yang diperoleh dalam masalah statis.

Sekarang mari kita beralih ke perhitungan dinamis balok semi-tak terhingga. Dalam
kasus ini, penerapan transformasi integral yang diperoleh sangatlah mudah. Mari kita
pertimbangkan osilasi balok semi-tak terhingga yang terletak di atas alas elastis. Balok berada
di bawah aksi beban dinamis sembarang f(x, t). Persamaan osilasi memiliki bentuk:

otw 1 *w 1 :
—— S — W= xt)(x.,t 20), 6.4.4
oxt & 9t v v= Al ) 644

Dimanaa = ./El/m, b =./El/k, f; =f/EI, m — adalah massa linier balok.

Semua kondisi awal dari masalah akan dianggap sama dengan nol. Mari kita pilih
transformasi integral yang sesuai dengan kondisi untuk memperbaiki ujung balok, dan kalikan
ruas kiri dan kanan persamaan (6.4.4) dengan inti dari transformasi ini. Setelah melakukan
integrasi terhadap x dari nol hingga tak terhingga, kita memperoleh persamaan diferensial

biasa:

2

dsz+m2W=r;2ﬁ; = ayE + b2, (6.4.5)
dt

Dimana

W(&.t)= |w(x.t)u(&, x)dx

S e §

183



Analisis Struktur Pondasi Elastis — Dr. Ir. Agus Wibowo, M.Kom, M.Si, MM.

F(& )= jfl (x,0)u(&, x)dx

Persamaan (6.4.5) bentuknya sama dengan persamaan osilasi paksa sistem dengan satu
derajat kebebasan. Penyelesaian persamaan ini pada kondisi awal nol memiliki bentuk:

W (&.1) jFl En)sinw (-1 )du; (6.4.6)
0
Dari sini, dengan rumus konversi kita menemukan:

o(x,t)=a’ jw.ﬁ?}[ﬁ (&.n)sinw (1 —1)dy (6.4.7)

0
Ekspresi (6.4.7) memberikan solusi untuk masalah di bawah beban dinamis yang berubah-
ubah. Masalah tentang osilasi balok semi-tak terbatas yang terletak di atas alas elastis memiliki
banyak aplikasi, dan oleh karena itu, penting untuk mempertimbangkan kasus-kasus yang

paling penting. Di bawah ini kita memeriksa osilasi balok dengan ujung bebas. Biarkan impuls
sesaat mengenai balok di titik x = 0. Dalam kasus ini:

i =258 Fi(gr) =2 5()

dan dari (6.4.7) dengan mempertimbangkan kita memperoleh:

2qoa* WK sin\Ja2&Y + a2h™2

B EIn () \/a2§4+a b2

0

e, (64.8)

di mana g, memiliki dimensi momentum. Di sini, notasi berikut diperkenalkan: at/b =
7,x/\/b = » dan beralih ke variabel integrasi baru z = f\/_ diperoleh ekspresi berikut:

sinTyz?% + 1

25{0\/_ j
f T Ko (srz dz.
w(s7,7) T ma (sr2)—F— o
Lendutan pada ujung balok
w(0,7) = 240b [siney=? +1 dz, (6.4.9)

m ma ..||'
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dari mana, menggunakan hasil kerja, kita menemukan:

w(0,7)=1.7188 Mr”ﬁ'w (1), (6.4.10)
ma

di mana ]1/4(1) adalah fungsi silinder jenis pertama. Ekspresi untuk momen lentur diperoleh
dengan mendiferensiasikan (6.4.8).

2qEl T sintyz4 +1

M(%,T]: maﬁ ZzKl(}fZ)_4—HdZ. (64].].}
0 Z

Kesulitan tertentu muncul dalam menghitung integral (6.4.11). Oleh karena itu, teknik berikut
digunakan untuk perhitungan: beberapa nilai dipilih z; > 1 dan integral dalam ekspresi
(6.4.11) dibagi (dibagi) menjadi dua. Kemudian, dengan mengabaikan unit dibandingkan
dengan z* dalam integral kedua, kita memperoleh:

z0
2goEI J‘ 2K ( )sillT\}:4 +1
Ky (srz)—F/——
vzt +1

M (s,7)=

B ma\/;

0

J.Kl (srz)sintz’dz = igl A(sr,T),
T
0

dapat dengan mudah dihitung

dz + J.Kl (scz)sintz2dz |.
0

Karena integral

A, t)=+2 COS(J,’Z +E)—2005§ZC'(§]—25in§25(§]—[1 —Rf:‘I)(\/sT 5]]><
(COSc'jZ + sin 52]—lmfb(\/.f_' 'g'](sjru‘,’2 - 00552]; E=x /27

Kemudian,
N . 4
M (32,7) = 290EL J.Kl (s2)| 22 sz +l sintz? |dz
mal | J N
+ A(e,T) [ ] (6.4.12)
8T

Dimana C(§),S(¢) — adalah integral Frenkel; (D(\ﬁ E) — integral probabilitas. Akurasi
yang cukup tinggi sudah tercapai pada z, = 4. Integral yang termasuk dalam (6.4.12) mudah
dihitung.

Jika, pada titik x = 0, gaya terpusat Py, tiba-tiba diterapkan dan besarnya gaya tersebut
tetap konstan, maka F; (¢,7) = 2P,/EI dan, oleh karena itu:
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w(x,t) =

2R T 'l—cosar».{§4+b_2
ma[Kz(§X) e dE. (6413)

Beralih ke parameter tak berdimensi, diperoleh ekspresi berikut:

2FRyb 1-costvz* +1

Wi t)= SO sz(x:) T 64
0

I-

Lendutan di awal koordinat mempunyai pandangan sebagai berikut:

4Pyb3"2 T1-cos Tzt +1
w(0,7) = j

o T d-. (6.4.15)

0

Dengan membandingkan ekspresi untuk defleksi (6.4.15) dan (6.4.9), kita menemukan:

RV | 1/4 -
1-1!({},1):1.7188ij Juya (7)dx. 6.4.16)
0

Integral (6.4.16) dapat dinyatakan melalui fungsi Lommel satu variable s, ,(z), yang
merupakan solusi parsial persamaan A,z = kz**!, di mana V, adalah operator Bessel;
v, u dan k adalah konstanta. Menurut A.l. Tseitlin, dapat dibuktikan bahwa:

IZ”JV (2)dz=(+v-1)zJy (2)sy—1v-1(2) = 2Jy_1 (2) 5,y (2)-
0

Karena itu:

3/2
w(0,7)=1.7188 hb [-3

5 J1a(t)s_3/4-34 (1) X T J314(7) 5174114 (T}]-

6.4.17)

Titik ekstrem lendutan sesuai dengan momen waktu t,,, ditentukan dari kondisi:

J
3 w(0,7)=0.
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Dari rumus (6.4.10), dapat disimpulkan bahwa t,,, adalah akar fungsi Bessel]1/4(r). Defleksi

terbesar akan terjadi pada titik maksimum pertama, Ketika 7 = 2.781. Perhitungannya
menghasilkan:

Ekspresi untuk momen lentur mempunyai bentuk sebagai berikut:

“ _ [.4
2K (e, ) 2SN 6
z4 +1

2PJb
Jn

Gambar 6.4 dan 6.5 menunjukkan diagram lendutan tak berdimensi dan momen lentur yang
ditentukan oleh rumus (6.4.17) dan (6.4.18). Grafik tersebut memberikan gambaran yang
cukup lengkap tentang sifat perubahan perpindahan dan tegangan pada balok ketika ujung
balok tiba-tiba dibebani dengan gaya terpusat.

M (52,7)=

M

M
02 ik
| | K\I | LT~
T T | | T T T I
0.5 1.5 2 25 % 4
-0.2 3.5 ®
=1
04 + =02 ~
0.6 4 F
| T=38 /~_
; T=2

-1 4

Gambar 6.5 Diagram momen tak berdimensi.

Transformasi integral dengan kernel eksponensial-trigonometri juga dapat digunakan untuk
pembengkokan dan osilasi pelat beton bertulang yang terletak di atas fondasi elastis. Mari kita
perhatikan kasus ketika pelat beton bertulang di zona tarik mengalami retak intensif. Maka
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pengaruh momen torsi dapat diabaikan, dan pelat dapat direpresentasikan sebagai satu set
(seri) balok yang terletak berdekatan satu sama lain. Persamaan diferensial osilasi untuk sistem
balok ortogonal memiliki bentuk:

*w ot W 82 W

B + B
o TR a2

=q(x, 1) (6.4.19)

di mana B; dan B, adalah kekakuan batang pada arah x dan y, masing-masing; m adalah
massa terdistribusi; g adalah beban eksternal; w adalah perpindahan.

Berdasarkan asumsi di atas, persamaan serupa dapat menggambarkan lenturan pelat
beton bertulang. Persamaan bentuk (6.4.19) memiliki aplikasi penting dalam teori perhitungan
pelat dan perkerasan jalan lapangan terbang dan bandara serta pelat serta lantai daya
(penahan beban) bangunan industri. Pelat lapangan terbang dan lantai bangunan industri
biasanya mengalami (mengalami beberapa beban) beberapa beban pada titik yang berbeda
dari permukaan pelat.

Persamaan gerak (osilasi) pelat beton bertulang yang terletak di atas pondasi elastis
Winkler memiliki bentuk berikut:

o*w 9w 9% w _
B + B +m—s+kw=qg(x, i (6.4.20)
183: 28}4 ot~ 1(x:1)

Jika pelatnya semi tak terhingga (0 < x, |y| < o) dan tepinya bebas, dilambangkan dengan

W (& mn.t)= N jjw X, 1,0) Ky (Ex)eMdxdy  (6.4.21)
0 —o

dan bergerak dalam persamaan (6.4.20) ke transformasi Fourier dalam koordinat y dan ke
transformasi dengan kernel K3(&,x) dalam koordinat x, maka, setelah integrasi dengan
bagian-bagian, kita memperoleh:

0(&n.1)

m

2
aw 1 —(BiE* + Ban* + k)W = (6.4.22)

dr? m

Silakan lihat ekspresi untuk transformasi kernel K2($,x) . Solusi persamaan (6.4.22) pada
kondisi awal nol memiliki bentuk berikut:
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I

1
W é:,Tf,f = Q g,?],f
( ) ‘jfﬂ(81§4 + 82'1]4 + k] :Jl. ( )
4 4,1
X sin (I—T)\/(Blg * +k] dt (6.4.23)
m

Dengan menggunakan rumus inversi, kita menemukan:

oo oo |

w(x, y,t)= ﬁ [[j jQ(f,n,r]sinm(I ~1)e ™ x 0 'K, (Ex) dédndrt

—oo ()
(6.4.24)

Di mana,

4 4
m(ﬁ,ﬁ):JBlé +Bz?}‘ +k

m

Transformasi integral dengan kernel eksponensial-trigonometri dapat digunakan untuk
memecahkan masalah pembengkokan dan getaran/osilasi pada bagian sudut pelat. Untuk
bagian ini, skema perhitungan pelat seperempat tak terhingga digunakan. Transformasi ganda
digunakan dengan kernel yang memenuhi kondisi batas pada kedua sisi pelat.
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BAB 7
MODEL UMUM PONDASI ELASTIS

Bab ini mengkaji secara mendalam analisis statis dan dinamis struktur yang berdiri di
atas pondasi elastis, dengan fokus pada pengembangan dan penerapan model pondasi elastis
kohesif yang lebih representatif terhadap sifat-sifat tanah nyata. Model ini mencakup dua
batas ekstrem dari model yang umum dikenal dalam mekanika tanah, yakni model pondasi
Winkler dan model setengah ruang elastis isotropik. Melalui pendekatan ini, diperkenalkan
sebuah model baru yang tidak hanya bersifat lebih serbaguna, tetapi juga menawarkan
sejumlah keunggulan praktis dalam perhitungan rekayasa, seperti kkmampuan memberikan
solusi perpindahan dan tegangan akhir secara lebih realistis serta menghindari hasil yang
secara matematis tidak terbatas.

Model ini telah diterapkan untuk menyelesaikan berbagai persoalan struktur pada
pondasi elastis, termasuk pada membran, pondasi keras, balok telanjang, pelat, serta
fenomena osilasi bebas pelat pondasi persegi panjang. Di samping itu, bab ini juga
memaparkan pendekatan teknis dalam menentukan parameter model berdasarkan hasil studi
eksperimental tanah, sehingga menjembatani antara teori dan praktik lapangan.

Pendekatan numerik terhadap masalah kontak antara struktur dan tanah turut dibahas
secara mendalam. Teknik iteratif yang dikembangkan memungkinkan penyelesaian efisien atas
persoalan kontak yang melibatkan bidang dan cetakan kaku asimetris, dengan memanfaatkan
kernel teratur dalam model sebagai dasar formulasi persamaan integral Fredholm tipe kedua.
Hal ini membuka peluang besar bagi pengembangan metode-metode perhitungan yang lebih
presisi dan efisien dalam desain struktur yang didukung pondasi elastis.

Efektivitas pendekatan ini terutama terletak pada kemampuannya dalam
menyederhanakan proses perhitungan tekanan kontak sebuah variabel kunci dalam analisis
struktur di atas pondasi elastis. Dengan tekanan kontak yang diperoleh, perhitungan struktur
di bawah kombinasi beban luar dan respons tanah dapat dilakukan secara komprehensif.
Sebagai ilustrasi, disajikan pula penyelesaian masalah pembengkokan balok terbatas yang
bebas terletak di atas pondasi elastis menggunakan model umum yang dikembangkan dalam
bab ini.

7.1 INTI DARI MODEL UMUM PONDASI ELASTIS

Penerapan metode perhitungan konvensional terhadap struktur di atas pondasi elastis
sering kali menghadapi berbagai kendala teknis. Salah satu permasalahan utama muncul pada
model setengah bidang elastis yang dikenal memiliki kelemahan dalam merespons beban tidak
seimbang, khususnya karena menghasilkan perpindahan permukaan yang tak terbatas.
Koherensi pondasi, saat dianalisis dengan pendekatan linier yang mengacu pada solusi teori
elastisitas klasik, sering kali menimbulkan keterbatasan yang signifikan dalam perancangan
struktur, terutama untuk kasus struktur tidak terisolasi seperti balok dan pelat dengan ujung
bebas.

Struktur-struktur tidak terisolasi tersebut banyak diterapkan dalam berbagai proyek
teknik sipil, seperti perkerasan jalan dan bandara, pondasi bangunan, serta pelindung lereng

190



Analisis Struktur Pondasi Elastis — Dr. Ir. Agus Wibowo, M.Kom, M.Si, MM.

pada struktur hidrolik. Oleh karena itu, kemampuan untuk merancang struktur ini secara
akurat terhadap beban statis maupun dinamis sangat krusial. Sayangnya, hingga kini belum
tersedia metode perhitungan yang benar-benar konsisten tanpa bergantung pada asumsi-
asumsi penyederhanaan yang kuat, khususnya dalam menangani singularitas yang timbul di
titik-titik sambungan struktur.

Lebih jauh lagi, kekurangan lain dari model-model yang ada adalah sifatnya yang tidak
universal. Masing-masing model umumnya hanya cocok untuk jenis tanah tertentu, sehingga
membutuhkan pendekatan yang berbeda-beda tergantung kondisi geoteknisnya. Dalam
konteks ini, pendekatan yang ideal adalah mengembangkan suatu model terpadu yang mampu
mewakili berbagai jenis sifat tanah hanya dengan penyesuaian pada nilai parameter fisiknya,
tanpa perlu mengubah bentuk dasar model itu sendiri.

Dalam buku ini, tujuannya adalah untuk mengembangkan model dasar universal, yang
akan terbebas dari kekurangan yang disebutkan di atas. Secara khusus, model ini harus
memenuhi kondisi berikut:

1. Memberikan perpindahan terbatas pada permukaan dasar di bawah tindakan nyata
apa pun (benturan, pengaruh).

2. Menjaga sifat distributif dasar dan menawarkan kemampuan untuk menghitung
lompatan perpindahan pada permukaannya, yaitu menawarkan fitur khusus dari
model diskrit dan kontinu.

3. Memiliki universalitas dan kemampuan untuk memperoleh parameter model dasar
yang paling umum dengan nilai pembatas, seperti setengah ruang elastis homogen
(semikontinum), setengah ruang (semikontinum) dengan modulus elastisitas yang
berubah dengan kedalaman sesuai dengan hukum pangkat, dan dasar Winklerian.

Pemenuhan kondisi pertama memungkinkan untuk memperoleh sedimen dasar absolut
dengan semua kasus beban, khususnya, dengan regangan bidang (deformasi). Karena sifat
kedua, model memberikan kemampuan untuk memecahkan masalah apa pun untuk struktur
yang tidak terisolasi.

Akhirnya, kondisi ketiga diperlukan untuk kesatuan pendekatan perhitungan struktur
berdasarkan tanah dari berbagai struktur geologi dan perbandingan hasil yang diperoleh untuk
berbagai jenis kondisi tanah. Inti dari setiap dasar yang mengalami deformasi linier isotropik,

yaitu, perpindahan vertikal permukaan dasar pada suatu titik (x, y) akibat aksi gaya satuan
vertikal yang diterapkan pada titik (x1,y,), adalah fungsi jarak antara titik-titik ini 6.

K (x,x130, 1) = 0Kq (r), (7.1.1)

Dimana adalah suatu konstanta fisika tertentu, yang ditentukan secara eksperimental atau
berdasarkan penyelesaian masalah mekanika yang sesuai. Dengan menggunakan inti dari
model pondasi elastis, yaitu, fungsi Green dari masalah nilai batas, yang menggambarkan
keadaan tegangan-regangan dari media dasar, adalah mungkin untuk menuliskan hubungan
integral yang menghubungkan permukaan perpindahan dasar w(x,y) dengan tegangan
kontak p(x1, ¥1)
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j IK (\/(Y — X )2 + (_Jr’ | )2 ﬁ(.’(l s N ) ti‘rxldyl =W (x‘. }}

dan dengan demikian memperoleh formulasi yang cukup sederhana dari kondisi kontak yang
diperlukan dalam penyelesaian masalah kontak atau masalah pembebanan oleh permukaan
beban eksternal dari alas. Tugas kita adalah menggeneralisasi tiga model dasar pondasi elastis
dalam kerangka model universal alas yang terpadu. Inti mengambil bentuk berikut (dengan
akurasi hingga konstan):

++» Setengah ruang isotropik homogen elastis

|

++ Setengah ruang elastis dengan modulus elastisitas, yang berubah terhadap kedalaman,
menurut hukum pangkat (model G.K. Klein)

1

KU(F):W

(7.1.3)

di mana v > 0 adalah parameter yang menentukan ketergantungan modulus elastisitas
pada kedalaman.
Untuk basis Winklerian, kernel model dapat ditulis sebagai

Ko (x=xi30=p1)=8(x=x)(y-n) (7.1.4)

Perlu dilakukan transformasi rumit dari fungsi umum untuk menghasilkan variabel 7r =

\/(x —x1)%2 + (y — y1)? Oleh karena itu, mari kita tunda penerimaan representasi untuk
kernel Ky(r) dalam kasus pondasi Winkler. Tentu saja, hal itu dapat dicapai setelah
mempertimbangkan sifat-sifat transformasi integral kernel pondasi yang dapat dideformasi
secara linier. Transformasi Fourier dan Hankel untuk kernel dasar dapat dibangun dengan
menentukan representasi integral berikut.

K(x.y)= %j jh(,,/oe2 + B ]E‘YP [J;(f:;f )] dodp (7.1.5)

K(r)= %jh(r)fo (1r)dt (7.1.6)
0
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Di sini [y (tr) adalah fungsi Bessel; h (t) adalah kerapatan kernel. Dengan menggunakan
rumus inversi untuk transformasi Hankel, kita peroleh dari (7.1.6)

[==]

h(1) = sz}-KU (r)Io (1r)dr (717)
0

Mari kita perhatikan bahwa kerapatan dihubungkan dengan fungsi ¢ (t) yang diperkenalkan
oleh B.G. Ko-renev dengan ketergantungan (h(t) = tc(t). Fungsi h (t) untuk ketiga model
yang disebutkan di atas berbentuk:

++» Setengah ruang isotropik elastis homogen

h(t)=1 (7.1.8)

*¢ Ruang setengah elastis dengan modulus elastisitas bervariasi terhadap kedalaman
sesuai dengan hukum pangkat.

,_vm
Tt 5607
hit)=——= 7.1.9
1(2) r(1+v) (719)
«» Basis Winklerian
h(.‘) =1 (7.1.10)

Sekarang tidak sulit untuk menentukan kernel Ky(r) untuk model dasar Winkler. Dengan
menggunakan fungsi (7.1.10) dalam (7.1.6), kita menemukan

(=]

|
Ko (r)= EJ”“ () d.
0

Integral terakhir divergen. Untuk memberikan makna dalam kelas fungsi umum, mari kita
tuliskan kondisi ortogonalitas fungsi Bessel indeks nol pada interval tak terhingga.

f‘jﬂ(; (re) 1, (rlf]dr = 5(r -1 )
0

Dengan mempertimbangkan bahwa lim0 Iy(r1t) = 1, kami memperoleh
ri—

oo

ju(, (rt)dt = 18 (r)
0
dan akibatnya
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Ko(r}=%, (7.1.11)

adalah representasi fungsi delta yang terkenal dalam koordinat polar. Untuk menggeneralisasi
kernel model pondasi elastis (7.1.2-7.1.4), mari kita masukkan kernel asimetris berikut ke
dalam pemeriksaan

6
1+v
(ZR\.;‘RE + 32]

Tidak sulit untuk melihat bahwa dalam kasus-kasus yang terbatas, kernel (7.1.12) menjadi

K(r)=0K,(r)= (7.1.12)

kernel untuk setengah ruang isotropik homogen (¢ = 0, v = 0) dan untuk model G.K. Klein
(e = 0),yang didefinisikan oleh rumus (7.1.2) dan (7.1.3), masing-masing.

Pada saat yang sama, pengenalan parameter dan memungkinkan kita untuk
memperoleh integral konvergen dengan solusi dari berbagai masalah dan memperhitungkan
fenomena seperti deformasi plastik lokal, pembulatan alami di sudut-sudut, dan sebagainya,
sampai batas tertentu karena penghalusan solusi. Perlu dicatat bahwa kernel (7.1.12) pada
dasarnya adalah generalisasi dari kernel yang digunakan oleh B.G. Korenev.

7
Vi + g2

dan kernel (7.1.3). Sekarang kita harus membenarkan transisi dari kernel (7.1.12) ke (7.1.11).
Mari kita untuk tujuan ini mewakili konstanta 8 fisik dalam bentuk

K(r)=

6 = 4n’kye"'?
dan perbaiki nilai ky. Mari kita hitung limitnya

2y viI2
lim 4 A,UE‘ k[)E

l+v — 2 2] '
£—=0, v 52 £—0 .
. (2?1' ’R2+£2] Zm(r +£

Dari teori fungsi umum diketahui bahwa;

lim ———=6(r) (7.1.13)
e—=0 r~-+£°

Dengan demikian
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)
K(f')=kn%,

Dengan demikian, yang sesuai dengan (7.1.11).
Kami menghitung kerapatan h(t) dari kernel model pondasi yang diusulkan. Dengan
menggunakan (7.1.12) dalam (7.1.7), kami menemukan

frx+v8a

[)=
) 2V %7%T (o +v)

h K, (e1), (7.1.14)

di mana K, (&t) adalah fungsi MacDonald; a = % Transisi batas dari (7.1.14) menghasilkan:

denganv — 0

hit)=e %, (7.1.15)

Dengan v — 0, & — 0 kita sampai pada kerapatan inti setengah ruang elastis homogen
h()=1. (7.1.16)
Jika kita menerima v = 2, maka

0 _
EEI

Oh(r)=

4dr’e
Dengan asumsi seperti di atas 8 = 412 €k, kita memperoleh dengan € = 0
Oh(1) = tk. (7.1.17)

Persamaan (7.1.17) sesuai dengan kerapatan inti pondasi Winklerian. Dalam kasus masalah
dua dimensi, inti model pondasi elastis K(x —x;) = K(|Jx —x;|) = K(s) dapat
direpresentasikan dengan kerapatan h(t) sesuai dengan rumus

K(s)= Sj@cos stdt
0

Dengan asumsi dalam rumus ini h(t) sama dengan (7.1.14), kita menemukan
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L=l

Pe”

K(s)=
(s) 2"‘“E”F(a+v}0

1~ K (&t)cos stdt. (7.1.18)

Integral  terakhir  dihitung hanya dengan Ree>0,s>0,a<1/2. lJika kita
mempertimbangkan bahwa dengan definisi fungsi MacDonald

i L (1) i l
= () ()
K#(z)=7e 2 H, (£3)=7€ 2 Eﬁi(s:],

i “

di mana H;(ll) (iz) adalah fungsi Hankel jenis pertama

Ky(z)=K_;(z).

Jadi, kita punya

(2 + )
Dimana
0. or(v/2)
! 2v+lﬂ.v—lf2 F[I"LV) .
2

Mari kita perhatikan bahwa kondisi @ < 1/2 sesuai dengan nilai yang diterima v > 0. Seperti
yang dapat kita lihat, kernel (7.1.18) memiliki bentuk yang cukup sederhana dan dengan
v, dan ¢ tidak memiliki singularitas pada seluruh sumbu semi 0 < y < co. .Fungsi pengaruh
yang ditentukan oleh rumus (7.1.19) dari sudut pandang mekanis cukup dibuktikan. la memiliki
nilai yang terbatas

K(0)=6,e"

pada titik penerapan gaya dan cenderung nol pada tak terhingga, yang sesuai dengan gagasan
rekayasa pondasi elastis nyata, dalam perbedaan misalnya dari model setengah bidang
homogen elastis, yang intinya dalam kasus masalah bidang mengambil bentuk

— 6. 1

K(s)=—In—+c¢, (7.1.20)
T A}

di mana adalah konstanta sembarang, dengan singularitas di nol dan pada tak terhingga.

Dengan asumsi bahwa v — 0,v — 2,dan € — 0, kita dapat memperoleh empat kernel

yang disebutkan di atas: G.K. Klein (¢ — 0); B.G. Korenev (v — 0); setengah bidang
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homogen elastis (v — 0, & — 0); Basis Winklerian (v — 2, & — 0). Akan tetapi, mustahil
untuk menyelesaikan transisi limit dalam rumus (7.1.19) secara langsung, karena dalam kasus
ini kondisi konvergensiintegral (7.1.18) terganggu. Untuk mengatasi kesulitan ini, mari kita cari
turunan dari kernel sudut kemiringan permukaan alas

_, e T _ :
K (s)=- T T (oY) j:' YK, (€t)sinstdt.
0

Integral ini dihitung dengan bantuan rumus

it 3
. 3 ~>—H
Jx”“K“ (ax)sinbxdx = ( 2a)* Fa(5+,u)b(b2 +a2] 2,
0
jika kita mengasumsikan bahwa u = —a,a = ¢,dan b = s. Kita akan memperoleh

Br(é—a)s(sz +° ]a—3fz VQF[_E)S‘(SE +g? )():—3!2
K (5)=——2 2

2"’:1:”_”21"(0L+v) 2"”1:"'_”21“(a+ V)
(7.1.21)

Sekarang dimungkinkan untuk melakukan transisi pembatas; dengan v — 0 kita memiliki

Os

K (s)=-——F5—>+ (7.1.22)
:r(sz + 53]
Dengan mengintegrasikan (7.1.22), kita menemukan kernel bidang yang sesuai
— ) |
K(s)=——In| ———= |+c. (7.1.23
(5) 2 (.';2 e ) ' )

dan dengan € — 0 kita sampai pada kernel (7.1.20) untuk bidang setengah homogen elastis
dengan akurasi hingga konstanta fisik. Di sisi lain, dari (7.1.21) dengan € — 0 kita memperoleh

9r[1+£]s—'—”2
2

- Zvﬂ.v—lfzr(l"i_ V)
2

K(s)=
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dan setelah integrasi kita punya

er(1+£)
2

zt'ﬂtf—]fzvl—‘( 1 _; v )SVIE

K(s)=

+c (7.1.24)

Dari kondisi (dengan v # 0) kita peroleh ¢ = 0. Inti (7.1.24) sesuai dengan setengah bidang
elastis dengan modulus elastisitas, yang berubah terhadap kedalaman sesuai dengan hukum
pangkat. Transisi pembatas dari (7.1.24) ke (7.1.20) dicapai dengan bantuan rumus

lim l i—1 = lni.
v=0| v ‘S‘v M

Dengan demikian, dari (7.1.12) dengan bantuan operasi pembatas yang ditunjukkan dapat
diperoleh kernel (7.1.20), (7.1.23), dan (7.1.24), yang sesuai dengan model atau kernel yang
diketahui. Mari kita perhatikan bahwa kernel yang diusulkan (7.1.23) tidak dipertimbangkan
dalam literatur ilmiah sebelumnya.

Gambar 7.1 menunjukkan grafik fungsi pengaruh K,(7r) untuk model yang diusulkan
dengan nilai yang berbeda dari v dan €. Pertanyaan tentang pemilihan parameter ini harus
diselesaikan dengan mempertimbangkan sifat dasar tanah yang sebenarnya. Fitur khusus yang
penting dari model tersebut adalah kemungkinan deskripsi yang memadai tentang sifat tanah
dengan sedimen yang teredam dengan cepat dari area yang terbebani, yang biasanya
dijelaskan oleh model tipe Winklerian.

Dengan asumsi dalam (7.1.21) bahwa v = 2, maka kita akan memperoleh

s
"} 2
2 (r + 82]

K (s)=-

dari mana dengan integrasi kita menemukan

_ 6
Az’ (52 + 82] -

K(s)=

Dengan 8 = 42k, dimana ko, — adalah koefisien bed yang tetap, maka akan diperoleh

kUE

(.‘TE‘I'—EE] (7.1.25)

K(s)=
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Transisi pembatas dengan € — 0 dilakukan (dilaksanakan, diimplementasikan) sesuai dengan
rumus (7.1.13)

K,
o() v=025
0.6 £ = 0.25
0.5
0.4 =05 =1
0.3 z/t
] £=2
U —
01 05 1 2 3 r
Ky(r
o(r) v =05
0.5 '\ £=0.25
0.45 N\
0.4 \\
\ £=05 e=1
0.3
N P
0.2 / \ / _
015 TSN\ E==
Fad /'“-
0.05 = %
0~ t L
01 05 1 2 3y
3
Kq(r
o(r) v=0.5
0.5 \ g=0.25
0.45 N
0.4 \\
03 l_\__£=05 g=1
N x
N A N _
015 SN\ E=2
0.1 /)Q.\ S —
rad j--___
0.05 = %ﬁ
0 " " [

|
01 05 1 2 3 p

Gambar 7.1 (a) Fungsi pengaruh K (7). (b) Fungsi pengaruh K (). (c) Fungsi pengaruh
Ko(1)

199



Analisis Struktur Pondasi Elastis — Dr. Ir. Agus Wibowo, M.Kom, M.Si, MM.

K (5)= koo (s).

Inti (7.1.25) dapat digunakan untuk menggambarkan keadaan tegangan-regangan untuk tanah
yang hanya sedikit kohesif. Bentuk umum inti dasar dengan keadaan regangan bidang, dan
dengan v # 0, & # 0 dapat diperoleh dengan integrasi (7.1.21) dengan mempertimbangkan
kondisi pada tak terhingga.

- _91“(%—0:)(52 +£2]_§

K(: (7.1.26)
1;2";17:]’,_5]“((%L V)
dan menggunakan rumus terkenal dari teori fungsi gamma
F(1+z)=zr(z]. (7.1.27)

Gambar 7.2 menunjukkan grafik kernel (7.1.26) dengan nilai parameter v dan &. Bersamaan
dengan fondasi kernel untuk masalah spasial dan planar (dua dimensi), yang dipertimbangkan
dalam sistem koordinat Cartesian, penting juga untuk memperoleh ekspresi yang sesuai untuk
tugas-tugas tersebut, yang diformulasikan dalam koordinat kutub.

K(s) |1

g =0.05

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 S

Gambar 7.2 Grafik fungsi K(s).
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Seperti diketahui, jarak antara dua titik pada bidang dengan koordinat kutub (7, ¢) dan
(11, 1) ditentukan oleh rumus:

R= \/}.2 + rlz —2rn cos(@ — ).

Oleh karena itu, hubungan antara beban pada alas p (71, ¢;1) dan perpindahan permukaannya
(w (r, @) dapat direpresentasikan dalam bentuk:

2o

”K(Jrz + 1 = 2 cos((p—qol)]p(n,qol)ndﬁoldn =w(r.p)
00

Dengan menggunakan representasi integral (1.6) untuk kernel K (R), kita memperoleh

2T oo o0

jjjp(rl,gol ) 1o (tR)h (1) ndedndt = w(r,1) (7.1.28)
000

Mengingat rumus penjumlahan fungsi Bessel

Iy (r\/rz + 17 =2rn cos(@ — @ )] = ZZI” ()1, (m)cosn(@—q)

n=0
Mari kita tulis ulang hubungan (7.1.28) dalam bentuk berikut:

oo’ oo 2T

.[,[h(f}p” (¢.1) I, (tr)cosn(@— @) didpy = w(r,p),  (7.1.29)
2r Z
n=00 0

Dimana

L==]

P (,1) = Jp(n.(ol )1, (1) rid.
0
Di sini bilangan prima dalam tanda jumlah berarti bahwa perkalian % dengan anggota (suku)
nol diperkenalkan. Yang paling menarik adalah kasus pembebanan basis yang simetris sumbu.

Dalam kasus ini, P, (¢, t) tidak bergantung pada koordinat sudut, dan semua suku kecuali nol
dalam jumlah (7.1.29) akan berubah menjadi nol:

201



Analisis Struktur Pondasi Elastis — Dr. Ir. Agus Wibowo, M.Kom, M.Si, MM.

ijz(r} o () I (1r)dt = w(r) (7.1.30)
0

Dimana

o

Po(t)= j!’(f'l)fu (rn ) ndn.
0

Kembali ke kernel asli, yaitu dengan mensubstitusi nilai P, (t) pada (7.1.30) kita memperoleh

k==l

BJK(:',r])p(q)rldﬁ =w(r), (7.1.31)
0

di mana inti dari masalah axisimetris memiliki bentuk:

Ky(r,n)= jh(r]fg (nt) Iy (rt)dt. (7.1.32)
0

Untuk model yang dipertimbangkan (yaitu, dengan kerapatan kernel h(t) yang dinyatakan
dengan rumus (7.1.14)), untuk penyederhanaan, kita akan merepresentasikannya dalam
bentuk

h(1)= B"*V K, (et1), (7.1.33)

Dimana

E&'

B, = ,
VeV T (o4 v)

Integral dari (7.1.32). Sebagai hasil perhitungan, kita memperoleh

K[_} (r,r]): 2(1+1,-_]Bv (8)_(;{_1;_] I.,[V'F l)r(2a+ V+ l )

’ ; 7.1.34
< E v+1 20:+v+111._i _i (11.33)
4 2 L) 2 3 ta ds 821 82 .

Di sini F,- fungsi hipergeometrik dua variabel ditentukan oleh deret ganda
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E(oByyixy)= Y ((;J;)!”E; Bl X"y,

) m!ln! ‘
m=0n=0 m n

Dimana

_[(y+m)
(J")m —W :

Luas konvergensi fungsi hipergeometrik F4 ditentukan oleh rasio |\/§| + |\/§| yaitu, agar
rumus (7.1.34) terpenuhi syarat r +n < & Syarat ini merupakan batasan substansial dan
memungkinkan perhitungan hanya untuk titik-titik permukaan alas yang terletak di dekat
beban lokal. Dalam kasus lain, integral (7.1.32) perlu dihitung secara numerik. Dalam kasus
h(t) = e % (v = 0), ekspresi untuk kernel axisymmetric cukup sederhana:

Ko (r.n)=——0 (—gzﬂzﬂ'z (7.1.35)
o\rh)= -1/2 .32
TAfrn Jrn
di mana
Q-1 adalah fungsi Legendre jenis kedua. Ketika v = 2, h(t) = t(4m?e)~te %,
e = T(2+2m) r
Ko(r,n)= F(—m,—nm;1, —). 7.1.36
o(r.n) 4n22;n'r(m+1) (=m ' r]) ( )

Deret hipergeometrik dalam (7.1.36) terputus (dihilangkan, dipotong). Akan tetapi,
perhitungan kernel ini tetap merupakan prosedur komputasi yang cukup rumit. Rupanya, dan
dalam kasus ini, lebih mudah untuk menghitung integral konvergen (konvergen) langsung
(7.1.32)

7.2 PENENTUAN KARAKTERISTIK MODEL UMUM PONDASI ELASTIS (DASAR)

Sekarang mari kita periksa pertanyaan terpenting tentang penentuan karakteristik
model dasar yang diusulkan, yaitu parameter kernel (7.1.12) berdasarkan pengujian tanah
nyata. Misalkan sebagai akibat dari pembebanan prangko bundar kaku (keras) dengan tapak
kecil dengan perpindahan vertikal prangko yang terukur z, dan jarak r; dan r, dari prangko ke
himpunan cincin titik-titik banyak, di mana perpindahan, masing-masing, menyusun z; dan z,
(Gambar 7.3). Pemilihan jari-jari r; dan r, harus sedemikian rupa sehingga perpindahan z,, z;
dan z, tidak akan berdekatan satu sama lain.

Perpindahan prangko z, dengan jari-jari kecil karena gaya satuan dapat diidentifikasi
dengan K(0). Menurut (7.1.12)
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7]
Zp = K(O)zi. (7.2.1)
(ZEE)I+V
Secara analog untuk perpindahan z; dan z,kita memiliki
0
1= v - (7.2.2)
(2::,}1'12 + 2 )
o 0
“2 = 5 1+v
(21!: s + &2 )
Gambar 7.3 Skema lubang selama pengujian cetakan.
Kami mengubah ekspresi terakhir ke bentuk
af =5 of=-_E (7.2.3)
2 2 2 2
i tE ,/r;, +&
Di mana
Z Z9 1
alzq_ln a2:i_‘-a )8:—'
Zp Zy l+v

Dengan menaikkan ruas kiri dan kanan (7.2.3) ke dalam kuadrat dan mengeluarkan parameter
dengan mengambil logaritma, kita peroleh

A h

In fz]lnaz—ln 282]11:1&1 = 0. (7.2.4)
i'l + & i'z + &

Penyelesaian persamaan ini dalam fungsi elementer memerlukan beberapa asumsi. Misalnya,
kita tidak dapat memilih nilai @; dan a, secara sembarangan. Kita harus memilih nilai
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parameter dalam pilihan tertentu. Secara khusus, akan lebih mudah untuk mengasumsikan
bahwa a; = aZ Maka persamaan (7.2.4) akan memiliki penyelesaian sebagai berikut

(7.2.5)

Parameter ditentukan oleh rumus

yo_ e (7.2.6)

&
2
Jit + €

Memperoleh solusi persamaan (7.2.4) dalam bentuk akhir memerlukan asumsi @; = a2 yang
menimbulkan beberapa komplikasi dalam penanganan data eksperimen. Akan tetapi,
komplikasi ini tidak signifikan karena hanya memerlukan konstruksi beberapa titik dari garis
pengaruh eksperimen, dan kemudian pemilihan dua titik pada kurva ini, yang perpindahannya
dihubungkan dengan ketergantungan yang ditunjukkan. Konstanta terakhir akan ditentukan
dari rumus (7.2.1)

In

0 = zo (2me) (7.2.7)

Jika kita sekarang mengekspresikan kernel basis melalui (7.2.7), kita dapat memperoleh rumus
yang mudah

N 20
K(;)— v (7.2.8)

(1‘28_2 + 1) 2

Jika basisnya memiliki koherensi kecil, maka untuk kernelnya, seperti yang ditunjukkan di atas,
perlu untuk mengadopsi ekspresi berikut

v
4?1'2;(052

I+v ?
(2}2:\!:'2 +? )

K(r)=

(7.2.9)

Dimana k, adalah suatu konstanta, yang dalam penambangan mirip dengan koefisien dasar
Winklerian. Dalam hal ini, semua asumsi yang dibuat di atas tetap berlaku. Parameter v dan &
ditentukan oleh rumus (7.2.5), (7.2.6.), dan untuk konstanta k, kita memiliki
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—v/2
B 2081 vi2

= (7.2.10)

ko

Setelah menyatakan inti pondasi melalui kg, kita akan kembali lagi ke rumus (7.2.8). Dengan
demikian, dimungkinkan untuk menghitung nilai dari dua parameter
v, £, dan Konstanta fisik 6, yang menentukan tiga perpindahan pada kurva eksperimen, yang
cukup akurat untuk praktik teknik dan dapat diambil sebagai fungsi pengaruh (inti) pondasi.

Penting untuk menentukan inti berdasarkan hasil uji tanah lapangan. Kami akan
mencoba menggunakan data dari eksperimen ekstensif L.I. Manvelov dan E.S. Bartoshevich.
Gambar 7.4 menunjukkan kurva eksperimen permukaan pondasi dari cetakan kaku melingkar
yang diperoleh dengan pengujian lempung berlumpur (berdebu) (garis padat).

Mari kita terima, menurut grafik,
zo=1.0mm, z;=0.09 mm, z3=0.3mm.

Jarak yang sesuai adalah:

=0, n=210mm, » =80 mm.

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

K

Gambar 7.4 Kernel K(r) untuk lempung berlumpur (berdebu).
Kita memiliki
o1 =0.09; o, =0.3.
Perhitungan dengan rumus (7.2.5) dan (7.2.6) menghasilkan:
£=36.2; v=0.356.

Untuk konstanta fisika kita memperoleh:
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6=1-(2r-36.2)"° =1570

Inti dari model pondasi elastis menurut (7.2.8) berbentuk:

1

Ko(r)= 5
( 0.000763r2 +1

)0.6?8 ’

Gambar 7.4 menunjukkan grafik fungsi pengaruh pada eksperimen Manvelov — Bartoshevich,
rumus (7.2.8) (garis putus-putus), dan model setengah ruang elastis isotropik (garis titik-dan-
putus). Seperti yang dapat kita lihat, model yang diusulkan memberikan hasil yang cukup dekat
dengan eksperimen.

Adalah menarik untuk memperoleh ekspresi, juga untuk kernel bidang K (s). Menurut
(7.1.19) kita memiliki dalam kasus ini

1570 F(0-178)n0-144(32 +1310)—0.1?g

21336 1(0.678)

K(s)

Untuk menghitung nilai I'(0.178),kita gunakan rumus (7.1.27). Dari tabel fungsi Gamma kita
peroleh:

r(1.178) _ 0.924

F(0.178)= = =5.19
0.178 0.178
F(0.678) _ '(1.678) _ 0.8047 _1.187
0.678 0.678
Jadi akhirnya kita menemukan:

= 3162

K(s)= 5 0.178
(s> +1310)

Seperti yang dapat kita lihat, karakteristik model untuk berbagai kasus terhitung dipulihkan
sesuai dengan data eksperimen yang cukup sederhana.

7.3 MASALAH KONTAK BIDANG DAN SIMETRI AKSIAL PONDASI ELASTIS

Penelitian mengenai sifat-sifat model pondasi elastis yang diusulkan paling tepat
dilakukan melalui analisis masalah kontak pada pondasi kaku. Studi-studi semacam ini tidak
hanya memiliki nilai tersendiri dalam konteks teoritis, tetapi juga sangat berguna untuk
mengidentifikasi karakteristik tegangan kontak yang bergantung pada parameter model.
Dengan demikian, dapat ditentukan rentang nilai parameter yang sesuai untuk mewakili
berbagai jenis tanah secara lebih akurat.
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Dalam bagian ini, pembahasan akan difokuskan pada analisis masalah kontak bidang
dan simetri aksial pada cetakan kaku yang ditekan ke dalam ruang setengah elastis.
Karakteristik material dari ruang setengah ini diasumsikan mengikuti model pondasi elastis
yang diusulkan. Masalah kontak semacam ini dapat diformulasikan dalam bentuk sistem
persamaan integral yang saling terkait, khususnya dalam kasus simetri aksial.

(=]
-~

[ pe 1o (er)ae = “*"T“’(");(oﬂ-w)
) (7.3.1)
. P(E) o (Er)dé =0, (1 <r<oo)

0

di mana ﬁ(f) Transformasi Hankel dari tegangan kontak p(r); w, perpindahan titik pusat die;
w(r)(w(0) = 0) fungsi yang menggambarkan permukaan kontak die; r, jari-jari die. Fungsi
h (&) ditentukan oleh rumus (7.1.14). Untuk menyelesaikan persamaan integral berpasangan
(7.3.1) salah satu metode yang biasanya diterapkan dalam kasus tersebut dapat digunakan.
Metode-metode ini memerlukan perilaku spesifik fungsi pada tak terhingga; khususnya
kinerjanya pada tak terhingga harus berbentuk

h(E)=BE21[1+0(1)], %z u>0, (7.3.2)

di mana B - adalah suatu konstanta tertentu. Dengan menggunakan perilaku asimtotik fungsi
MacDonald untuk model yang dipertimbangkan, kita dapat memperoleh representasi berikut
dengan

h(&) = Be?E@+v 1126765 [140(1)]. (7.3.3)

Dengan & =0,v =0 kondisi (7.3.2) terpenuhi, dan penyelesaian masalah dapat
disederhanakan dengan menyelesaikan persamaan integral Fredholm jenis kedua. Dalam
kasus ini.

] Uy

71(8)=5"0(8) [G (- (En)+ [R(m.m)

0 0
x I_y (Em ) mdn )dn,

(7.3.4)

Dimana
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pi(&)=5"p(&) B(&).

p(&)= (@) -1 u= "2
Gl(n}=r(l_2;) wo =17 _[ )dr

R (m1,m) penyelesaian persamaan integral

]

R(m,n)+¥(n,m)+ _[R(n,nz)‘i’ (m,m2) mdm, =0,
0
dengan kernel

¥ (n.n) _[h I_, (En)1_, (Em)&de.

Tekanan kontak ditentukan oleh rumus

u .
]J'(F‘)— 2 G, (FU} _-[ Gz(’?)dff (7.3.5)
Dimana

()= [ (©) Ty (E) o )

Solusi ini, seperti yang kita lihat, cukup rumit, tetapi kendala utama dalam penggunaannya
adalah kendala (7.3.2). Oleh karena itu, untuk memperoleh solusi universal, kita akan
menggunakan metode yang diusulkan oleh U.G. Plotnikov, yang memberikan algoritma yang
sangat efisien untuk memecahkan masalah kontak. Metode ini direduksi menjadi sistem
persamaan aljabar linier dalam kaitannya dengan masalah sumbu simetri.

rA+ Rwy =0

3.
R"A+0=0 (736)

Dimana r = [r;],R = [R,,], Q = 2%;P gaya yang bekerja pada dadu; wo penurunan dadu;
A=[A,]; Ry, = fooo B, (r) rdr; A,, koefisien ekspansi tekanan kontak dalam seri (dalam

hal) fungsi koordinat.
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N
p(!‘) = ZAanm (") (737}

m=1

Koefisien 1,,,; ditentukan oleh rumus

_9 jh(g)f}m (&) pi(&)dE

Tl = T

di mana B,,(§) Transformasi Hankel dari fungsi P,,,(1);

f=2e]

ﬁm = |"Pm (?'}IO (ér) dr.
0

Perkiraan (7.3.7) tekanan kontak diterima dalam bentuk:

=3l

Gambar 7.5 Perkiraan tekanan kontak.

Di sini H - adalah fungsi Heaviside satuan langkah. Dengan demikian, fungsi tekanan kontak
diperkirakan dengan fungsi langkah (Gambar 7.5). Dan nilai Am dalam pengertian fisik adalah
resultan tekanan kontak pada luas A,. Masalah bidang diselesaikan dengan cara yang sama.
Dalam kasus ini, berbeda dengan masalah sumbu-simetris dalam (7.3.6), diterima Q = P dan
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Tl = % J.h(é)ﬁ'm (ig') Pi (é)déw
0

dimana

- 1 ( iEx
Pm (é) - EJ.PH: (x)e 3 dx,
0

Pr(8) === [ (x)e v

1
2r

S e 8

P (&) Fungsi dari kompleks-adjoint dari P1(§)
Nilai R,,, ditentukan dengan rumus

Ry, = J.pm (l] dx.
0

Perkiraan tekanan kontak yang berlawanan dengan (7.3.7) mengambil bentuk

N
p(x)= EA{- {f[ﬂ{\ — X; +%]— H[_r—_r,- —%J:I} (7.3.8)
i=I ! o '

Bersama Yu.G. Plotnikov, kami telah menyusun program FORTRAN untuk perhitungan
tegangan kontak untuk masalah kontak simetris sumbu dan bidang untuk penyelesaian
numerik masalah kontak dengan algoritma yang diberikan, menggunakan kernel (7.1.12)
sebagai basis kernel yang diusulkan dalam karya ini. Hasil penghitungan tegangan kontak, yang

ditentukan dengan akurasi hingga pengali konstan 2(m) 177, ditunjukkan pada Gambar 7.6
a,b,c, dan pada Gambar 7.7. Perhitungan dilakukan untuk kernel:

K(r)=— (739)

l+v

(rz +£2) 2

dan dalam kasus permasalahan bidang, kernel berikut diterima:
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K(x)=———. (7.3.10)

(xz + 22)2

Untuk mengevaluasi keakuratan solusi numerik dari masalah kontak sumbu simetris dan
bidang, tekanan kontak rata-rata di bawah cetakan dihitung secara simultan, yang memastikan
pengecekan kondisi keseimbangan.

Untuk tujuan ini, dengan nilai-nilai parameter yang terbatas, dilakukan perhitungan
untuk setengah bidang elastis ideal. Analisis hasil perhitungan menunjukkan bahwa dengan
nilai-nilai parameter dan, model yang diusulkan memungkinkan untuk memperoleh diagram
tekanan, yang merupakan diagram antara, karakteristik untuk basis Winklerian dan setengah
ruang elastis.

E=10
a) 10 -05 0 0.5 L0
—'r—— :f“\‘ — . ,.-_—--"';)-T-'l:}
’ﬁi____-/ o:\-_._' 4?=q5
1 Y|
| 06
-2
-0 -0.5 0 05 1,0
f -
e
I e — I — - __..__aﬂa
—— | :\‘—r_ S0
V- ¥=15
/!' 0.6 \\
to &=0 04
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b -1,0 -0,5 0 0.5 1,0
} ‘__ "":;6._. __13=0
Z Ej‘ ﬂ,ﬁ - f/Qzﬂ,E
\l ~9=15
1 0,6
£=002
1
-1,0 -0,5 0 05 10
™ =y ¥=0
w—j"?;: o
,{ :431=15
0,6
Yr
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€ - 004
h 5 0
0) 10 05 0 0, 18
— =\ |05
0.4 904
1 06 1 »-0
1P

1P
€=04
10
= Dtu
~ 9:Qk
\..
4 a6 \ ™~ 9-05
l a8

I

Gambar 7.6 Diagram tegangan kontak.

Dalam kasus terbatas, diagram untuk dua model terpenting ini diperoleh. Dengan demikian,
model yang diusulkan memungkinkan untuk menggambarkan secara praktis setiap dasar
tanah, yang diperiksa dalam kerangka teori linier, dan yang memiliki kohesivitas yang berbeda.
Dalam hal ini, mereka dapat memiliki struktur heterogen di kedalaman. Sifat-sifat yang cukup
umum tersebut tidak menjadi karakteristik untuk model lain yang dikenal.
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-1,0 -0,5 0 0,5 1,0 s
B

SR [ 10 |
=0,1
12

14

&=0,02

/———"—\‘(§=0,5

~3
0,6 3= 40
I=1,5
0.8 d=0.1

ypP

Gambar 7.7 Diagram tegangan kontak

METODE PERHITUNGAN STRUKTUR PADA PONDASI ELASTIS
Model umum pondasi elastis yang diusulkan sebagai hasil dari keteraturan inti pondasi

elastis membuka jalan untuk menerapkan metode efektif ini pada penyelesaian masalah
kontak dan masalah desain struktur pada pondasi elastis.

Perhitungan struktur pada pondasi elastis dikaitkan dengan berbagai cara untuk secara

langsung mereduksi masalah yang dirumuskan menjadi penyelesaian persamaan integral
Fredholm jenis kedua. Efektivitas metode ini ditentukan oleh peluang penerapan prosedur
iteratif sederhana untuk memperoleh karakteristik tekanan kontak yang paling penting,
setelah itu perhitungan struktur dapat dilakukan pada aksi gabungan beban eksternal dan
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tekanan kontak yang diperoleh. Biarkan persamaan kesetimbangan struktur berbentuk

Lw(x.y)=q(x,»)— p(x,»)(x.y € D)

J.K ()( — X1, V=N ) p(xlj M )dxld Y= 1'1»’(_3(,'., y) {74].)
D

di mana L — operator diferensial gaya elastis struktur; w (x,y) perpindahan (defleksi);
q (x,y) beban eksternal; p (x,¥) — tekanan kontak; dan D — luas yang ditempati oleh
struktur. Mari kita substitusikan perpindahan yang ditentukan dari persamaan kedua (7.4.1) ke
dalam persamaan pertama (7.4.1). Kita akan memperoleh

p(x, Jf)+_[ jR (x, xi; 0, 0) p(x1 L ) dxdn = q(x, p),

D
R(x, xi;, 1) = LK (x = x1, y—y1).

(7.4.2)

Persamaan (7.4.2) adalah persamaan integral linier dua dimensi jenis kedua. Persamaan
tersebut dapat dipecahkan, dan solusinya dapat dibangun dengan bantuan prosedur numerik
yang efektif jika inti persamaan adalah Fredholm (Fredholmians).

Untuk model fondasi elastis koheren yang diketahui, inti K (x - X3,y — y1) tidak
beraturan, jadi R (x,x;; y, y1) juga tidak beraturan. Model umum fondasi elastis yang
diusulkan bebas dari kekurangan ini. Inti (7.1.12) teratur di seluruh bidang x,y dan semua
turunannya

a.‘H'f K {:}.'s"H' B

ax*dyt ax® 9y >

l+v

juga teratur pada seluruh bidang. Pada saat yang sama semua turunan dari kernel K (x —
X1,y — Y1) menurun pada tak terhingga lebih cepat daripada [(x — x;)? + + (y — v1)?]
sehingga inti persamaan (7.4.2) terintegrasi (dapat diintegrasikan) dengan kuadrat pada
domain D mana pun dari bidang x, y, yaitu Fredholmian.

2
J J.|R[:r, xi;p,0)| dxidyy < oo
D

Karena fakta ini persamaan (7.4.2) dapat dengan mudah dipecahkan dengan bantuan teknik
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iterasi kuadratur mekanis, dll. Untuk ilustrasi ini mari kita berikan solusi untuk masalah tentang
tekukan balok dengan panjang terbatas, yang terletak bebas di atas fondasi elastis, yang
dijelaskan oleh model umum. Mari kita tuliskan persamaan kesetimbangan balok dalam
bentuk

ERYV (x)=q(x)-p(x), (-I<x<]I)

!
2 —-vi2 (7.4.3)
QVJ.[(x—xl] +£2:| p(x1)dx; = y(x).
1
Persamaan (7.4.3) mengambil bentuk berikut
!
p(x)+6,E1 [R(x,x1)p(xa) di = (x), (74.4)
-
Dimana
2v(2 +v) SVZ+v)(4+v)(x- xl)z
R(x:xljz 2+viZ T S+vIZ

[(x—x1)2+£2] [(x— x1)2+£2]

N v(Z+vI[4+v)6+v)[x— x )4

[(x_x1)2+£2]d+wz

Tidak sulit untuk melihat bahwa ketika v > 0 integral

J | R(x,x1)% | dx, <0.

sehingga untuk semuat < oo persamaan (7.4.4) merupakan persamaan Fredholm jenis kedua.
Untuk menyelesaikan persamaan ini mari kita buat prosedur iteratif, dengan mengutip
persamaan awal (7.4.4) dengan substitusi x/1 = X, x; /t = X; ke bentuk berikut

|
(%)= q(%)- AJ.R(:T‘..r. \p (%) dx,
-1
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0, EI
Dimana A = ’;3 Prosedur iteratif ini diungkapkan dengan rumus
1
a1 (X)=q(X)— AJ.R{_?,):] ) P (X1) dxy, (7.4.5)
-1
Atau

| |
P (®)=4()-2[RGE5)| ¢(5)- 2 [RE7)[g(F) .. |5
-1 -1

Setelah p(x), ditentukan, perpindahan balok dapat diperoleh dengan perhitungannya untuk
aksi gabungan beban g — p. Sebagai contoh, balok dibebani oleh beban yang didistribusikan
secara seragam. Parameter balok dan alas diterima sebagai berikut:

8_Z(I—pé)_i_ﬁﬁfﬁ(l—pa)ﬂ PE 1
- rEy, '~ 6EnP 20PE, 2t

Eopy modulus elastisitas dan rasio Poisson alas; b = 1 lebar balok; t — parameter tak
berdimensi (non-dimensi), yang mencirikan kekakuan sifat balok dan alas. Menurut M.I.
Gorbunov-Pasadov, T.A. Malikova dengan A = 0.1dant = 2 balok ditempatkan dalam
kategori "pendek," yaitu, dapat dianggap sebagai balok dengan panjang terbatas. Untuk
parameter model alas, kami mengambil nilai, berdasarkan data eksperimen L.I. Manvelov dan
E.S. Bartoshevich dan data yang diperoleh dalam paragraf 2 bab ini: ¢ = 36.2 mm, v = 0.356
Setelah ditransfer ke nilai-nilai tak berdimensi (non-dimensi), dalam kernel R (x, x1) perlujuga
diperkenalkan parameter tak berdimensi (non-dimensi) &=¢/l. Misalkan [ =
1000 mm, maka & = 0.036. Untuk menerima dua nilai t = 2 dant = 10. Hasil perhitungan
ditunjukkan pada Gambar 7.8.

Diagram tegangan kontak untuk model yang diusulkan ditunjukkan dengan garis padat;
garis putus-putus menunjukkan tegangan kontak untuk setengah ruang elastis (M.l. Gorbunov-
Pasadov, T.A. Malikova). Secara praktis, nilai tegangan kontak yang tepat sudah memberikan
iterasi kedua. Dari Gambar 7.1 dapat disimpulkan bahwa perhitungan kondisi nyata dari tanah
yang dijelaskan oleh model umum memungkinkan untuk memperoleh hasil yang berbeda
secara signifikan dari hasil tersebut, yang memberikan model setengah ruang elastis isotropik
dan tanah Winklerian, yang pada grafik (Gambar 7.8) kita akan memperoleh tegangan kontak
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yang seragam.

Seperti yang kita lihat, teknik iterasi yang diteliti sangat efektif, karena memerlukan
pemenuhan kuadratur berurutan, berbeda dengan penyelesaian persamaan integral yang
cukup rumit dari jenis pertama, yang ditemui selama perhitungan struktur pada pondasi
elastis, yang dijelaskan oleh model-model koheren yang diketahui.

Jadi, mari kita rangkum hasil yang diberikan dalam bab saat ini. Bab ini memberikan
deskripsi model reguler universal dari pondasi elastis, yang memiliki berbagai tingkat
koherensi. Model pondasi elastis yang diusulkan memastikan perpindahan terbatas dalam
masalah dua dimensi dan di bawah beban terpusat, memungkinkan lompatan perpindahan
pada permukaan alas, tetapi tidak menyebabkan tegangan tak terbatas pada batas zona
kontak.

Salah satu parameter model mencirikan ketergantungan antara beban dan
perpindahan, dan dua lainnya koherensi alas dan heterogenitasnya dalam kedalaman. Model
ini dapat digunakan untuk menggambarkan sifat elastis dari lingkaran lebar basis tanah nyata
karena dengan nilai-nilai pembatas parameter, model ini berubah menjadi dua model ekstrem
berkenaan dengan koherensi model basis Winklerian dan setengah ruang isotropik elastis.

=i

-1.0 —0.8 -06 -04-02 0 02 04 0.6 08 1.0

—t

+ t - =

,.,_
ol

P

L

Gambar 7.8 Diagram tegangan kontak.

Teknik ini dikembangkan berdasarkan uji tanah mati dan penentuan eksperimental
karakteristik pondasi untuk model yang diusulkan. Hasil studi eksperimental menunjukkan
bahwa pondasi nyata (tanah) memenuhi parameter yang sangat berbeda dari nilai pembatas,
yang sesuai dengan pondasi Winklerian dan ruang setengah elastis. Program ini dikembangkan
berdasarkan model yang diusulkan dan memperoleh solusi numerik untuk masalah kontak
untuk pondasi kaku yang ditekan oleh gaya aksial ke dalam pondasi elastis. Analisis diagram
tekanan kontak yang dihasilkan menunjukkan bahwa diagram tersebut mendekati diagram
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yang diamati dalam eksperimen.

Teknik iterasi untuk solusi masalah kontak untuk struktur pada pondasi elastis
diusulkan. Konvergensinya dipastikan dengan menggunakan model dasar reguler yang
diusulkan. Model yang diusulkan memungkinkan untuk memperoleh solusi untuk masalah
kontak untuk menghitung konstruksi bebas non-terisolasi pada pondasi elastis (lantai

bangunan industri, perkerasan jalan, lapangan udara, permukaan struktur hidrolik, dan lain-
lain).
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BAB 8
PENERAPAN SMBE PADA STRUKTUR DESAIN PONDASI ELASTIS

Bab ini membahas penerapan Metode Spektral Elemen Batas (SMBE) dalam
menghitung struktur bangunan yang didirikan di atas pondasi elastis. Fokus utama bab ini
adalah bagaimana SMBE digunakan untuk menganalisis keseimbangan membran, perilaku
tekuk pada balok dan pelat, khususnya yang tidak terisolasi dan memiliki ujung bebas, serta
berada di atas tanah dengan kondisi dasar tertentu.

Selain itu, bab ini juga menunjukkan bagaimana metode ini dapat diterapkan pada
kasus osilasi paksa dari pelat persegi panjang yang terletak di atas pondasi elastis—suatu
permasalahan yang sering dijumpai dalam perencanaan struktur teknik sipil dan mesin.

Keunggulan utama dari SMBE terletak pada fleksibilitasnya dalam menyelesaikan
berbagai jenis masalah struktur, termasuk yang memiliki batas atau bentuk geometri yang
kompleks. Metode ini memungkinkan penggunaan fungsi-fungsi umum secara langsung, yang
mempercepat dan menyederhanakan proses perhitungan.

Dengan pendekatan ini, Bab 8 memberikan solusi baru dan lebih efisien terhadap
permasalahan balok dan pelat yang tidak terisolasi, sehingga diharapkan dapat menjadi
rujukan yang berguna bagi pembaca yang ingin memahami penerapan metode numerik
canggih dalam rekayasa struktur.

8.1 PERHITUNGAN MEMBRAN BENTUK SEWAKTU-WAKTU PADA PONDASI ELASTIS

Penerapan Metode Spektral Elemen Batas (SMBE) pada perhitungan struktur pada
pondasi elastis diteliti. Keseimbangan membran, lengkungan balok dan pelat yang tidak
terisolasi dengan ujung bebas, yang terletak di atas dasar inti dasar yang diusulkan, diteliti.
Model yang diusulkan telah memecahkan sejumlah masalah dalam analisis struktur pada
pondasi elastis, seperti membran, pondasi keras, balok polos, dan pelat; osilasi bebas dan
paksa pelat pondasi persegi panjang juga diteliti.

Berbagai bentuk penyelesaian masalah nilai batas dengan metode persamaan integral
batas, dikombinasikan dengan teknik penyelesaian numerik persamaan integral dengan
membagi batas menjadi beberapa (banyak) bagian (elemen), disebut Metode Elemen Batas
(BEM). Semua metode ini didasarkan pada persamaan integral yang diperoleh dengan
menggunakan fungsi Green dari masalah nilai batas yang sesuai untuk domain tak terbatas.
Dengan demikian, fungsi Hijau menjadi komponen penting dari metode-metode ini.

Namun, tidak mungkin atau sangat sulit untuk membangun (membangun) fungsi Hijau
dalam bentuk tertutup. Secara khusus, kesulitan-kesulitan tersebut muncul dalam masalah-
masalah dinamis dan masalah-masalah yang terkait dengan (berkaitan dengan) pertimbangan
daerah semi-tak terbatas, seperempat-tak terbatas, pita (garis-garis), daerah berbentuk baji,
dan lainnya. Untuk daerah-daerah ini, fungsi Hijau dapat dengan mudah diperoleh melalui
transformasi integral dan dekomposisi spektral. Penggunaan dekomposisi spektral dalam
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domain yang diperluas, dan dalam persamaan-persamaan masalah nilai batas akan
ditunjukkan di bawah ini, dan itu mengarah pada persamaan-persamaan batas.

Metode Spektral Elemen Batas (SMBM) yang diusulkan [3], dapat dianggap sebagai
pengembangan lebih lanjut dari metode transformasi integral umum tanpa membangun
fungsi Hijau atau dengan ekstraksi representasi spektralnya dalam proses transisi ke
persamaan batas. SMBE adalah analog spektral langsung (analog) dari metode transformasi
delta. Mari kita periksa keseimbangan membran pada fondasi elastis tipe Winklerian (atau,
dengan cara yang sama, bahwa membran terletak di media diskrit elastis), sebagai model
paling sederhana untuk ilustrasi penerapan BEM spektral.

Struktur seperti itu tidak hanya muncul dalam aplikasi, tetapi skema desainnya sesuai
dengan model basis dua parameter yang terkenal. Salah satu versi model ini milik M.M.
Philonenko-Borodich [5,6] dijelaskan secara tepat oleh skema desain seperti itu — sistem pegas
linier, yang dihubungkan bersama oleh membran. Persamaan keseimbangan membran dapat
ditulis dalam bentuk:

TV w(x, ) + kw(x, p) =g (x, ) (8.1.1)

di mana V2 — operator Laplace dalam koordinat persegi panjang; T,k — tegangan membran
dan koefisien alas; q — gaya eksternal. Persamaan (8.1.1) adalah analog dari persamaan
Helmholtz yang tidak homogen. Persamaan (8.1.1) mudah digunakan karena berdimensi dua,
dan memiliki orde kedua, sehingga rumus perhitungan memperoleh kesederhanaan dan
transparansi yang cukup, yang diperlukan untuk kejelasan contoh yang paling besar.

Selain itu, keberadaan suku kw memperkenalkan penyederhanaan tambahan selama
pengenalan ke domain tak terbatas yang diperluas, memastikan keterbatasan solusi
persamaan (8.1.1) dengan bagian kanan terbatas apa pun. Persamaan (8.1.1) akan memeriksa
ruang terbatas tertentu D* dari bidang dua dimensi R dengan batas halus I'. Kami akan
menetapkan pada batas I'* kondisi batas:

(1) wH{x,y)= F(x,»). (8.1.2)

Atau
{”} PnH {\: J}I_ (T } {8 13
on X V)I=811)s 1.3)

dimana turunan perpindahan sepanjang garis normal terhadap batas pada titik dengan
koordinat x, y adalah sama

% - %{‘ Ve (x,p)+ 5—11 (x, p)my (), (8.1.4)
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Ny, N, — merupakan komponen vektor satuan, yang diarahkan sepanjang garis normal (lihat

Gambar 8.1).

-

2 %, "
Gambar 8.1 Skema membran dan elemen batas.

Mari kita perbesar domain D* melalui batas I' ke seluruh bidang —co < x,y < oo dan
lanjutkan w (x, y), dan q (x, y) keluar dari D*. Dengan menggunakan transformasi Fourier

dalam domain yang diperluas, kita peroleh:

J:[Tf w x, 1]'1*Ii- ) gy dy+ A°W (&,m)=0(&n), (8.1.5)

dimana W (&,n) dan Q (&, 1) transformasi Fourier dari fungsi dan beban yang diinginkan

W& n)= JJ w(x, ) f”g‘ ) dx dy,

ri 1+J'||'|J
x.v) dx dy,
T 2T JJ

Setelah mengambil integral dalam (8.1.5) per bagian, kita akan memperhitungkan bahwa I
pada batas tersebut, pemutusan fungsi dan turunannya sepanjang garis normal n ke batas
tersebut dimungkinkan. Oleh karena itu, mari kita asumsikan:
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JJT’ wix, }}E{gkﬂ?ﬁlﬂrrm —J-J Vel ey gy dy + JJ? we' é“““f’d\({}

DT D
(8.1.6)
Perhatikan integralnya:
Ya X (
JJ Ll ai+ﬂlldfdj,_J J Ei W J.i-ﬁ’?.“}fi_x:.:{b’
dx? r x2
M-
Wy P
i va Ly
- .[ [t’“{g””‘j il ——(x, Jf‘}—fé:f"{‘?:"'*”-"}'u'l[:nJ’}] 2
; o Ly
x5 (1)
—; J 1"H]'UI'H \. y}re’.\‘ dy. (8.1.7)
xp(v)

Di bawah, x (y) ditunjukkan ketergantungan antara koordinat Cartesian. Ketergantungan ini
memenuhi persamaan kurva, yang menggambarkan batas I'. Integral kedua dalam (8.1.7)
dengan akurasi hingga pengali adalah transformasi Fourier dari fungsi w (x. ¥) pada variabel
I dalam domain D*.

vy | xa (¥
~&2 J J e "Hm}n(\. yldx |dy =— & JJH X, ) e["Hm]d‘mﬁ
v xp () _ ot

Dengan mempertimbangkan bahwa pada batas I' diferensial dy = n,drI’, integral pertama
dalam (8.1.7) dapat ditulis sebagai integral pada kurva I dengan kecenderungan fungsi integral
I’ dari domain D™ . Jadi,

5 o - E.. R
J..[ g_!:g!{-ﬁ.wﬂ_r] dxdy=— ‘:1 J..[ H‘{-‘t‘...,l’}l’”:"'wn-‘;a:f_r dy
X
+

D+
+ J.Ef{é_».-wu'](;i—rﬁw}w Al (8.1.8)

rt

Demikian pula, melakukan operasi yang sama untuk integral
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3
JJ o~ 1;»‘ E;‘[g.\'+ ny) i d_]-’
dy~
ot

dan menambahkan hasil yang diperoleh dengan (8.1.8), kita akan mendapatkan ekspresi
berikut

J.J. -g_'-'n_fa'[§.1'+r1_r] dx dy = _(i;:l + i}:) JJ ,'.['_.,':*_1.}£,f"::=:-:-‘t'+fl“:' dx dy
_ ot

Iy
Examy w . dw .
+ J.E![‘:'-"'-r”.'] ff_i-[i_f;bl'l)+"rl' ﬂ_fﬁl”.
a."f ’ a_]'

rt
(8.1.9)

drl’.

Tidak sulit untuk menunjukkan bahwa ekspresi serupa tetapi dengan tanda yang berlawanan
sebagai akibat dari pembalikan (akibat perubahan arah) arah normal dapat diperoleh untuk
integral pada domain D~. Dengan menambahkan ekspresi untuk integral pada D* dan pada
D~, dan dengan mempertimbangkan ekspresi untuk turunan sepanjang normal (lihat ekspresi
8.1.4) kita memperoleh:

JJ vjll-'["i{'éx-'-”” dx Eil’ = —Eﬁ{éz + HE ]W (& H}

+ J.[,r'f_é.x'+n_r]| [ﬁ? — Il(i:,ﬁﬂ_.,l- + i, ]ﬂm-‘] dl’,
1 ‘
1'1’

(8.1.10)

di mana W(¢,7n) Transformasi Fourier dari (dari) perpindahan w (x,y); A — lompatan fungsi
yang sesuai pada I'. Kembali ke (8.1.5), kita menemukan

(r‘jz +1° +13)W'{§,1;}

=0(&m)+ ﬁ Je’ﬁ"'*”-“} [ﬁ%—f(.ﬁm +m:_,~}m.u]dr. (8.1.11)

Dengan menggunakan rumus inversi Fourier, kita sampai pada ide penyelesaian masalah
melalui kerapatan gaya dan tindakan kinematik pada batas domain, yang direpresentasikan
oleh lompatan fungsi dan turunan normalnya.
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1 Q{‘;*H}_I_V{‘ﬁ 7]'} {g\ﬂp .
N —_— — d & dn, R8.1.12
Dimana
V(&)= iJ'e*'f.é”’?-"? [aﬁ— i(En, +nn .)aw].:fr. (8.1.13)
iy s dn ! ]

Di sini koordinat saat ini untuk perbedaan dengan koordinat, dan y dalam (8.1.13) ditunjuk
melalui x * dan y *. Mari kita juga menunjuk

1 O(& n)e e rme)

ﬂ g: +ﬁ'2 + ;1.: d§ 'ﬂrn = u".:lr [I*:,l!*}a {3114]

L (Fyemete ) N

2 {E;zlnz ApE d& dn = wy (xe, e ), (8.1.15)
o o S

di mana Wy (x*,y) — perpindahan dalam domain tak terhingga dari beban kompensasi
yang diterapkan pada kontur. Ekspresi terakhir dapat diubah (dikonversi) sebagai berikut:

wff(x*=y*)=_[ A%G(x Xk J»’—y*) ﬂw[ 364_ gi) dr,
|

Dimana

—I[G(Y*—YHHU*—lﬂ
G x, P— * = j-[ dEdn. 8.1.16
(x=xs, y—y 4;:2T A Edn (8.1.16)

Di sini, bukan suatu kebetulan integral (8.1.16) ditetapkan melalui G, karena integral tersebut
merupakan solusi dalam domain tak terhingga akibat beban q(x,y) = @(x —x *x,y —y *)

yaitu fungsi Green. Dengan mengambil beban dalam bentuk, q(x,y) = @(x —x *,y —y *)
kita peroleh
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Karena untuk domain tak terhingga, diasumsikan bahwa V (¢,7) = 0, maka rumus (8.1.12)
memberikan

(e —x)+n(m )]

Wl =, = ye) = 41r2T.[.[ E2+n? + A7 dedn
1 fjcosé(.x—x*)cosn(y—y*)

= d& dn,

m>T 22+ A2 sdn

Itu juga merupakan kinerja integral dari fungsi Green (8.1.16). Karena fungsi Green adalah
fungsi genap, fungsi Green juga merupakan fungsi genap dari kedua argumen. G(x — x *;y —
y*) =G (x* —x;y* —Yy). Fungsi Green dikenal untuk persamaan yang dipertimbangkan.
Namun, karena masalah yang dipertimbangkan bersifat ilustratif kami tidak akan
memfokuskan perhatian kami pada kemungkinan menghitung fungsi Green dalam bentuk
tertutup. Penerapan BEM spektral secara efektif tepat dalam kasus-kasus seperti itu ketika
memperoleh fungsi Green sulit. Oleh karena itu, selanjutnya kami akan beroperasi dengan
representasi integral dari fungsi Green dan turunannya. Juga dengan mempertimbangkan
bahwa

8_G+ dG _ dG
Y Ox ay on’

Mari kita akhirnya menuliskan untuk w (x *,y *) ekspresi berikut

aw oG
W (e, ) = wy (X, px) + J[Aa—nG Awa—n]dr (8.1.17)

yang merupakan karakteristik untuk metode potensial dan untuk metode transformasi delta.
Jadi, sekali lagi kita yakin bahwa SMBE direduksi menjadi persamaan yang sama seperti
metode yang ditunjukkan, jika memungkinkan untuk memecahkan integral, yang menentukan
fungsi Green. Pembangunan persamaan batas berdasarkan rumus (8.1.17) dicapai dengan cara
pemilihan berbagai lompatan pada batas.

Dengan penggunaan SMBE secara tidak langsung, kita mengasumsikan kontinuitas nilai
fungsi yang tidak diketahui (Aw = 0) dan lompatan turunan normal yang tidak diketahui
(Adw /dn # 0) di perbatasan domain. Sesuai dengan ini, untuk masalah pertama teori
elastisitas (8.1.1) dan (8.1.2), kita akan memiliki dengan g = 0
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(1) jA a“ G(p.q)dT, = f(p) (8.1.18)

Di sini, untuk kesederhanaan dan dengan analogi dengan penyajian bab-bab sebelumnya, kami
menunjuk melalui titik p dengan koordinat x *,y * dan melalui titik g dengan koordinat
x,y.Untuk penyelesaian masalah kedua teori elastisitas (8.1.1), (8.1.3), perlu untuk
membedakan sisi kiri dan kanan (8.1.17) dalam arah normal, dan kemudian memenuhi kondisi
batas; pada saat yang sama di setiap titik pada kontur, arah normal ke batasnya harus
bertepatan dengan arah, di mana dilakukan diferensiasi:

dwy ow, ,oG* _ow?
o (p)+ Aa—n(q) » (p,q)— » (p). (8.1.19)
r
Kita akan memiliki analogi
a""’q +-[ E}w - (p.q)= ow™ () (8.1.20)
on Bn on ' o

Mari kita akumulasikan lebih lanjut ruas kiri dan kanan persamaan (8.1.19) dan (8.1.20);
dengan analogi dengan kesimpulan persamaan BEM kita akan memperoleh:

Bn E}u E)G aw,
(II) ﬁan JA - g Bn —(p.q)dl', = f(p)- E» (p) (8.1.21)

Operasi serupa direduksi menjadi persamaan jenis pertama dan kedua jika alih-alih lompatan
turunan normal dalam ekspresi (8.1.17) tetap ada lompatan fungsi yang tidak diketahui Aw #
0 dengan g € T, atau tetap ada kedua jenis lompatan, seperti yang terjadi dalam metode
transformasi delta.

Dengan demikian, SMBE menghasilkan hasil yang sama seperti metode transformasi
delta dengan transisi ke fungsi Green. Seperti disebutkan di atas, SMBE dapat diterapkan ketika
tidak mungkin untuk memperoleh ekspresi analitis untuk fungsi Green.

Dalam kasus ini, mungkin berguna untuk mempertimbangkan persamaan batas relatif
terhadap transformasi Fourier (atau representasi spektral lainnya) fungsi yang tidak diketahui
dari memasukkan (8.1.18), dan (8.1.21). Dengan meneruskan misalnya, dalam (8.1.18) ke
transformasi Fourier, kita memperoleh:
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aw —
q é n A G } g = F(f,n), (8.1.22)
Dimana
B 1 e—r'[g’"x+l]j‘]
& =
(q) 2nT 52 + ?]2 + A2

0 & x

Gambar 8.2 Domain yang diperluas dalam bentuk persegi panjang.

Penyelesaian persamaan ini tidak menimbulkan kesulitan; namun, kesulitan yang diketahui
terkait dengan inversi transformasi Fourier berikutnya dan perhitungan integral tak wajar
ganda. Masalah ini dapat disederhanakan untuk domain semi-tak terbatas, strip, dll., ketika
memungkinkan untuk menyelesaikan salah satu integral pada koordinat ruang, yang diubah
sepanjang seluruh sumbu. SMBE menghasilkan algoritma yang efektif dalam kasus seperti itu
ketika domain yang diperluas diambil untuk domain terbatas.

Dengan menggunakan transformasi terbatas dengan kernel, yang memenuhi
persamaan diferensial dari masalah yang dipertimbangkan, kita dapat mereduksi masalah
tersebut menjadi penyelesaian sistem persamaan aljabar pada batas domain yang diberikan.
Mari kita periksa wilayah yang diperluas dalam bentuk persegi panjang (Gambar 8.2).

Pada batas area yang diperluas, kita dapat menerima kondisi batas apa pun sesuai
kebijaksanaan kita. Mari kita terima dengan pasti

w(p)=0, (pe F*] (8.1.23)

Dalam kasus ini, untuk menyusun persamaan batas, akan lebih mudah untuk menggunakan
transformasi sinus terhingga. Dengan memasukkan persamaan (8.1.1) ke dalam transformasi
sinus dan menyelesaikan semua operasi dengan cara yang sama seperti yang dilakukan dengan
menggunakan transformasi Fourier, kita memperoleh persamaan (8.1.17), di mana fungsi

Green sudah akan berbentuk ekspansi diskrit.
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. mMITX . RTY . MAOX+x . RITYs
4 e oIl i S11 l] Sin ! sS1n l
G e x| = ——— ad Y o Y . 8124
(x, x55 p, p# ) L Z 5 5 ( )
Xty m,n=1 [E) + E +12
I I,

Gambar 8.3 Skema membran segitiga

Ekspansi spektral dalam domain terbatas juga efektif selama pengaturan tindakan kompensasi
pada batas domain yang diperluas. Sebagai contoh penerapan SMBE, mari kita periksa solusi
persamaan (8.1.1) dalam domain segitiga, yang ditunjukkan pada Gambar 8.3.

Mari kita tetapkan kondisi batas dalam bentuk (8.1.2), dan asumsikan bahwa fungsi
f (x, ¥) pada sisi segitiga x = 0 dany = 0 menjadi nol, dan pada diagonal diberikan sesuai
dengan tinggi segitiga. Sebagai domain yang diperluas, kita asumsikan persegi panjang dengan
sisi [, dan l,,, yang memenuhi kondisi batas (8.1.23). Fungsi Green akan berbentuk (8.1.24).
Dalam kasus ini, solusi persamaan akan ditulis dalam bentuk:

l-‘u‘(X* . _}J‘*) = Wy (x.* V= )-I—

Tl'i' Z E ,gmn Xk, P= -[(P X }" sin ;Tx sin F’.EI:’I_}? dr’

m=1n=1 * Y

(8.1.25)

di mana ¢(x,y) fungsi yang tidak diketahui, sama dengan lompatan turunan normal
perpindahan w (x *,y *) pada batas domain:

1 . TX« . TVs :
G (206, 2 ) = 5 sin X i PP (8.1.26)

mn ’ nr 3 Ix ly
— | +|— | +4

I, l,
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I'" — diagonal persegi panjang, dijelaskan dengan persamaan:

—+==1 (8.1.27)

Persamaan batas yang sesuai relatif terhadap fungsi ¢ (x,y) akan menjadi:

mix, nmwy
. ' ) _
Wy (p)+ T." n o (P -[(o sin sin ; dly, = f(p)

YV m=1n=1 '\- Y

(8.1.28)

Ekspresi untuk wg dalam (8.1.25) dan (8.1.28) dapat diperoleh dari ekspresi
",l
Wy (X J.J.q X, )G (x, y,xx, y«)dxdy. (8.1.29)

Kita akan menganggap bahwa fungsi di dalam domain segitiga adalah konstan, dan di luarnya
sama dengan nol. Kemudian dari (8.1.29), dan dengan mempertimbangkan (8.1.24), kita
memperoleh

. T
Wy (xx, p+) Z E & (3, Vs Ism dx I sin Zy dy
1 y m=1ln=1 0 Y
(8.1.30)
Dengan menghitung integral di bagian kanan (8.1.30), kita menemukan
mmrxs . Hmy
wy (s, ) —sin——, (8.1.31)

_\' [}

m=1n=1

Dimana
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)" n?  (=1)" m?
{l—( 2) 5 +( 2) 5 (m#n)
m- —n m<—n
q
Qmn = 5 >R X
o lz+(m_fr) nz
l [,

[1-(-1"]. (m=n).

Untuk solusi numerik persamaan (8.1.28) mari kita masukkan koordinat s sepanjang diagonal
I, sehingga menurut (8.1.27)

, (8.1.32)

Dimana

4:,/13+J§.

Jadi, kita membagi diagonal pada elemen batas N dan kita menganggap bahwa fungsi ¢(s)
adalah konstan di dalam setiap elemen. Maka persamaan (8.1.28) dapat ditulis sebagai

N
D hig; =c;.(j=12....N) (8.1.33)
i=1

dimana ¢; = (p(Sj) — adalah nilai fungsi @ (s) pada elemen batas ke—j;

4 (-1 . mMAS; . NS,
by E E X Qi SIN sin X

Tl_\"l}-‘ m=1 n=1 ;LZ +(m—fr) + ﬂ ls ZS
ZX Z}'
As
\11 +7
mis nms
Apyni J. sin SIn ds',
As IS ZT
i 5
N\ 1 Mms ; nmws
Cf f(?})_ZZ(_l)m_F n S [ u Sin [ J ;
m=ln=1 s
2j-1 I
S ls; As=—; 8.1.34
VTN TN ( )
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f(gj) - fungsi yang ditetapkan, yang diterima (diperbolehkan) dalam bentuk:

25 (o <s, gﬁ)

l )

fls;)=" e : (8.1.35)
2-—L (g‘skgj sls)

Setelah menyelesaikan sistem persamaan aljabar (8.1.33), ekspresi untuk defleksi dapat ditulis

sebagai

N
§: 1
_1 m+ a )
4 j=1( ) @ jCtmnj . METXx ., NIV«

W(-»‘C*-, ,V*) = ZZ Gmn T TI 1. sin sin 7

2 2 /
m=1n=1 2, m] +(ﬂ} ¥
I, L)
(8.1.36)

X
Gambar 8.3 menunjukkan distribusi w (x *,y *) pada diagonal y * = x * persegi panjang

dengan

pnh a2

R 7
diperoleh sebagai hasil dari pembagian batas menjadi 20 elemen batas dengan
memperhitungkan 20 suku seri dalam rumus (8.1.24) (Gambar 8.4).
Dengan demikian, SMBE memungkinkan untuk menghitung secara efektif struktur yang
skema desainnya menyulitkan penerapan (penggunaan) metode langsung atau tidak langsung
elemen batas.

8.2 PERHITUNGAN BALOK DAN PELAT TAK TERISOLASI PADA PONDASI ELASTIS
Sebelumnya telah dicatat bahwa model umum pondasi elastis dengan inti

/|

A

0 01 02 03 04 05 S
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Gambar 8.4 Distribusi perpindahan pada diagonal membran.

K(r)= ‘ 8.2.1)

1+v
(2?1.: r2 g2 )

memberikan peluang untuk memecahkan masalah apa pun tentang pelat yang tidak terisolasi,
yang terletak di atas dasar yang koheren. Model umum pondasi elastis memungkinkan untuk
memecahkan masalah tentang pelat yang tidak terisolasi, berbeda dengan model klasik, yang
tidak mungkin untuk mendapatkan solusi tersebut untuk pelat, misalnya dengan tepi bebas
sebagai akibat dari adanya singularitas yang tidak dapat diintegrasikan dari kernel masing-
masing.

Untuk menggambarkan kemampuan model yang diusulkan, mari kita periksa masalah
pembengkokan dua pelat yang tidak terisolasi semi-tak terbatas, yang tepi yang berdampingan
tidak tetap. Persamaan kesetimbangan pelat, yang terletak di atas pondasi elastis, dapat ditulis

sebagai:

DV*VPw(x,3)=q(x.p)- p(x,y), (-=<x, y<eo) (8.2.2)
II p(x1, 1)K (x = x1,y— yi)dx dyy =w(x, y)

di sini perpindahan (defleksi) pelat; A> — adalah operator Laplace dalam koordinat Cartesian;
q — adalah beban eksternal; p — adalah tekanan kontak; D — adalah kekakuan silinder pelat.
Kondisi batas pada garis pemisah pelat adalah sebagai berikut:

P’ w *w
dx? te 0y? -
(x =40, —eo< y<oo) (8.2.3)
w 3w

Mari kita beralih ke parameter tak berdimensi di (8.2.2), di mana kita memeriksa masalah
dekat tentang dua pelat yang terhubung engsel (bersambung) pada lapisan, dengan asumsi

bahwa:
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q:%%$, R=Rd, &£=¢l, Q:jjq(x,y)dxdy.

Hasilnya, kita akan memperoleh sistem integro-diferensial

VQVZW* == — P=,

°° (8.2.4)
J‘J‘ K(R$)p(x1*= yl*)dxl* dypx = wx

—oQ

Selanjutnya, kita hanya akan menggunakan bentuk tak berdimensi dari persamaan
kesetimbangan (8.2.4), sehingga tanda bintang pada indeks fungsi dan koordinat dapat
dihilangkan. Mari kita terapkan transformasi Fourier dalam (8.2.4) pada koordinat y.

>, ’
[dxz_n ) wn (X)= ¢y (x)= py (x),

ﬁ j ” e K (R) p(x1, y1) dxy dyy dy = wy (x).

Mari kita mengganti variabel y = y; = z dalam persamaan integral, sehingga kita akan

memperoleh:

J2m IKI] (R) Pn (x1)dx) = Wn (x);

di sini indeks 17 yang ditunjuk adalah transformasi Fourier pada koordinat y, misalnya

1 ]: iny
wp(x)=—— |wix,y)e"Vdy.
*r,'( ) P 1’( }) Y

—co

Kondisi batas yang dikonversi (8.2.3) mengambil bentuk berikut

235



Analisis Struktur Pondasi Elastis — Dr. Ir. Agus Wibowo, M.Kom, M.Si, MM.

2 A
aa;; - 07121-1)7:, =0,
(x = 20) (8.2.5)
83wn , OWpy
o3 RO 5o =0

Jika kita beralih lebih jauh ke transformasi Fourier sepanjang koordinat x, perlu diperhitungkan
bahwa sepanjang garis x = 0, fungsi w,, dan turunannya dapat memiliki diskontinuitas

2
5

1o &
ﬁj‘ef- (dxz—nz} 1-1;”(_1:)45;’).—(5 +1 ) Wen

d? H’n

L (29 01 e 0= 224 0V 4 183 A, (0
| AL 06 T 0)- 28 0) i, 0)

2n? dwp }
+ \/E(A n (0)—16&-&”(0)),

di sini melalui A ditunjuk lompatan fungsi, misalnya
Awp (0) = wy (+0) = wy, (-0).
Dengan mempertimbangkan kondisi batas yang dikonversi (8.2.5), kita memperoleh
(&2 + n2)2 W L (&% + on2)A%(0)— E[E2+(2-0)n? |wy (0)
T 2 dx g

= qen — Pens

27 KgnPen = Wen

Dimana

1 II elEx 1) g \ﬂxz +y° )dx dy.

2?1’

Untuk transformasi kernel basis, kita dapat menuliskan
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()

Ky, = .
& 2NE + 1
Akibatnya
a2 e s on?) A e[ 1 (2= 0)n? T Aws (0
qen —(27) 2 4(&2 +on? JA— L= iE[ 2 + (2= ) | Ay (0)
Yon = R(&n) ’
(8.2.6)
dan, menurut rumus inversi Fourier
w(xiyj = wg(x:y)
- 2 2 2 2
1 —i(§x+ﬂy)(§ + o1 )A+1§[§ +(2—-0)n ]B
+25ﬂ;.” ¢ R(&En) doam,
(8.2.7)
Dimana
-—-f(@xi—ny}

_ L[ 2
valon)=o || e

—Ga

Pergeseran pelat tak terbatas karena beban internal
_ 2 -1
R(&m)= (’cjz + nz) +(2”K§n)
B -1/2 d""n B -1/2
A(n)==2n)"> A=2(0), B(n)= Awy (0)(2x) .

Mari kita beralih ke penentuan fungsi yang tidak diketahui A(n), B(n) Dari (8.2.6) berikut ini

o ()] Tq¢n+(éz+6n2)A(n)+I§[«§2+(2—6)n2]8(n)
N R(&.n)

N dg

= Wyp (x)+ A{n)[Cﬁ (x.n)+on*Cy (1?7)]

+B(n)| G5 (x.n)+ (2= 0m*Cy (x.1) |
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Dimana

() = (13111536{3’5 Cs (x jn):\/% IW; (8.2.8)
\/7 J‘§3 smgxd;

Kita akan memperoleh lebih jauh sistem persamaan untuk menentukan bilangan tak diketahui
A () dan B () yang memenuhi kondisi batas terkonversi (8.2.5). Dalam kasus ini, fakta
penting adalah konvergensi integral (8.2.7) selama diferensiasi rangkap tiga (C3) dan rangkap
empat (C1), (C;). Dengant — oo kita memperoleh

_Kl_v (EE)NJEQ_SE
> £l

dan akibatnya, penyebut dari ekspresi integran dalam integral ini memiliki pertumbuhan
eksponensial pada tak terhingga. Jadi, semua integral dapat didiferensiasikan tiga kali pada
parameter x Kita memiliki lebih lanjut

” _ 2 I E2dE I _
ooy 2 [EME e
c#1(0,n) = H! reg GOm=0 629
T 6
Ccy(0,m)=0; C3(0,n)=- \gj Eg(gdi)‘

Oleh karena itu sistem persamaan batas mengambil bentuk (x = +0)

wan (0)+ A(n)[ 2(0,1m)+on”" Cy (0, }—an{w(m(o)

+ () €3 (0.m)+ ow’c (0.m) ]} = (82,10

1-1,r(m(0)+B(n)[ 7(0,n)+(2-0)n*C’(0 ,n)]—(2—6)n2
x{win (0)+ B(n)[C5(0.,n)+(2-0)nC3(0.1) ]} =0,
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Dengan demikian:

A(n)= o1 (0) = v (0)
Cy(0,n) +on*Ct” (0,n) — on*[C5(0,n) +on*Cy (0,1)]

(2= )Wy (0)= w/h (0)
B(n) tr 2 2rr 2
C(0,n)+(2 - 0)n*Ci"(0.n) - (2— o) n*[C5(0.0) + (2 - 0)n*C5 (0.1) ]

Perpindahan pelat ditentukan oleh rumus

1 ]i —iny
w(x,y)=—— |w d
( 2r n 1

—o

Secara analog, kita dapat memeriksa masalah pembengkokan dua balok bebas semi-tak
terhingga yang tidak terisolasi, yang terletak di atas fondasi elastis, yang dijelaskan oleh model
umum yang diusulkan. Persamaan keseimbangan balok berbentuk:

EI (x) = g(x) - p(x).(~ < x <=2).

(8.2.11)
Ip x1) x—xl)d‘q = y(x)
Kondisi batas yang berhubungan dengan ujung bebas balok adalah sebagai berikut:
y”(20) = y”(+0) = 0. (8.2.12)

Mari kita masuk ke (8.2.11) ke transformasi Fourier sepanjang koordinat x, yang mana kita
akan mengalikan ruas kiri dan kanan kedua persamaan pada (2m) /2 e~%%  dan

mengintegrasikannya pada seluruh sumbu. Integrasi per bagian dengan memperhitungkan
(8.2.12) menghasilkan:

dy

EI& ye + Jz—[éza dx(U)—f§3Ay(0)]=%—pga

X — 11‘) iEx dxy dx = Ve. (8.2.13)

\/—jjpxl
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Dengan asumsi dalam persamaan integral (8.2.13) x — x; = z, kita menemukan

27 peKg = y: (8.2.14)

Perhitungan transformasi Fourier dari basis kernel dapat dilakukan dengan menggunakan
rumus

K(s)= ajrlh(x)cos stdt. (8.2.15)
0

Karena kernel adalah fungsi genap, maka

K: = \/% j}%(s)cosésds
0

Oleh karena itu, menurut rumus inversi transformasi Fourier, maka:

K(s)= \E J‘E,g cos Esdé (8.2.16)
0

Perbandingan lebih lanjut (8.2.15) dan (8.2.16) memberikan:

K: = \E 0~ h(&).

Seperti yang kita lihat I?g dan £~1h (&) juga merupakan fungsi genap dari argumen &. Sekarang
kita peroleh dari (8.2.13) dan (8.2.14)

de -2y 2| €282 (0)- i 49(0)

EIg* +E[zon(£)]

ye = (8.2.17)

Perpindahan balok dapat diperoleh dengan rumus inversi untuk transformasi Fourier,
menggunakan (8.2.17) dan memperhitungkan bahwa penyebut dalam (8.2.17) adalah fungsi
genap:

7(3)= 1, (1)= 8 OV R (x)+ 4r(0) 5 (x), 8.2.19)
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Dimana

o 1 h EcosExde
A=7 ! EIE +[zoh(&)]

1 F Esinéxde
E(x)=—
2(%) E£E1§3+[n9h(g)]”‘

gexp(=i&x)d&
a7 Jz—frjEI§4+§[:rrBh BRI

Selanjutnya, dengan substitusi perpindahan (8.2.18) ke dalam kondisi batas (8.2.12), kita
memperoleh ekspresi untuk menentukan lompatan yang tidak diketahui AZ—Z (0) dan Ay (0)

A (0)=—rEy, (0)F; .
dx

Ay(0)=-mEly;(0) Fs ",

Dimana

[ &
B(x)= —,
3 j & +[on ()]

[ &de
F(x)= —, 6, =nEIl®.
5 I sifon@

Dengan demikian, diperoleh solusi yang dihasilkan dari masalah yang dipertimbangkan. Skema
balok disajikan pada Gambar 8.5. Pada Gambar 8.6 disajikan hasil perhitungan lendutan balok
dalam cm, yang terletak pada model dasar umum dengan parameter, ditentukan menurut hasil
percobaan L.I. Manvelov dan E.S. Bartoshevich. Untuk balok, kami menerima yang berikut:
EI = 2 X 10°Kgcm?,a = 200 cm. Dicirikan bahwa bagian ujung balok memiliki lompatan
perpindahan yang tidak memungkinkan model dasar koheren lainnya
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P = 1000 Kg P = 1000 Kg

| L {

Y Y

B e e e S T T e T T | R T T I R e P e T A T TR T R TR

X

y
Gambar 8.5 Skema pembebanan balok non-terisolasi.

0.748
0.157

T — J
— T

0.157
0.748

—~

Gambar 8.6 Diagram perpindahan balok yang tidak terisolasi.

8.3  OSILASI PAKSA PADA PELAT PERSEGI PANJANG PADA PONDASI ELASTIS

SMBE, yang terkait erat dengan teori transformasi integral, dapat menjadi sarana yang
sangat efektif untuk penyelesaian masalah nilai batas dengan kondisi batas yang kompleks.
Dalam paragraf ini, SMBE digunakan untuk penyelesaian masalah osilasi harmonik pelat
isotropik persegi panjang, yang terletak pada pondasi elastis tipe Winklerian. Masalah ini
ditemui dengan perhitungan dinamis perkerasan bangunan industri, pelat daya (dorong),
pelat, perkerasan jalan dan bandara, ketika inersia alas, yang memainkan peran penting dalam
gambaran umum deformasi dinamis pelat, dapat diperhitungkan dalam kerangka model
diskrit.

Sebagai kasus khusus, dari solusi yang diperoleh mengikuti solusi masalah statis
lengkungan pelat persegi panjang pada pondasi elastis.

Masalah dalam kasus ini adalah contoh spesifik penerapan SMBE untuk penyelesaian
masalah nilai batas, karena area yang ditempati pelat adalah persegi panjang, oleh karena itu
tidak mengungkapkan semua kemungkinan metode ini dibandingkan dengan domain
konfigurasi kompleks. Solusi untuk masalah tersebut dapat diperoleh dengan menerapkan
transformasi integral hingga yang digeneralisasi. Mari kita tuliskan persamaan osilasi harmonik
pelat persegi panjang yang terletak pada alas inersia diskrit di bawah aksi beban q(x, y)ei“’t
dalam bentuk:
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02 w(x, y,1)

DVZVZW(JC, v, I) + m 32

r 8.3.1)
+ jR(r — ’E)w(x, y,t)dr = g(x,y)eimf,

. 92 92 . . .
Dimana V2= §+ 37 adalah operator Laplace dalam koordinat Cartesian; k — koefisien

alas; w (x ¥, t) perpindahan pelat; R (t — 7) — inti model diskrit, yang menggambarkan sifat
elastis, inersia, dan disipatif alas; g (x,y) — intensitas beban harmonik; frekuensi melingkar
beban; D,m — kekakuan silinder dan massa per satuan luas pelat. Dengan asumsi bahwa

w(xyt) = w(x, y)e't dan tidak termasuk waktu, kita akan memperoleh:

DVzvzw(x,y)Jrkg (0)w(x,y)=q(x,y), (8.3.2)

Dimana

ko (@) = k(@)-mo?; k(w)= _[R(z)e—f'w:d_-.
0

Untuk penyederhanaan, kita akan mempertimbangkan di masa mendatang sebagai fungsi riil,
dis- berkenaan dengan disipasi energi di basis. Mari kita perkenalkan sebutan |k,(w)|/ D =
1~* dan beralih ke koordinat tak berdimensi:

X =)C*[, ¥y = y*l'? = a*[? b = bl.

Maka persamaan (8.3.2) mengambil bentuk

[V2V2 + signky (a))] w(x,¥)=q (x,»), (8.3.3)

Dimana

q1(x,y)= D114 (2%, yx)

Dalam kasus ini indeks dengan x * dan y * dihilangkan demi kesederhanaan. SMBE dapat

digunakan untuk menghitung pelat dengan kondisi batas sembarang. Dalam semua kasus,

bersama dengan kerapatan batas terdistribusi, metode ini memungkinkan untuk memperoleh

singularitas sudut. Selanjutnya mari kita batasi pemeriksaan pada kasus pelat yang paling

penting dengan tepi bebas, yang memiliki aplikasi terbesar dalam teknik sipil. Kondisi batas

untuk pelat yang terletak bebas dengan sistem koordinat yang dipilih (Gambar 8.7) berbentuk
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I-,I-w (.x,y) lxztar2=0, Lf+21v(x,y) |y=ﬂ7f2= 0, (8.3.4)
(i=1,2)
Di mana
82 82 83 83
L — + V s = —) 2_ V ]
=l TV e T Yy
y
P(x,y)l b/2
—-a/2 0 a/2
—b/2

Gambar 8.7 Skema desain pelat pada pondasi elastis.

L5 dan L, diperoleh x dengan mengganti y pada L; dan sebaliknya.

4 y y

- —
=
——
f——
——t—

~tf—
=
o)
=
——
=

Gambar 8.8 Penguraian beban menjadi (menjadi) komponen simetris dan simetri miring.

Jika beban sembarang bekerja pada pelat, maka beban dapat didekomposisi menjadi

komponen simetris dan simetris miring (Gambar 8.8) dan merancang pelat untuk aksi masing-

masing komponen secara terpisah. Solusi umum diperoleh dengan superposisi solusi khusus.
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Untuk solusi masalah dengan pembebanan simetris, transformasi kosinus harus digunakan,
dengan pembebanan simetris terbalik, transformasi sinus, dan dalam kasus campuran
transformasi baik pada kosinus maupun pada sinus. Untuk kondisi, yang memberikan sistem
penyelesaian persamaan batas, kita memiliki kondisi batas (8.3.4) dan kondisi kesetimbangan:

ko (@)w(x,y)dxdy = q(x,y)dxdy (8.3.5)

o —o |
s I
e 10 |

ko | o

tu||= 2 =

2 |
|
2 | o

Mari kita periksa kasus pembebanan simetris relatif terhadap kedua sumbu O, dan
0, (Gambar 8.7), dan kita akan membatasi diri untuk mempertimbangkan domain yang
menempati seperempat pelat sebagaimana mestinya.

Untuk penyelesaian persamaan (8.3.3), kita akan menerapkan transformasi kosinus

berhingga dua dimensi. Mari kita kalikan terlebih dahulu kedua ruas persamaan pada

cos 2anmccosznTny dan integrasikan ke dalam batasan (0, a/2). (0, b/2) kita memperoleh:

al2b{2

J. J. (V2V? + signk, w(x,y)cosa,,x cos 3,y dx dy

0 0
al2bi2 (836)
= J. J. g1 (x,y)cosa,,x cos fB,ydxdy,

0 0

Setelah integrasi di bagian kiri persamaan (8.3.6) menghasilkan bentuk:

3
[(a% + B2 + signko ]F [w(x,9)]=q(mn)- > 0, 8.3.7)
i=1
Dimana

Q; — Tindakan “kompensasi” (dampak, efek) yang mengandung kerapatan yang tidak
diketahui dalam bentuk beberapa ekspresi diferensial dari w (x,y) dan didistribusikan
sepanjang kontur pelat, termasuk titik-titik sudut juga mengambil bentuk:
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01 (m,n,a) = (-1)" Wf’(% | ) (1) a2 W [g)

Q, (m,n,b)=(-1)" WJ:”(S , m)— (-1)" ﬁ,%TWJf (g,rz),
Os (m,n,a,b)=2(-1)""" Wy, (E ,£)+ 2(-1)" ﬁ,?;;W{(g,n)
22 2
+2(-1)" aﬁjW;. (g,m], (m,n=0,1,2,...,) (8.3.8)
Dimana
bi2
w0 ()= [ (5.0 )eos oy,
39
W}(,j)(%?m)= JWJJ)(g,xJCOSH,Jlxdx.
0

Menggunakan kondisi batas:

Low(x,y)| 4=0, Lyw(x,y)| »=0

xX== r=y

3

[S¥]

Menurut (8.3.4) kita memiliki

(8.3.10)

Pw é,x]
n-‘”’(é Y]=(V—2)—2 :
T2 ax> y

Kita kalikan kedua ruas persamaan pertama (8.3.10) pada cos B,y, dan kedua ruas persamaan

kedua pada cos an,x,dan integralkan masing-masing pada limit (0,b/2) dan (0,a/ 2).
Setelah diintegralkan per ruas, kita peroleh

bi2 92 W(E?E)
J. wy (% , y) cos B ydy = (~1) (v—2)——=22/

dxd
0 e
b/2
_(V_Z))Br% J.w.; (%,_}’)COS,B”}’QI_}"; (8311)
0 .
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al2 b 8211 (a b)
J.u.-;{’(a,x)cosamxdx = (_l)m(v_z)ax—g_]’z
0

2y
b
—(v=2)a, | wi| =, x |cosa,,xdx;
m j! 7’ m :
g |

B(m)= J. w;(%,x)cosamxdx; (8.3.12)

Dengan mempertimbangkan penunjukan (8.3.12) dan kesetaraan (8.3.11) dalam (8.3.8), kita
memperoleh:

O, (m,n,a,b)
@, (m,n,a,b)
Os(m,n,a,b)

( l)hTH‘JTI (V 1)”! (

Il
f_‘\
._.
—
i
=
N
+
I
1'_‘\
\-_/
:5:0
1'_‘\
o

m,n = 0,1, 2, cees

Seperti yang dapat dilihat dengan mudah, persamaan (8.3.13) mengandung tiga nilai yang
tidak diketahui, yang ditentukan dari kondisi batas dan kondisi keseimbangan. Mari kita

substitusikan (8.3.13) ke dalam (8.3.7) dan setelah inversi (konversi) kita akan memperoleh
solusi persamaan gerak dalam bentuk:

(x,y)= ZZ [q(m,n)

m=0n=0 am +ﬁn) +Sig}7 k{]
4 (1Y (v = d) (0 + B2) A(m)+ (1) (v —4) (e, + B2) B(m)
+ (=)™ (2 - 21’)(‘)] COS O, X COS f3,, V.

(8.3.14)
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di mana bilangan prima dalam simbol jumlah berarti bahwa pengali tambahan 1/2 dimasukkan
(diperkenalkan) untuk anggota nol. Dengan memasukkan (8.3.14) ke dalam kondisi batas

(8.3.4) dengan operatorL;dan L, dan ke dalam kondisi kesetimbangan, kita akan memperoleh
sistem persamaan aljabar berikut:

5l o)

2
2 2 .
=0 (O.'m + ,BH) + sign ky

x{a(mn)+(v=4)(ed, + B )| (-1 (n)+ (<1)" B(m) ]} = 0,

z“‘ (B3 +vo, )(-1)"

2 22,
=0 (am + ,15'”) + sign ky

x{q(m,n)+(v_4)(aa + B[ (<)) A(n)+ (-1 B(m)]} 0 (83.15)

mn=0,1 2,..., 0.

Dari persamaan ketiga sistem (8.3.15), kita akan memperoleh ¢ = 0. Mari kita tentukan

2
(OC,%] +}5’§) + sign kg = A
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i Oy + B ) (0 + VB3 ) (v —4)

}? = 1

m=0 A

- B0

[=ta

ZI O.',,,+v,3”) ) q(m,n)

(8.3.16)

7

ni=0
a; (m,n) (o ”‘”%)(aﬁi + B3 )(v—4) (=)™

A
m — zw ﬁn +V05m)(am + ,{)’” )(V 4)
A :

n=0

o’

z :8;1 +Vam 1)! C}'(H?,H)
=

Dengan mempertimbangkan penunjukan (8.3.16), sistem (8.3.15) mengambil bentuk berikut:

a; (n) A(n)+ Zbl (m,n)B(m)=c|(n), (8.3.17)

m=0

2&2 (m,n)A(n)+ by (m)B(m)=c(m),

n=0

mn=20,1,..., .

Koefisien dengan variabel tak dikenal A(n)dan B (m) dalam sistem (8.3.17)
direpresentasikan oleh deret divergen. Oleh karena itu, perlu untuk meregulerkan deret ini
setelah mengisolasi (mengekstraksi) fungsi umum dari deret tersebut. Mari kita periksa contoh

ekspresi untuk a; (n)

2mmx (—1)"

o (oc,z,, + 3 )(o:,?,:‘, +vp} )(v —4)cos

ay(n)= 2

2 a2\,
m=0 (am +}3n) +518n kO

4]

x=al2

dan mari kita pisahkan dari bagian-bagian regular dan singularnya. Untuk ini kita akan

menggunakan rumus yang diketahui dari teori fungsi umum.
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[==]

1 [=2=]
Zcosma =St Z S(a—2mm).

.F'PTI‘=1 Hl=—o2

Misalkan dalam rumus ini @ = z — @ maka kita akan memperoleh

Z(—l)m cosmz = —%4—3’1‘ Z S[z—m(2m+1)).

m=1 n=—co
Mari kita beralih lebih jauh ke variabel baru z = % dan akan memperhitungkan sifat yang

diketahui dari fungsi delta

()] = 5(x—xh)
o) ; v (xp)

di mana x; adalah nol sederhana dari fungsi r (x).Dengan r(x) = — = n(2m+1),x, =

% (2m + 1) dan karena itu, kita memiliki

aﬁ[x—%(rn + 1)]
2

3[2’”— fr(2m+1)]=

a

Karena itu

2(—1)’” cos ZMIX _ —% +% Z 5|:x—(2m+ 1)%], (8.3.18)

a
m=1 Hi=—oo

Dimanaa = 2m,x € (—m,m)
Kita akan memperoleh

[=2a]

ar(n)=| (v-4) Y (-1)" co

m=1

o’ [(v - 1)(;3f; +al, ,%)— 1]{v —4)cos

2

m=0

2mrx v-—4
S +
a 2

2mMmTXx

(_] )H}

a

2 i
(ch;} + [)’,%) + sign k
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~ 4y _4) lim ié[x—(ZnHl)%]

o
X——  m=—co
5

x<af2
i [(v - 1)(/5’;1 + aﬁlﬁﬁ')— sign ky ](v —4)
+
m=0 ((X?}; + ﬁﬁ. )2 + *""E.g” kO

Seperti yang telah disebutkan di atas, formulasi ketat kondisi batas memerlukan penentuan
nilai batas penyelesaian masalah nilai batas pada kontur bagian dalam domain. Nilai fungsi
delta dalam ekspresi terakhir di dalam domain dan dalam limit pada batasnya dapat dianggap
sama dengan nol (meskipun secara formal fungsi delta pada titik tidak didefinisikan).
Mengingat fakta ini, komponen singular dapat diabaikan dalam ekspresi untuk menentukan
koefisien a; (n) Setelah membuang bagian singular, ekspresi untuk a; (n), bentuknya menjadi

¥

= - 1 ﬁn + amﬁn ) S‘fg}?k()
a n = v 4
I > y

m=0

Dengan bantuan operasi serupa, ekspresi untuk b, (m) mengambil bentuk

N B i, 2 Sign
bz'.(m)=(v—4)z{v 1)(Otm +am,8”) o ko
n=0 (o2, + ﬁn)

Dengan demikian, deret untuk semua koefisien sistem konvergen lebih cepat daripada

Perhitungannya sebaiknya dilakukan dengan komputer. Pilihan batas atas jumlah bergantung
pada kecepatan penurunan koefisien B(m), yang termasuk dalam sistem, dan oleh karena itu
perlu dilakukan studi tentang perilaku asimtotiknya dengan m — oo, yang juga lebih mudah
dilakukan dengan bantuan komputer. Setelah menetapkan batas atas penjumlahan dan
pemotongan sistem persamaan (8.3.17) ke orde, bawa sistem ini ke bentuk:
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0 =Cy M
B by (m) B(m) = 3 (m),

o ¢ (n)- e (m,n)B(m)
Zaz (m, n) : z’:;

Atau

r e (n)— g ar (m,n) A(n)
Zbl (m, n) i Z;};E}m) + aj(n)A(n)=c|(n).

n=0

Khususnya untuk pelat persegi (B (im) = A (m)) kita memiliki:

p

ay(n)A(n)+ Zbl (m,n)A(m)=c|(n),
m=0

mn=012, ..., 1t

(8.3.19)

Dimana a;(n) and b;(m, n) ditentukan dari rumus (8.3.17), dengan mengganti 8, menjadi
@,. Setelah penyelesaian sistem persamaan (8.3.17) fungsi w (x,y) ditentukan oleh rumus
(8.3.14). Selanjutnya perhitungan gaya internal My, Q,, My, Qy dan H,, pada setiap titik
pelat dicapai menurut rumus teori pelat yang diketahui:

D( 92 9
M_\'(x:! 1")= _!_2 axz +v arl’z “J(x?.}})n
D( 92 9
M, (x,y)= -3 ﬁwar? w(x, ), (8.3.20)
D d
'\'":}=__—V2, S V)
0. (x.9)= =15 = VP (x.y),
D 9
Qy (xn }’) = _1_38_‘1’ Vzw(x, y)_,

2w
dxdy

D
He (v3)= - (1-V)

Substitusi (8.3.14) ke dalam rumus (8.3.20) menghasilkan deret divergen, mirip dengan
(8.3.15), yang regularisasinya dapat dilakukan menurut rumus (8.3.18). Misalnya, untuk pelat

persegi, momen lentur dijelaskan oleh ekspresi
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(x,») _ 16 22{ o:m+vo: q(m.n)+(v—4)( 1)((1' + o )

m=0n=0

X[( )" o2 A(n)+(-1)" aEIA(m):I—.';ignkO

~(v = A1) An)+ (1) AQm) [}t TS

5 :
(a,%i, + a;‘:) + signk
(8.3.21)

Sebagai contoh, mari kita periksa pelat persegi dengan ukuran 2 x 2 yang diberikan, dengan
jenis beban berikut:
1. Gaya terpusat di bagian tengah pelat P = 1;;
2. Beban seragam gq; = 100, didistribusikan sepanjang area pelat dengan ukuran
0.1 x 0.1di bagian tengah pelat.
Diagram lendutan statis dan momen lentur pada penampang sepanjang diagonal x = y dan
sepanjang sumbu x = 0 diperoleh dengan memperhitungkan 25 suku deret, dan ditunjukkan
pada Gambar 8.9 dan 8.10. Selain itu, dengan versi beban terakhir, nilai lendutan w = 0.272
dan momen lentur M = 0.2987 di bagian tengah pelat berbeda dari yang diperoleh dengan
metode alternatif dalam karya V.I. Travush dan V.K Sangadzhiev dengan nilai kurang dari 1%.
Analisis ketergantungan defleksi pelat pada frekuensi beban dilakukan untuk versi
beban terakhir. Peningkatan frekuensi beban menyebabkan penurunan kekakuan yang
diberikan ky(w), dan akibatnya peningkatan nilai absolut dari panjang tereduksi [ .

w(x,y)
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Gambar 8.9 Diagram lendutan dan momen lentur.

Pada saat yang sama tanda k,(w) berubah dalam transisi ke rezim “trans-resonansi” (w >
k (a)) /m). Gambar 8.11 menunjukkan ketergantungan lendutan pusat pelat pada
parameter ¢ = Isignk,, yang menunjukkan bahwa transisi ini disertai dengan perubahan fase
osilasi. Perhitungan menunjukkan bahwa penggunaan ekspansi elemen batas dengan
spektrum diskrit dalam metode spektral mengarah pada algoritma yang sangat efektif dari
metode lain, yang terhubung dengan ekspansi fungsi eigen.

Keuntungan khusus SMBE dalam masalah seperti itu adalah keumuman prosedur yang
digunakan dan peluang untuk mengarahkan penggunaan fungsi umum. Dalam masalah untuk
domain dengan batas kompleks, SMBE menjadi sangat efektif. Untuk pertama kalinya dalam
karya ini diberikan solusi masalah untuk balok dan pelat tidak terisolasi menggunakan SMBM.

0.05{0.05
2 1
T—f—fl :
1
ql = 100
Yyy
T ‘l T AT, =t w1, 1 =
i x(y)
L L I,
A 1 1
1 1 1
1
|
1
=1 -0.5 1} 0.5 1
0.1 x(»)
x=y
0.2 A
\\________ _______'____,.a-"_-"'—-—:"-:.‘\
S x =0
0.3
w(x,y)
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Gambar 8.10 Diagram lendutan dan momen lentur.

w(0,0)
4
3
2
1L
-2 -1
% } } }
1 2 Isignk,
+ -1
+ =2
+— =3
4+~ —4

Gambar 8.11 Ketergantungan defleksi pusat pelat terhadap frekuensi beban.
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BAB 9
PENYELESAIAN MASALAH METODE PERSAMAAN BATAS

Bab 9 menjelaskan ciri-ciri penyelesaian metode dinamis persamaan batas. Diketahui
bahwa sebagian besar bahan bangunan memiliki sifat redaman, yang dicirikan oleh kehilangan
frekuensi yang independen. Akan tetapi, terdapat ketergantungan tertentu dari parameter
redaman (kehilangan koefisien, penurunan) pada frekuensi deformasi tanah dalam percobaan.
Kehilangan yang bergantung pada frekuensi merupakan hal yang umum untuk sejumlah bahan
modern, seperti plastik tertentu.

Oleh karena itu, merupakan tugas yang sangat penting untuk menggambarkan perilaku
dinamis tanah dan bahan struktural yang memiliki gesekan internal yang bergantung pada
frekuensi dan yang tidak bergantung pada frekuensi. Bab ini menyajikan cara baru perhitungan
transformasi Hilbert melalui transformasi Fourier dari fungsi yang sesuai, yang
menyederhanakan masalah, karena tabel transformasi Fourier yang ekstensif. Metode yang
disajikan untuk menghitung transformasi Hilbert memungkinkan untuk menganalisis model
aprioristik sistem dinamis berdasarkan penciptaan kekakuan kompleks atau kelenturan
kompleks sistem secara komparatif dan mudah.

Metode ini memungkinkan untuk menentukan secara analitis salah satu komponen
kekakuan kompleks sesuai dengan komponen lain yang didefinisikan secara eksperimental.
Dalam bab ini, kami selanjutnya memeriksa beberapa contoh perhitungan transformasi Hilbert
dari fungsi delta, fungsi Heaviside, dan fungsi daya. Metode perhitungan transformasi Hilbert
yang dijelaskan di atas diterapkan pada analisis model dinamis berdasarkan gesekan internal,
yang dijelaskan oleh hipotesis Voigt, Sorokin, dan Schlippe-Boc.

Bab ini selanjutnya memeriksa konstruksi fungsi Green untuk pelat tak terbatas, yang
terletak pada dasar elasto-viskos tipe Winklerian dengan ketergantungan sembarang
parameter koefisien kompleks alas pada frekuensi. Dalam bab ini, kami memecahkan masalah
konstruksi fungsi Green untuk sistem dinamis satu dimensi dengan peredaman, yang
dijelaskan oleh berbagai model gesekan internal yang bergantung pada frekuensi dan
frekuensi.

Kami memeriksa tugas gelombang satu dimensi stasioner, berdasarkan contoh getaran
bebas longitudinal dari batang tak terbatas seragam isotropik dengan beban harmonik satuan
di bagian tengah atau osilasi lateral tali. Selanjutnya, model dasar medium berikut diselidiki:

1. model linier umum;

2. model elastis-kental Voigt; dan

3. model resistansi elastis-kental yang tidak bergantung pada frekuensi.
Kami selanjutnya mempertimbangkan konstruksi fungsi Green untuk getaran bebas transversal
non-stasioner dari batang dan pelat, dengan mempertimbangkan resistansi elastis-kental yang
tidak bergantung pada frekuensi. Untuk melakukannya, kami menawarkan realisasi numerik
dari metode elemen batas langsung (BEM) untuk memecahkan masalah stasioner bidang dari
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teori elastisitas linier, dengan memperhitungkan gesekan internal.

Kami meneliti pengaruh gesekan internal pada osilasi harmonik dari die kaku yang
terletak pada setengah ruang inersia dan kami menawarkan solusi untuk masalah pada
interaksi struktur dengan pondasi viskos-elastis oleh BEM. Lebih lanjut, dalam bab ini, kami
mempertimbangkan pengaruh gesekan internal pada osilasi harmonik dari die kaku yang
terletak pada setengah ruang inersia.

Bab 9 menyajikan model peredaman relatif yang tidak bergantung pada frekuensi.
Selain itu, bab ini meneliti osilasi balok yang terletak pada dasar elastis menggunakan model
peredaman relatif yang tidak bergantung pada frekuensi.

9.1 METODE ELEMEN BATAS DALAM ANALISIS PONDASI ELASTIS

Penyelesaian masalah dinamis menggunakan metode elemen batas (BEM)
memerlukan pembangunan fungsi Green dalam representasi spektral (frekuensi) atau
sementara (tampilan). Akuntansi untuk sifat nyata bahan struktur atau basis, khususnya
gesekan internal dan ketergantungan karakteristik elastis pada gangguan frekuensi,
merupakan pertanyaan yang sangat penting untuk dianalisis.

Akuntansi untuk gesekan internal tidak hanya memberikan deskripsi yang lebih
memadai tentang proses dinamis dalam mode resonansi (rezim) osilasi yang paling penting
dan berbahaya, tetapi juga secara signifikan memfasilitasi penyelesaian masalah dinamis,
karena menghilangkan kebutuhan untuk menghitung integral tak wajar dengan fitur khusus
pada sumbu nyata selama konstruksi fungsi Green yang sesuai. Ini juga menghilangkan
kebutuhan untuk memenuhi kondisi emisi tambahan atau analognya, yang memastikan
dispersi energi pada tak terhingga.

Dalam teori struktur pada pondasi elastis, masalah dinamis, sebagai aturan, melibatkan
pertimbangan gesekan internal pada material alas. Sifat redaman pada material struktural
diekspresikan secara substansial lebih sedikit daripada di tanah, dan, oleh karena itu, sifat-sifat
tersebut dapat diabaikan. Dengan alas tipe koheren, ruang setengah isotropik elastis biasanya
digunakan.

Peredaman osilasi akibat gesekan internal jarang dipertimbangkan karena disipasi
energi dalam tak terhingga memastikan peredaman osilasi bebas dan keterbatasan amplitudo
pada proses tetap). Dengan penggunaan alas diskrit seperti tipe Winkler dari tumpuan elastis,
gesekan internal pada alas dalam sebagian besar penelitian diperhitungkan dengan bantuan
model Voight atau model frekuensi-independen dari E.S. Sorokin. Misalnya, persamaan osilasi
stasioner (kondisi tetap) dari struktur dua dimensi pada pondasi elastis ditulis dalam bentuk:

) ,
Lw—maw+k(w)w=ge'™

adalah L - operator gaya elastis struktur; m- adalah massa per satuan luas; w (x,y, t)
perpindahan vertikal; g (x,y) fungsi amplitudo aksi eksternal; w — frekuensi melingkar;

k(w) — koefisien kompleks lapisan. Dalam kasus model Voight:
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k(w)=ky+ic

di mana k, — koefisien umum riil bed, untuk model frekuensi independen dari E.S. Sorokin:

k(w)=ko(a+ib),

di mana a dan b adalah parameter gesekan internal, yang diperkenalkan oleh Sorokin.

Dalam beberapa tahun terakhir, banyak penelitian tentang osilasi sistem disipatif yang
sebagian besar ditujukan untuk konstruksi berbagai model gesekan internal dan
penggunaannya untuk desain struktur yang dinamis. Dalam literatur dan aplikasi ilmiah,
preferensi diberikan kepada model linier, yang digunakan dalam perhitungan praktis dan
dalam penelitian ilmiah, karena model tersebut tidak menyebabkan kesulitan komputasi dan
memungkinkan untuk memperkirakan dengan benar pengaruh gesekan internal pada proses
osilasi.

Hipotesis Voight, model dasar yang tidak bergantung pada frekuensi (hipotesis Sorokin,
resistansi elastis-viskos yang tidak bergantung pada frekuensi) dan model tipe herediter, yang
paling umum dijelaskan oleh operator integral dalam model linier, telah memperoleh aplikasi
terluas. Untuk bahan konstruksi, fakta yang paling penting yang ditetapkan secara
eksperimental yang memengaruhi pemilihan model gesekan internal adalah independensi
parameter frekuensi dari redaman koefisien kerugian dan penurunan logaritmik dalam
rentang frekuensi gangguan (dampak, pengaruh) yang umum, untuk tindakan nyata.

Oleh karena itu, dalam perhitungan praktis, model gesekan internal yang tidak
bergantung pada frekuensi harus digunakan. Dengan penggunaan model yang tersebar luas
ini, seperti hipotesis Voight, yang sering terjadi saat memecahkan masalah dinamis teori
elastisitas, hasil yang diperoleh dapat sangat terdistorsi dibandingkan dengan hasil nyata
sebagai akibat dari ketergantungan frekuensi gaya disipatif dan peningkatan penekanannya
terhadap komponen gerak frekuensi tinggi.

Ketika membangun model linear dari gesekan internal yang tidak bergantung pada
frekuensi, menjadi penting untuk mengamati prinsip dasar mekanika prinsip kausalitas, yang
mengharuskan, reaksi sistem yang dapat direalisasikan secara fisik terhadap tindakan tertentu
terjadi hanya setelah tindakan tersebut diterapkan pada sistem, yaitu, keluaran saat ini hanya
bergantung pada masukan masa lalu dan saat ini, bukan pada masukan masa depan. Fungsi
transfer suatu sistem sepenuhnya mendefinisikan hubungan masukan-keluarannya dalam

keadaan stabil. Fungsi transien impuls atau fungsi respons impuls y§ (t) dari suatu sistem
kausal, yang merupakan transformasi Fourier dari fungsi transfer ®(w), selain nol hanya pada
sumbu semi positif waktu
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ys (£) = zi jq:-(m)efwfdm ~0.(£<0).
T

Kendala-kendala ini dikaitkan dengan saling ketergantungan bagian-bagian riil dan imajiner
dari fungsi transfer. Sementara itu, dalam perhitungan dinamis konstruksi dan desain
pembuatan mesin, representasi apriori dari perilaku struktural dengan beban harmonik sering
digunakan, yang menetapkan berbagai bentuk kekakuan atau kelenturan kompleks.

Secara khusus, pendekatan ini digunakan dalam hipotesis gesekan internal Bock-
Schlippe dan E.S. Sorokin yang terkenal, di mana kekakuan kompleks (kekakuan) diperkenalkan
dalam berbagai mode ke dalam persamaan osilasi harmonik suatu sistem, tanpa menganalisis
kesesuaiannya (kepatuhan terhadap) dengan prinsip kausalitas. Dari teori sistem dinamis,
dapat disimpulkan bahwa antara bagian riil dan imajiner dari fungsi transfer sistem kausal

®(w)=P(w)+iQ(w), 9.1.1)

harus ada dependensi berikut;

Pw)=—— | =———, 9.1.2)

0(0) = 1 J' Pla)dao

I

di mana integral dipahami sebagai nilai utama. Rumus (9.1.2) didefinisikan oleh transformasi
Hilbert (transformasi) yang perhitungannya menghadirkan kesulitan tertentu. Oleh karena itu,
verifikasi langsung dari hubungan bernilai tunggal (tidak ambigu) antara karakteristik frekuensi
P(w) dan Q(w) sulit dilakukan untuk sistem nyata. Di bawah ini kami menyajikan cara baru
untuk menghitung transformasi Hilbert menggunakan transformasi Fourier dari fungsi P (w)
dan Q (w), yang menyederhanakan tugas, karena ada tabel ekstensif untuk transformasi
Fourier. Transformasi Hilbert mengikuti langsung dari mode nyata transformasi Fourier dan,
oleh karena itu, s (7) asli dan transformasi Hilbertnya

s()=2 JM (9.1.3)

T—1
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terikat oleh rumus berikut:

F(a)=iFs(at)sine,  Fs (o) = —iF; (or)sine, 9.1.4)

Dimana

F,(ct)= — I.s(r)efafffr, 9.1.5)

adalah transformasi Fourier dari fungsi s (t) dan S (t) masing-masing. Rumus (9.1.5)
memungkinkan untuk menghitung integral (9.1.2) dalam kasus seperti itu ketika salah satu
transformasi (9.1.5) diketahui. Sebenarnya, biarkan integral Fs(a) diketahui, maka menurut
rumus (9.1.4), kita dapat menghitung Fs(a) di mana menurut rumus konversi (inversi)

1
s(t)= N

_[F_,. (a)e ™ da, (9.1.6)

kita dapat menentukan fungsi s(7). Dalam banyak contoh, perhitungan integral (9.1.6) dapat
lebih sederhana daripada perhitungan transformasi (9.1.2). Mari kita periksa beberapa contoh
perhitungan transformasi Hilbert.

a. Misalkan S (t) = & (t), di mana §(t) Fungsi Dirac-delta. Maka

_sino

E?(fx)=ﬁsﬁ-(a)—fm-

Berdasarkan (9.1.6), kita memperoleh

L=

s(t)= ! J.sinae_f‘xfda=

2n

—

| —

J' . 1

sinotdor = —.
nT

0

Di sini kami menggunakan rumus yang dikenal dari teori fungsi umum
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-[e"é"'d'g' = ix '+ 78 (x),
0
yang mana sebagai berikut:
J.sin Exde =L _[msajxdg — 15 (x).
x
0 0

Dengan mensubstitusikan ekspresi yang diperoleh untuk s(7) di (9.1.3), dimungkinkan untuk
memperoleh representasi integral dari fungsi Dirac-delta dalam bentuk konvolusi dua fungsi
1/mt

Tidak sulit juga untuk melihat bahwa rumus yang diperoleh untuk s(t) secara langsung
mengikuti sifat dasar fungsi delta. Dari (9.1.3) dapat disimpulkan bahwa

-7

S(f)=_l J' S(f)d!"

dan dengan S(t) = &(t) segera kita akan memperoleh s(t) = iT

A

b. Jika fungsi S (t) mempunyai modus (bentuk) fungsi satuan Heaviside: S (t) = H (t), dimana

1 (120)
H(t)= ,
0 (t<0)
Kemudian
Fs(a) = 1 Tef‘mdm\/ia(a)n 1 9.1.7)
) J2n ) 2 a~2n
Karena itu
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(= =]

1 ; I [ coste
s(7)= o 31 I/ =——J.—d
5(7) m:l. 1’ (o) +i aJ_ sinoe o ) o

(9.1.8)

Integral tak wajar yang diperoleh divergen dan dari sudut pandang analisis klasik tidak ada.
Untuk memberikan makna integral ini, pertimbangkan transformasi Fourier dari fungsi: y =
|x|72™~1, dalam sebutan yang diberikan di atas

F.‘V (D.')= F om- (D.')=

" [CEZHHI} _ C1(2m+1} ].Il|£1|:|, 9.1.9)

Di mana

C{l;}.?nHl) _ 2(_1) |:1+l+___+i+r"{]):|, (9.1.10)
(2m)! 2 2m

Cl:2m+l] _ 2 '(_l)m
! (2m)!

2

I'"(1) — turunan fungsi gamma yang nilainya dapat ditentukan melalui fungsi ¥ — yang
merupakan turunan logaritma dari fungsi gamma.

I'(z)
I'(z)

]p’:

Dengan demikian I''(1) = Y(1)I'(1), dan oleh karena itu (Gradstein, Ridjick), I''(1) = —C di
mana C = 0.5772 ... — konstanta Euler. Pada saat yang sama dari (9.1.9), berikut ini:

E i (c ( J"‘Oijfi‘f“, ©.L11)

dimana ketika m = 0 kita memperoleh integral (9.1.8). Oleh karena itu,
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s(r)=—ﬁ[l—(’f—ln|a\]. (9.1.12)

Sekarang, mari kita periksa kasus S (t) = t" (n = 1, 2, 3, ...).Kita peroleh:

Fs ()= EJI” cos atdt . (9.1.13)
0

Dengan n genap dan

Fs(a)=i Jz-[r” sin otdt, (9.1.14)
n
0

dengan n ganjil. Dengan menghitung integral (9.1.13) dan (9.1.14), ketika n genap, kita
memperoleh:

2 T'(n+1 n+l)n
0 fE Tl

dan dengan n ganjil

Fy (at) = i E r(n+1)sin(n+])ﬂ.

a,r.'+1 )

Oleh karena itu, dan masing-masing

Fi(a)=i \/E Shles r(”+1)cos(ﬁ+1)n
mt

(I”+1 ) i

Fy(o) =~ \P sing LD g (14 D
Tt

th.".'+l p)

Selanjutnya ketika n genap kita memperoleh
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2iC (n+ l)cosM
s(1)= 2

T

cosotdo
n+1

(9.1.15)
o

S i

Integral dalam (9.1.15) dapat dihitung menurut rumus (9.1.9). Jadi, dengan
mempertimbangkan (9.1.10) dan menetapkan n = 2m, kita peroleh:

J'cosa’rdoc _ (=)™ 72 [1+l+ n 1 C+ln|‘r|:|
o 2m+1 (2;‘??)' 2 7 2m

Dengan n ganjil perlu menggunakan rumus berikut) dengan pengenalan pengali tambahan
melalui penunjukan transformasi Fourier yang berbeda:

{_l)m 2m-1 L
F 5, (o)= o —_.
Sejak,
cos o xdx
F -2m {{I \/7 ‘[ 2m
X~
Kemudian
T cosarxdx (D" | am-
2 = ‘a| '
)X 2(2m-1)!

Mari kita gunakan metode yang disebutkan di atas untuk menghitung transformasi Hilbert
guna menganalisis model dinamis suatu alas, yang gesekan internalnya dijelaskan oleh
hipotesis Voight, Sorokin, dan Bock-Schlippe.

Mari kita periksa terlebih dahulu pondasi Winkler elasto-viskos dengan kekakuan
kompleks

K(w)=k+ico.

Bagian riil dan imajiner dari fungsi transfer basis mengambil bentuk:
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k
Pw)=ReK ' (w)= 9.1.16
(@)=Re K (0)= 375 ©.116)
—ImK ' (0)=-——2 .
Q(CU) m (ﬂ)) k2 +C2&)2

Mari kita verifikasi, apakah dependensi dalam (9.1.2) sesuai dengan karakteristik dalam
(9.1.16). Kita akan menghitung transformasi Fourier dari fungsi P(w)

oo

k [ é™do T -
Fp(a)= = |= ¢ lelodkC™
pl@) N2 2 +c* . w? \/; ¢

Karena itu,

. 1
Fp (o) = —isin o E Clelelkc™

[ . k=1 cQ
Q(w)=——J.sm ore1#IkC da =-—5———.
2¢ k*+wm-c

yaitu, kita sampai pada fungsi Q (w), yang diberikan oleh rumus (9.1.16). Dengan demikian,
koefisien Voight dari lapisan tersebut memenuhi kondisi model dinamis yang dapat
direalisasikan secara fisik. Basis tanpa inersia dengan gesekan internal E.S. Sorokin dijelaskan
oleh persamaan diferensial osilasi harmonic

k(u+iv)y = qge', (9.1.17)

Dimana parameter kekakuan kompleks (kekakuan) yang ditentukan dengan benar mengambil
bentuk

1 Y

vy =

Parameter dan tidak bergantung pada frekuensi gangguan (perturbance, excitation). Di sini
y — koefisien kerugian. Karena u? + v? = 1, maka untuk model ini

=
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P(w)=uk™, O(w)=—vk™". (9.1.18)

Perlu dicatat bahwa kekakuan kompleks (kekakuan) dari hipotesis Bock-Schlippe yang sesuai
memiliki bentuk yang mirip yang menurutnya persamaan osilasi harmonik basis mengambil
bentuk (mode)

k-y

y+ky = ge'®" .
Kekakuan kompleks (stiffness) dalam kasus ini
K(w)=k(1+iy),

bertepatan dengan kekakuan kompleks untuk hipotesis E.S. Sorokin dengan nilai parameter
u = 1,dan v = y.yang umum digunakan dalam perhitungan dinamis. Mari kita verifikasi
bahwa dependensi dalam (9.1.2) sesuai dengan karakteristik dalam (9.1.16). Kita akan
menentukan transformasi Fourier dari fungsi P (w)

u T U 27T
Fola)= _[.*mf - 5(c). 9.1.19
P(O-') km e daam P (O-') ( )
karena itu
Fyla)= —iuk~'\2n sin o8 (@),
Dan

O(w)= 2 | sin o5 (a)do = 0.
k
Jadi, seperti yang dapat kita lihat, untuk model-model ini ketergantungan dalam (9.1.2) tidak
dieksekusi, dan akibatnya model-model ini tidak dapat direalisasikan secara fisik. Dengan
demikian, metode penghitungan transformasi Hilbert yang disajikan memungkinkan kita untuk
menganalisis model-model aprioristik sistem dinamis secara komparatif dan mudah
berdasarkan penciptaan kekakuan kompleks atau kelenturan sistem yang kompleks. Selain itu,
metode ini memungkinkan untuk menentukan secara analitis salah satu komponen kekakuan

kompleks menurut komponen lain yang didefinisikan secara eksperimental.
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9.2 KONSTRUKSI FUNGSI GREEN UNTUK BASIS GESEKAN INTERNAL

Sehubungan dengan konstruksi yang terbuat dari bahan-bahan tradisional seperti baja,
beton, beton bertulang, kayu, batu bata, dan sebagainya, sudah ada karya yang cukup
meyakinkan oleh banyak penulis yang membuktikan perlunya menggambarkan gesekan
internal menggunakan jenis model yang sering kali independen. Di sisi lain, untuk kondisi
tanah, eksperimen telah menunjukkan bahwa ada model yang lebih memadai dengan
ketergantungan signifikan parameter kekakuan kompleks (kekakuan) pada frekuensi.

Karya banyak penulis cukup dan meyakinkan membuktikan perlunya menggambarkan
gesekan internal dengan model tipe frekuensi-independen untuk konstruksi yang dibangun
dari bahan tradisional seperti baja, beton, beton bertulang, kayu, batu bata, dan sebagainya.
Dan untuk kondisi tanah, eksperimen menunjukkan bahwa model yang lebih memadai
digunakan dengan ketergantungan signifikan parameter kekakuan kompleks (kekakuan) pada
frekuensi.

Pertanyaan tentang perhitungan dinamis struktur dan basis dalam sistem non-
stasioner untuk bahan dengan ketergantungan kekakuan kompleks yang cukup arbitrer pada
frekuensi hanya disinggung dalam literatur.

Salah satu metode utama penelitian sistem disipatif dinamis linier adalah konstruksi
dan analisis karakteristiknya dalam domain frekuensi. Misalnya, dalam kasus fungsi transfer,
parameternya dalam banyak hal dapat ditentukan secara eksperimental dengan akurasi yang
cukup tinggi, dengan transisi berikutnya ke domain waktu. Pendekatan serupa digunakan
selama konstruksi model tertentu dari media elastis-kental dan gesekan internal dengan
pengenalan modul kompleks atau kekakuan kompleks, berdasarkan representasi mekanis
aprioristik (tampilan). Untuk meneliti sistem dinamis tersebut dalam domain waktu, perlu
untuk beralih ke karakteristik transien (fitur) mereka menggunakan transformasi Fourier.

Prosedur ini tidak sederhana dalam semua kasus. Lebih jauh, prosedur tersebut
mengasumsikan bahwa fungsi transfer memiliki sifat-sifat tertentu yang memastikan ketaatan
pada prinsip kausalitas. Mengatasi fondasi dasar elastis, khususnya dalam kasus, ketika
materialnya memiliki karakteristik elasto-kental, tergantung pada frekuensi deformasi siklik,
untuk membangun fungsi Green, perlu untuk menyelesaikan tugas kuasi-statis. Harap diingat
bahwa konstruksi fungsi Green adalah basis BEM. Pertama, kita harus menyelesaikan masalah
osilasi tetap dan kemudian mengganti nilai kompleks sebagai ganti modulus elastisitas E atau
koefisien alas k yang sesuai.

E(w)=E (0)+iE”"(@w) or k(w)=k(w)+ik”(w).

Di mana k' (w) adalah komponen elastis dari kekakuan kompleks dan k"' (w) adalah komponen
disipatif dari kekakuan kompleks (kekakuan).

Menurut teori sistem dinamis, parameter kekakuan kompleks harus memiliki sifat-sifat
tertentu. Sifat-sifat ini harus memastikan realisasi fisik (kelayakan) sistem. Untuk w > 0 fungsi
k'(w) dan k" (w) harus positif. Selain itu, komponen elastis dari kekakuan kompleks k'(w)
harus berupa fungsi genap, dan komponen disipatif dari kekakuan kompleks k" (w) harus

berupa fungsi frekuensi ganijil.
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Oleh karena itu, fungsi k'(w) dan k"'(w) dapat direpresentasikan sebagai ekspansi
dalam deret dengan derajat genap dan ganjil, masing-masing:

Kekakuan kompleks sistem dapat direpresentasikan sebagai:

k() =|w]” ko, (0< el k(0))0 ),

jika sistem ini memiliki creep tak terbatas.
Persamaan gerak sistem dengan satu derajat kebebasan dengan osilasi harmonik tetap
dapat direpresentasikan sebagai berikut:

my +k(w) y = Pe'",

di sini m adalah massa sistem, y adalah perpindahan sistem; P adalah amplitudo beban
eksternal. Solusi persamaan gerak untuk osilasi tetap dan untuk P = 1 memiliki bentuk:

Yo ()= ©(@)e'®",

Dimana

d(w)= [—ma)z + k(a))]

adalah fungsi transfer sistem.

Mari kita periksa, misalnya, konstruksi (pembangunan) fungsi Green untuk pelat yang
terletak di atas dasar elastis-viskos tipe Winklerian dengan ketergantungan sembarang
parameter koefisien kompleks alas pada frekuensi. Kita tulis persamaan untuk osilasi pelat
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yang stabil (terbentuk) dalam amplitudo kompleks, yang menentukan fungsi Green untuk
masalah stasioner

DV*V2w(x,y)+ [k(a)) — mwz]w(x,y) =8(x—x1)8(y—-»), 92.0)

dimana, serta di atas

R(z) — inti dari relaksasi model Winklerian basis. Kita akan menunjuk

ki(w)= | coswzR(z)dz,

= e

k”(w)= | sinwzR(z)dz

o t— 3

dan dalam (9.2.1) akan diperoleh transformasi Fourier. Dengan mempertimbangkan bahwa
perpindahan pelat bersama dengan semua turunannya menghilang pada tak terhingga yang
dipastikan oleh adanya redaman, kita akan memperoleh:

[D(éz + -n2)2 +k(@)-mao? ]W(&f,n) =(2n)". 9.2.2)

Fungsi transfer suatu sistem dalam ruang transformasi ditentukan oleh rumus (mari kita
sebutkan dengan indeks “e”)

W, (En.m)= %[9(52 +n? )2 +k(®)-ma? ]_1 (9.2.3)

Fungsi transfer yang ditentukan oleh rumus (9.2.3) bertepatan dengan fungsi transfer suatu
sistem dengan satu derajat kebebasan, yang mempunyai kekakuan kompleks 2mk(w) =
21t[D (6% + 1*)? + k(w)] dan massa 2mm. Cukup mengambil transformasi Fourier dari fungsi
transfer yang sesuai untuk mendapatkan fungsi transien impuls dalam ruang transformasi,

=]

Ws (E,n,1) = ﬁ_[u_f (&.n,0)e™ de (9.2.4)
0
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Kemudian dengan menggunakan inversi ganda Fourier, dari (9.2.4) kita temukan fungsi impuls
transien dalam ruang asal, yaitu, reaksi pelat terhadap aksi impuls sesaat satuan.

Namun, perlu dicatat bahwa perhitungan praktis transformasi Fourier menggunakan
(9.2.4) dalam mode tertutup tidak layak dan penggunaan integrasi numerik mempersulit
perhitungan integral Fourier ganda yang sudah rumit untuk memperoleh asal. Oleh karena itu,
perhitungan fungsi impuls transien (9.2.4) dalam mode tertutup penting dari sudut pandang
praktis.

Jadi, dengan mengetahui parameter koefisien kompleks alas, kita dapat memperoleh
fungsi impuls transien pelat, dan kemudian menggunakan rumus Duhamel, selesaikan untuk
setiap beban dinamis q (x,y,t). Akan tetapi, menurut teori sistem dinamis, parameter
koefisien kompleks lapisan harus memiliki sifat-sifat yang dijelaskan di atas untuk memastikan
realisasi fisik sistem.

Dengan kata lain, perlu untuk mengamati prinsip kausalitas. Fungsi kq(W) dan kg (w)
harus positif dengan w > 0, terlebih lagi kq(@w) harus berupa fungsi frekuensi w genap, dan
ky (W) ganjil. Koefisien kerugian:

7(w)= (9.2.5)

Representasi berikut untuk kekakuan kompleks dapat ditulis untuk sistem yang mempunyai
creep tak terbatas.

ko(@)=|o|” k«(w), (0<a<l, k«(0)#0, k% (0)>0) (9.2.6)

Untuk mengamati (mematuhi) hubungan satu-satu (validitas tunggal) antara bagian riil dan
imajinernya, fungsi transfer sistem kausal tidak boleh memiliki kutub di bidang setengah
bawah atau pada sumbu riil bidang kompleks. Selain itu, karena konstruksi aktual memiliki
creep terbatas, konstruksi tersebut termasuk dalam sistem fase minimum, yaitu sistem yang
mewujudkan pergeseran fase minimum pada frekuensi apa pun pada amplitudo yang sama.

Dengan demikian, fungsi transfer tidak hanya harus memiliki kutub tetapi juga nol pada
seluruh bidang setengah bawah, termasuk sumbu riil. Secara umum, untuk fungsi transfer, kita
akan mengasumsikan keberadaan setidaknya satu kutub di awal koordinat (dengan w = 0),
yang sesuai dengan sistem dengan creep tak terbatas di bawah beban statis. Untuk
mempelajari osilasi bebas suatu sistem, cukup dengan membangun fungsi transien impuls
(9.2.4).

_ 1 - et’&]f
Ws (E.n.1) = J / 9.2.7
5 (&n.1) 47> ) —me® + k(w)( @ ( )

Hal ini juga dapat direpresentasikan dalam bentuk integral Mellin berikut dengan substitusi
D =liw
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B | ies P!
(e )2 J- _ _ In. 9.2.8
f (é . ) 42 mpz + k4 (p)+ kG (p) ap ( )

—joo

Di Sini,

ki (p) = kb (=ip), k¢ (p) = ik (=ip) (9.2.9)

Menurut data eksperimen, untuk semua bahan konstruksi ky(w) — fungsi halus dengan
perubahan kecil dalam rentang frekuensi, yang merupakan hal yang menarik dalam
perhitungan dinamis, dan k"' (w) < k'(w) Oleh karena itu, penyebut dari ekspresi integran
(9.2.8) memiliki derajat kebebasan tidak lebih dari yang kedua, dan akibatnya, tidak lebih dari
dua akar, yang berbeda dari nol. Lebih jauh, seperti yang ditunjukkan di atas, dimungkinkan
untuk memiliki akar p = 0. Untuk analisis kutub integran dalam (9.2.8) mari kita tuliskan:

p==id(p)J1+ 7 (p), (9.2.10)

Dimana

A(p) = Eﬁ(”), 7(p) = K (p) —iy(o). 9.2.11)

Dengan mempertimbangkan bahwa y(p) « 1, maka dapat diasumsikan

1+ 7(p) =1+_ﬂ’§f’>.
Kemudian
b= i.fi(p)[n ";p)], (9.2.12)

Asumsi yang diadopsi di atas, sebagaimana diterapkan pada redaman lemah dan keberadaan
dua akar nol dalam persamaan frekuensi, memungkinkan untuk memperoleh
ketergantungan perkiraan dari ekspresi (9.2.12)
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_ 7 (2)
=il 1+ , 9.2.13
P (Po ) > ( )
_ 7(po)
0y =—iApy )| 1+ ,
=it (i |1+ L
dimana i|py| = |wy| — frekuensi alami sistem konservatif dengan kekakuan (stiffness)
k) (w); w¢, wg — solusi persamaan
2 ’ _
—mag + ki (wy) =0 (9.2.14)
Atau
2 1, _
mp” + ki (py)=0 (9.2.15)
Akar-akar dari Py, dan P; — murni imajiner, dan juga memenuhi persamaan
pg =it (pg), po =-i2(p5)- 9:2.16)

Dengan memperhitungkan bahwa A(p) — merupakan fungsi genap dan 7(p) — merupakan
fungsi ganjil, maka diperoleh:

p=iA(pg) 1+@ _, (9.2.17)
Y
P =ik (py)|1- y(;“)

Beralih ke wg]|, kita akan memperoleh dua akar konjugat kompleks
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\Wo\‘}’(\ﬂ’oﬂﬂ

p=-— (9.2.18)
Wo| Y\ :
Zz_Mﬂ‘m{ﬂ_

Dengan demikian, ekspresi integran dalam (9.2.8) adalah fungsi bernilai banyak, yang memiliki
titik cabang p = 0, dan dua kutub yang terletak pada setengah bidang kiri. Integral (9.2.8) dapat
diperiksa pada lembar pertama permukaan Riemann (Riemannian) dengan penampang
(potongan) sepanjang sumbu semi negatif Rep < 0 sebagai

_;p

I@(p)e”’dp:lim J. J- J- (p)eldp. (9.2.19)

p—0

Di Sini ®(p) = [mp2 +k_(’)(p) + k_{)’(p)]_1 C, setengah lingkaran dengan jari-jari p yang
melingkari (membulatkan) ke kanan titik percabangan p = 0. Mari kita pilih kontur (loop),
seperti yang ditunjukkan pada Gambar 9.1.

Kita akan mempertimbangkan integral dalam lingkaran C,,. Penilaian yang ada:

_[ ePdp _[ m“’” <2mp'%max|-L . (9.2.20)
) mp? + kg (p)+ kg ( S(y S(p)|
p
Imp
iR
.Ull
ip \ @ Rep
1/
_ip
.Uz-
—iR S

Gambar 9.1 Kontur integrasi.
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Dimana,

S(p)=m|p* |+ & (p). 9.2.21)

Bagian kanan pertidaksamaan terakhir dengan p — 0 mendekati nol, oleh karena itu, bagian
kiri juga mendekati nol. Di sisi lain, ketika R — oo integral sepanjang busur Cr mendekati nol
karena lemma Jordan. Karena di dalam kontur, yang direpresentasikan dalam Gambar 9.1,
fungsi integral tidak memiliki titik singular, maka berikut ini adalah benar:

1
An?i .[ mp> + ki (p)+ -*IE(?(P)

o —ijoo

c+ise
e pt

Ws (E.n.1) = dp. (a>0) (9.2.22)

Untuk perhitungan integral (9.2.22), mengikuti karya mari kita buat kontur lain (Gambar 9.2).
Kita akan menyajikan integral (9.2.22) dalam bentuk:

a+iR 2
i i | e =Fee o) |
50 a—iR J=

+ l(igmz'zg)lz_ J+I+I+J ®(p)eltdp |

Rsoo 470
p—0

Imp

'\ L Rep

Gambar 9.2 Kontur integrasi.
Seperti yang telah ditunjukkan di atas, integral dalam lingkaran kecil dan besar cenderung

mendekati nol dengan p — 0 dan R — oo, masing-masing. Oleh karena itu, dapat disimpulkan
bahwa

274



Analisis Struktur Pondasi Elastis — Dr. Ir. Agus Wibowo, M.Kom, M.Si, MM

(9.2.24)

Dengan mempertimbangkan konjugasi fungsi nyata dari argumen terkonjugasi, kami akhirnya

menulis
Ws (E.1.6)=0"exp| - (lag|) 1 |cos (|wo|t - &)+ A(r), (9.2.25)
Di mana
_ — 2
Q= n —?ﬂ‘ﬂ)g‘ ¥ + Re LCD (‘Ul) + Re L(O (Pl )
2 dp dp
1
1.7 G 2 E
+| 2m|wy| + 1m di (p) , - dki(p1) ? (9.2.26)
dp dp
2m|@g| +Im L{(i!( 7) +1Im LCOJ(M)
¢ = tan-! d];f’ ”%” 9.2.27)
—Jn\a)g\]/+Re O(M)—FRS( 0(.5'1)
dp dp
Mari kita periksa lebih detail fungsi A(t). Karena
ko (re™) = ko (re'®), (9.2.28)
di mana * — menunjukkan nilai konjugat kompleks, dan asumsikan
ko (re”‘)— r®[a(r)+ib(r)],
dimana suatu fungsi a (r) — tidak menurun dan suatu a (0) # 0, kita peroleh
"y
(9.2.29)

1T b(r)e
2” bl. mr2=% 4 r)] +b2(r).

Menurut (9.2.29) A(t) merupakan fungsi waktu yang menurun secara monoton, dengan nilai
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awal

r h( r)dr
mr“ ““tal ):| +b%(7)

3

2712

‘:"—:8

yang mana perkiraan berikut dapat diperoleh:

_ bmax a{(}) ) 1_(:)1_(2—2) 1__05
A0 5 | |

Dengan mempertimbangkan sifat-sifat fungsi gamma, kita menemukan bahwa

N binax a(0) :sec o
A(U)“zn(z—a)zaz(o)[ } 4(

ataudengana K 1

b,...
A 0 — max .
(0) 8ma’’? (0)”?”2

Dengan demikian, sistem melakukan osilasi bebas dengan frekuensi w,| dan penurunan
logaritmik

8 (Jwo|) = my (j@ol). 9.2.30)

relatif terhadap posisi keseimbangan kuasi-statis, yang dijelaskan oleh fungsi A(t), dan
deformasi kecil akibat akibat yang sesuai. Dengan demikian, solusi tertutup diperoleh untuk
transformasi fungsi transien impuls Ws(&,n,t). Fungsi respons transien impuls pelat akan
ditentukan oleh rumus:

wg (x, .1) = Jl W 5 n, ;) i(Ex+my) dédn.

Lebih jauh, dimungkinkan untuk memperoleh solusi untuk masalah beban sembarang
q(x,y,t) dengan konvolusi. Selain itu, kami mempelajari perilaku sistem dinamis material,
yang karakteristiknya memiliki ketergantungan sembarang pada frekuensi siklus deformasi.
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9.3  FUNGSI GREEN DARI SISTEM GESEKAN INTERNAL DENGAN PEREDAMAN

Mari kita periksa fungsi Green untuk sistem dinamis satu dimensi dengan peredaman,
yang dijelaskan oleh berbagai model gesekan internal yang tidak bergantung pada frekuensi
dan bergantung pada frekuensi. Fungsi Green dalam kasus osilasi tetap harmonik dari masalah
dinamis berdasarkan analogi elasto-viskos dapat diekspresikan melalui fungsi Green dari
masalah statis yang sesuai dengan penggantian karakteristik elastis dengan modul kompleks.
Untuk masalah nonstasioner, konstruksi fungsi Green dapat diwujudkan (dilaksanakan)
berdasarkan penerapan transformasi integral dalam koordinat spasial dan mereduksi
persamaan gerak menjadi persamaan diferensial biasa terhadap waktu, mirip dengan
persamaan gerak sistem disipatif dengan satu derajat kebebasan.

Untuk menyelesaikan sistem dengan redaman linier sembarang, perhatian utama akan
diberikan pada gesekan internal yang tidak bergantung pada frekuensi, sebagai yang paling
relevan dengan sifat riil struktur bangunan tradisional. Karena berkaitan dengan buku ini yang
menjelaskan masalah untuk menghitung struktur pada pondasi elastis, model-model ini
menarik bagi kita untuk menggambarkan sifat disipatif struktur itu sendiri, sementara deskripsi
sifat disipatif secara umum, seperti yang disebutkan di atas, diberikan lebih memadai dengan
model yang bergantung pada frekuensi.

Dalam dinamika dan ketahanan seismik struktur, metode yang terkenal digunakan
untuk menggambarkan gesekan internal. Metode ini didasarkan pada pengenalan ke dalam
persamaan gerak diferensial, dibagi dalam koordinat umum, dari suku-suku disipatif (anggota)
dengan koefisien yang memastikan independensi frekuensi dari penurunan osilasi untuk setiap
mode osilasi. Dalam karya, model linier gesekan internal dibangun yang salah satunya,
dijelaskan oleh operator integral dengan kernel Abel, memastikan independensi frekuensi
yang ketat dari penurunan osilasi dan koefisien kerugian.

Yang lainnya didasarkan pada pengenalan operator fraksional gaya elastis dan inersia
dan mengarah pada hasil yang sama persis dengan teknik buatan yang disebutkan di atas.
Model terakhir, yang dinamakan model resistansi elasto-viskos yang tidak bergantung pada
frekuensi, memiliki dalam kondisi tertentu (koefisien dengan suku disipatif bergantung pada
sifat inersia dan elastis sistem), kesederhanaan yang cukup, dan kemudahan untuk
memecahkan masalah praktis dan memungkinkan untuk memperhitungkan kehilangan energi
yang tidak bergantung pada frekuensi secara ketat pada tingkat persamaan gerak awal.

Pertama mari kita periksa masalah gelombang satu dimensi stasioner berdasarkan
contoh osilasi longitudinal dari batang isotropik seragam tak terbatas, di bagian tengahnya
bekerja beban harmonik tunggal. Atau, kita akan mempertimbangkan masalah berdasarkan
contoh osilasi lateral dari sebuah tali. Persamaan osilasi kita tulis dalam bentuk

y i 2 2
—(ic)’ _[R(: ) L8 e rydr - Y () + L (1) = plE (x) e
dx" ox ot

—o

(9.3.1)
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Dengan kondisi batas:

lim u(x,t)=0. 9.3.2)

X|—seo

Di sinic — kecepatan perambatan gelombang, sama pada osilasi lateral dari talike c = VSm~1
dan pada osilasi longitudinal suatu batang ¢ = \/Ey/p di mana S, m — tegangan tali dan
massa liniernya, E,,p — modulus elastisitas batang dan kepadatannya; R (t) — kernel
relaksasi. Persamaan (9.3.1) juga menggambarkan perambatan gelombang bidang dalam
media elastis isotropik; dalam hal ini ¢ = W untuk gelombang transversal, dan ¢ =

V(A + 2u)p~1 untuk gelombang ekspansi, di mana A, u — parameter Lamé.
Model dasar medium berikut diperiksa: (a) model linier umum (umum); (b) model

elastis-viskos Voight; dan (c) model resistansi elasto-viskos yang tidak bergantung pada
frekuensi. Untuk model-model ini masing-masing kita memiliki:

a. n=2;
b. n=2; R(t—-1)=88"(t—7) E;';

c. n=1R(t—71)=95"(t—71),
di mana y — koefisien kerugian; € — koefisien redaman (faktor) menurut Voight. Mari kita
lanjutkan di sisi kiri dan kanan persamaan (9.3.1) ke transformasi Fourier untuk koordinat dan
kita akan memperhitungkan (9.3.2)

" ! , 820' eiwr
—(ic)" (=€) J.R(t ~ 1)U (&0)dr + S (Er) + % (61) = ors
(9.3.3)
Di sini U (&, 1) transformasi perpindahan
U(é1)= 1 J.u(x,r)e_ié"'dx
V2
Kita akan mencari solusi persamaan (9.3.3) dalam bentuk
U(E,1)= 4 (€)oo, 9.3.4)

Substitusikan (9.3.4) ke (9.3.3) dan ganti variabelnya t — 7 = z di dalam integran, kita
memperoleh
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b Y] PRy . e—ftp(.’:]
A (&) 07 + & +(=ic)" (-i&)" (R~ iR,) | = e
Di mana
R.(w)= .R(z)cosa):d:,
0
Ri(w)= .R(:)sina)zdz.
0
Dari sini
| N ;. -1/2
Ao(fﬁw[[HRc— 762) +R?}
4 go(é):lan_l R ,(n=2) (9.3.5)
[1+R,_ %J
Dan
—1/2
40(O)= (R +0? - C8) + g R
) - R - (n=1) (9.3.6)
(céR(. +? - czéz)

Untuk model yang disebutkan di atas, kita memiliki:

20

=0, R, =—
RC ] ¥ EO:

Karena itu,
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| > ’ e2w? o
= 1= ,
4y (&) for pcle [ 2 2} E2
_ -1 EW
go(é)_la'n g)z »
Ey| — -1
O(c-chz }

Dan

_ o1 yocg
9(&)=tan T
Dengan demikian
u(x,1)= Ji—n [0 (&)elereteedae 937)

Amplitudo perpindahan

z?(.»:,@:ﬁ (B2 +B?),
T

B, = .[AO (&)coséxcoso(&)dé,

0

[==]

B, = [ (&)singxsing(&)dg

0

Ketika memecahkan masalah batas nonstasioner, perlu untuk menentukan fungsi Green
nonstasioner — penyelesaian masalah osilasi bebas suatu sistem di bawah pengaruh impuls

sesaat.
Dalam kasus ini, persamaan gerak (9.3.3) yang ditransformasikan oleh Fourier berbentuk:

i [Ro-aisaiescguens Ten= T 05
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Untuk menyelesaikan (9.3.8), kita dapat menggunakan metode standar teori viskoelastisitas,
khususnya transformasi Laplace. Namun, kita dapat menggunakan hasil untuk model linier
arbitrer, yang diperoleh dalam paragraf ini, dengan mempertimbangkan bahwa solusi
persamaan (9.3.8) dan (9.3.3) dihubungkan oleh transformasi Fourier dengan cara yang sama
seperti fungsi transfer dihubungkan dengan fungsi impuls transien (rumus 9.2.7). Mari kita
tuliskan fungsi transfer sistem, yang dijelaskan oleh persamaan (9.3.3) dengan nilai tetap dari
parameter &

) 1
VI [ngz —0? +(=c§)" (R - ‘-R“‘):I-

Dengan analogi dengan (9.2.7) (dengan akurasi hingga pengali \/% ) kita dapat menerima

@ (.8)

(9.3.9)

bahwa:
m=p

K (@)= pP& +(-1)" pe&"RY (). K (@)= (-1)"*! pe"&"R, (@).

Sekarang solusi persamaan (9.3.8), yang dianggap sebagai fungsi impuls transien dari sistem
yang sama, dapat ditulis sebagai (9.2.25). Solusi umum dari masalah ini diperoleh dengan
transformasi Fourier invers:

u(x,t)=

vl {Q" (@exp| 2Ll oo - (4] (2
= (9.3.10)

di mana Q(¢§),e(¢), dan A(¢,t) masing-masing ditentukan oleh rumus (9.2.26, 9.2.27), dan
(9.2.29), dengan nilai parameter @ yang tetap.

Untuk model dasar (model Voight dan resistansi elasto-viskos yang tidak bergantung
pada frekuensi), konstruksi fungsi Green yang tidak stasioner dapat dengan mudah diwujudkan
dari pemeriksaan persamaan gerak dalam bentuk diferensial. Secara khusus, persamaan
diferensial osilasi longitudinal batang, dengan memperhitungkan resistansi elasto-viskos yang
tidak bergantung pada frekuensi, dapat ditulis dalam bentuk:

EoLu(x,t)+yEop LN? it(x,t)+ pii(x.1)=8(x)8(2), (|x](ee, £)0).
(9.3.11)

2

. d . . . .
Dimana L = —ﬁadalah operator gaya elastis. Kita akan mencari solusi persamaan (9.3.11),
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yang mendekati nol pada tak terhingga, bersama dengan turunan pertama koordinat spasial.
Mari kita terima kondisi awal sebagai nol. Untuk menginterpretasikan operator L/? kita akan
menganggap bahwa domain definisi operator adalah seluruh sumbu nyata (material). Oleh
karena itu,

sehingga persamaan (9.3.11) berbentuk

—Eou” iy Egp t' + pii=6(x)6(1), (9.3.12)

di mana bilangan prima menunjukkan diferensiasi terhadap, dan tanda sebelum suku disipatif
dipilih sebagai lawan dari tanda parameter spektral. Untuk menyelesaikan persamaan (9.3.12)
kita akan menggunakan transformasi Fourier. Dengan memindahkan (9.3.12) ke transformasi
Fourier, kita memperoleh:

(1

N

E E2U + Y|E|JEop U+ pU =

3]
=)

Di mana

U(&.1)= ﬁ ju(x,;)ef@-"dx. (9.3.14)

Solusi persamaan (9.3.14) pada kondisi awal nol berbentuk:

: sin pi&t yeléls
Ul t)=—"2— -, 93.15
(1) V21 ppié exp[ 2 } ( }

Di mana

o =cyfl-p2/4. (9.3.16)

Dengan mengkonversi (9.3.15) menurut Fourier, kita akan menemukan

&l
o cos&xsin p&t exp {%J
u(x,1)=

WY S

dé. (9.3.17)

Integral (9.3.17) dihitung;
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22,2
n{xz—pfr‘7‘+}{ i <0]
e
u(x,t)= 5 tan~! rem 555 + -
LTP Py 2 2,2 YTt R q 2,22
Xt =pitt + 4 O(x‘—plzr‘+y;r 20)
(9.3.18)
2 2
Dengan mengasumsikan bahwav; = |1 — V? v, = |y /1 - y? solusi (9.3.18) mengarah ke

bentuk

u(x,t)=

(_232,‘}2
2rpp; {tan_] xj—-,% +n[1-H (d-ev )]}, (9.3.19)

di mana H (|x| — ctv;) — fungsi langkah satuan Heaviside. Turunan pertama dari
perpindahan, yang menentukan tegangan dengan osilasi longitudinal batang atau sudut rotasi
bagian tali, akan menjadi:

ou | (x2 - 2Av2)

—(x,1)=
2mppr | (x2 = c?PvE )+ etV

dx ~n8(]x —erv) | (93.20)

Pada bagian akhir bagian ini, mari kita telaah masalah konstruksi fungsi Green untuk masalah
nonstasioner dengan osilasi melintang batang dan pelat, dengan mempertimbangkan
resistansi elastis-viskos yang tidak bergantung pada frekuensi. Persamaan diferensial osilasi
batang dapat ditulis dalam bentuk berikut:

ERY —yJEIm " + my = 8(x)8(¢), (|5 (e, £)0) (9.3.21)

Dengan asumsi bahwa dengan x| — oo, perpindahan batang y(x, t) dan turunannya terhadap
koordinat mendekati nol, dan dengan menggunakan transformasi Fourier pada x, dalam
(9.3.21), kita memperoleh

o (1)

m~2m

Y (&) +ypEY (&) + p*EtY (&1) = (9.3.22)

Di mana
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1
)= T

p=n EIm™.

Solusi persamaan (9.3.22) dengan kondisi awal nol mengambil bentuk (dengan akurasi orde
rendah [orde kedual])

I} X,1) ()'?‘dr

1 sinpé*t y pE2t
Y(&E.1)= . S 9.3.23
(éf) 2T mpﬁz exp( 2 ] ( )

Dengan mengkonversi (9.3.23), kita menemukan perpindahan di bawah pengaruh impuls
sesaat

2
w cos Exsin pE2t exp{—%]
dé. (9.3.24)

WX, t)=
y(x,1) ) 2

Sebagai hasil dari (9.3.24) untuk fungsi Green, kita memiliki ekspresi

2

= cos & (x —x)sin p&? (f—?‘]]exp[—w}
Glx—x.1-1)= .

)
mMpmn =
P 3

Pada bagian awal x = 0, perpindahannya adalah

2
w SinpE2t exp(— Yp;‘é }
dg

y(0.1)=

a
TP -
P ¢

Mari kita beralih ke variabel integrasi baru z = P&?t, kita memperoleh

00—_

J‘ 2 sinz ;
d-z.
7nm\/—

»(0,1)

Integral terakhir dihitung
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1+ |
4 (1. 42
»(0,f) =——F+=—sin S tan™ — .

myJnp

Untuk konstruksi nyata y < 0.1 maka dengan mengabaikan y? dalam perbandingannya
dengan satuan (“1”) dan dengan melakukan konversi sederhana, kita akan memperoleh

Seperti yang dapat kita lihat, pengaruh gesekan internal dalam kasus osilasi bebas balok tak
terbatas agak mengurangi perpindahan, meskipun peningkatan totalnya, yang terkait dengan
tidak adanya tautan pendukung, terjadi dengan baik tanpa memperhitungkan redaman dan
proporsional dengan +/t.

Fungsi Green dari masalah nonstasioner dengan osilasi lateral pelat elastis dengan
resistansi elasto-viskos yang tidak bergantung pada frekuensi ditentukan dari persamaan:

DV2V2w(x, y.t)+yDm V3 (x, v, 1)+ miv (x, y,t) 9.3.25)
= 5()3(1)8(). (X [y (==, 1)0)

Dengan mengasumsikan seperti yang kita lakukan di atas bahwa pada tak terhingga
perpindahan pelat dan turunannya menghilang dan melakukan transformasi Fourier ganda
dalam (9.3.25), kita memperoleh persamaan yang mirip dengan (9.3.22)

2 2 ERNT Y 2 2.2 o
W(Emt) - P& W (&m0 + P&+ PP (6 t) = 5,

1y
(9.3.26)

Di mana

o

W (&.n.t)= ﬁj j w (X,}",f)(fj{éﬁm), p=NDm™".

—oa

Dengan akurasi hingga ke urutan kedua yang kecil
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1 osinp(E 0’y ypE+nt
W(é,n,f)—g- (& + 1) CXp[—f]. (9.3.27)

Dengan mengkonversi (9.3.27), kita memperoleh

}fp{§2 +112 )i

[ (é +n )t [ 2 ]
p— J.J.cosﬁxcosm E+m) d& dn.

u-‘(;c,y,f) =

(9.3.28)

Fungsi Green, yang merupakan fungsi argumen selisih x —x;,y —y;,t — t;, dapat
direpresentasikan dalam bentuk

G(\'—‘-’h y=y.t-t)
J.J.LOS(S x—xi)cosn(y—) ')chxp{—w]dﬁjdr}

(&2 +n?) 2

.an't

Perhitungan lebih lanjut dari fungsi Green dapat dilakukan dengan dekomposisi kosinus dalam
deret eksponensial. Jadi, dalam kasus perhitungan dinamis struktur pada pondasi elastis, hasil
dari paragraf ini memungkinkan untuk memperhitungkan ketergantungan parameter
kekakuan (rigiditas) dan redaman pada frekuensi baik untuk struktur maupun untuk alas.

Ketergantungan ini tercermin dalam konstruksi fungsi Green yang sesuai, secara
terpisah untuk struktur dan alas, atau untuk fungsi Green umum dari seluruh sistem: "struktur
— alas/fondasi." Merangkum fitur khusus dari solusi masalah dinamis dengan metode
persamaan batas, kami sampai pada kesimpulan berikut:

Sebuah metode baru untuk analisis realisasi fisik sistem dinamis, berdasarkan
perhitungan konversi (transformasi, transformasi) Hilbert dari karakteristik frekuensi riil dan
imajiner melalui transformasi Fourier mereka diusulkan. Metode ini diilustrasikan berdasarkan
contoh dasar elastis-viskos, yang memiliki gesekan internal, yang dijelaskan oleh model Voigt
dan E.S. Sorokin.

Solusi untuk masalah dinamis untuk dasar dengan karakteristik elastis-viskos yang
bergantung pada frekuensi diperoleh untuk pertama kalinya. Berdasarkan contoh konstruksi
fungsi Green untuk pelat, yang terletak pada dasar elastis-viskos tipe Winklerian, peluang
untuk memperoleh solusi dekat dari persamaan osilasi untuk koordinat umum dalam domain
waktu ditunjukkan, jika parameter kekakuan kompleks dasar yang ditentukan secara
eksperimental diketahui.

Kami memperoleh ekspresi tertutup untuk fungsi Green untuk sejumlah masalah
dinamis satu dimensi dan dua dimensi dengan mempertimbangkan gesekan internal yang
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sering-independen.

9.4 KONSTRUKSI FUNGSI GREEN DALAM SETENGAH BIDANG ELASTO-VISKUS

Konstruksi fungsi Green merupakan tahap terpenting saat memecahkan masalah nilai
batas menggunakan metode persamaan integral batas. Persamaan batas dibangun atas dasar
Fungsi Green. Biasanya fungsi Green digunakan untuk domain tak terbatas, karena bentuknya
paling sederhana dan dapat diperoleh dalam bentuk tertutup.

Namun, selama penyelesaian banyak masalah terapan, penggunaan fungsi Green
untuk domain tak terbatas dapat menyebabkan operasi yang berlebihan. Secara khusus, untuk
masalah dinamika struktur dan teori ketahanan seismik, perlu untuk memeriksa ruang
terbatas, yang merupakan bagian dari atau tambahan pada setengah ruang (setengah bidang).
Oleh karena itu, fungsi Green lebih efektif dalam kasus domain semi-tak terbatas, yang
membebaskan kita dari kebutuhan untuk memecahkan persamaan integral tambahan pada
batas setengah ruang (setengah bidang).

Dalam paragraf ini, kami menawarkan solusi untuk masalah osilasi tetap dari setengah
bidang elastis-viskos isotropik homogen. Osilasi ini disebabkan oleh aksi gaya terkonsentrasi
yang berorientasi sewenang-wenang, berubah seiring waktu sesuai dengan hukum harmonik
(Tseitlin, Atadzhanov, dan Sarkisian).

Masalah serupa untuk setengah ruang elastis dan setengah bidang elastis telah diteliti
dalam karya Case, Hazeltine, llichev, Schechter, dan Petrosian. Diasumsikan bahwa material
medium memiliki gesekan internal, yang dijelaskan oleh model redaman relatif dan
independen frekuensi oleh Tseitlin. Dalam kasus ini, modul kompleks berbentuk:

E(CU)Z E]

w|‘x[cos%+fsin ) sin%), 9.4.1)

dan rasio Poisson dianggap nyata dan tidak bergantung pada frekuensi osilasi harmonic w. Di
sini E; = E (1); a = 2n~Ytan™!y;y — ;faktor kerugian (koefisien kerugian). Model ini
memberikan ketergantungan frekuensi ideal dari kehilangan energi pada seluruh sumbu
frekuensi yang memungkinkan untuk menyelidiki proses dinamis apa pun; namun, ini
mengecualikan pertimbangan beban statis sebagai hasil dari creep tak terbatas dengan w =
0. Mari kita periksa setengah bidang x, > 0, Gambar 9.3, dalam koordinat Cartesian x =
(x1,x3) Asumsikan bahwa pada titik tertentu dari setengah bidang a (a;,a,) gaya
terkonsentrasi satuan, yang berubah terhadap waktu sesuai dengan frekuensi harmonik
rendah diterapkan.
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L5

i
iy

X3z

Gambar 9.3 Setengah bidang dalam koordinat Cartesian.

Penyelesaian masalah osilasi tetap setengah bidang di bawah aksi beban ini, setelah waktu
dihilangkan, dijelaskan oleh fungsi matriks Green g = [gij],di mana g;; (L,j = 1,2) —
perpindahan sepanjang koordinat ke—i dari aksi gaya satuan, yang diarahkan sepanjang
koordinat ke—j. Fungsi Green memenuhi persamaan:

Vig(x;a)+ pw’g(x;a)+8(x;a)=0, (9.4.2)

di mana V*= [V;;] adalah operator diferensial matriks

. d :
Vij = 1o,V +(i+ﬂ)mi (i=1,2),
82 [’_}2

%

Bxf a.\'_;?
8;; delta Kronecker; & (x; @) — fungsi delta Dirac dua dimensi, terkonsentrasi pada titik a

O(x—a1)d(x2—a) 0

S(x;a)= 0 S(x1—a)é(x2 —ar)

p — kerapatan material setengah bidang; A — Konstanta Lame.

Lo - E
(1+o)(1-20) " " 2(1+0)

Sebagai hasil dari (9.4.1), kami mengasumsikan:
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A=A (E'+iE”), u=pu (E +iE")

Di mana
* ag £ 1
“(+o0)(1-20)° TP
E' (@)= E||o/* cos%, E" (@)= E|o/* sinwsin%.

Batas setengah bidang bebas dari tekanan, dan memiliki kondisi batas sebagai berikut:
T,2(x1+0,a)=0(n=0,n=1) (9.4.3)

dimanaT, = [Tm-j] operator diferensial matriks tegangan dengan elemen:

d d d
I_,‘ln;j = ;LH:' E + JH”}. a—r{ + JU.3” aq
2
i = 1 a .
on &= Jx;’

1

n — arah normal internal dengan kosinus pengarahn ; dann ,. Dengann; = 0dan n, = 1,
kita peroleh:

J\ll

d J J
T = A8y —— + pt| 6y - +8, == |. 9.4.4
ny Al a Ju( Al a\} 1y a_‘(z J ( }

Lebih jauh, kita berasumsi bahwa sebagai akibat dari gesekan internal, komponen vektor
tensor perpindahan dan tegangan menjadi nol pada tak terhingga. Mari kita perpanjang
g (x, a) ke dalam domain yang diperluas (2. Sebagai domain yang diperluas, kita ambil seluruh
bidang. Sekarang mari kita terapkan transformasi delta pada persamaan (9.4.2), dengan
mengalikan di sisi kiri dengan fungsi delta dua dimensi § (x, x*), yang terkonsentrasi pada titik
x*(x1, x3) dan mengintegrasikannya ke seluruh domain Q. Dengan menggunakan fungsi Green
dalam domain kontinuitas, yaitu, di kedua setengah bidan x, > 0 dan x, < 0, dengan
mempertimbangkan sifat-sifat fungsi delta, kita akan memperoleh:
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V*g(x*;a)+pw2g(x*:a)+ ﬁ(x*;a)

= '..I:ﬁ(xg,x*),ﬁTng(_‘(g,ﬂ)—[Tnﬁ(xﬁ,x*)]T Ag(xo,a)}dxh (9.4.5)

di mana x, € I' titik pada batas setengah bidang; x*€ ; dan A — menunjukkan perbedaan
nilai fungsi vektor yang bersesuaian pada batas dalam I't dan luar ' setengah bidang. Untuk
menyelesaikan persamaan (9.4.5) kita menggunakan fungsi Green yang diketahui untuk
seluruh bidang G(x*,x), yang memenuhi ersamaan (9.4.2), dengan —oo < x,x* < oo .
Kemudian dari (9.4.5), kita peroleh:

g(x*,a) = G(x*,a)— j [G(_\’*,_\’O )ATng(_ro,a)—[TnG(xO, x )T Ag(xo,a)]dx]
- (9.4.6)

Dengan demikian, kami menyajikan fungsi g (x,a) di seluruh bidang. Seperti yang
disebutkan di atas, ada berbagai cara untuk memilih lompatan fungsi yang tidak diketahui
pada batas setengah bidang. Mari kita pilih opsi berikut: Kasus ini sesuai dengan perpanjangan
fungsi g (x,a)oleh Ag (xo;a) +# 0;AT, g (xg,a) # 0. nol ke dalam domain vyang
diperluas €. Dengan asumsi bahwa batas luar setengah bidang I' ™ tetap tidak terbentuk, kami
memperoleh hubungan:

g(xg,a]:Tng(xg,a):(), (xg EF_), (9.4.7)

Akibatnya,

Ag(xp.a) = g(xo;a), AT, g (x,a)=T,g(xo.a), (xo € T*).

Maka (9.4.6) akan berbentuk:

g(x*,a) = G(x*,a)— ]i {G(x*,xg)T,,g(.‘(g,a]—[T,,G(xg, x*)]T g(xg,a)}dxl

(9.4.8)

Menggunakan sifat-sifat fungsi Green yang diketahui untuk sebuah bidang:

G(x,x*): G'(x*,x),

T,,G(x,x* ) = —T,,G(x*,x),
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serta memperkenalkan sebutan

G, (x,x*) = —I:T,,G (x*,x):lT (9.4.9)

dan menggunakan kondisi batas (9.4.3), kita memperoleh:

Eg(xa,a) = G(xa,a)— J. G, (xg,xo)g(xg,a)dxl. (9.4.10)

Di sini integral di sisi kanan dipahami sebagai yang memiliki nilai utama. Untuk menyelesaikan

integral yang diperoleh dalam persamaan (9.4.10), mari kita terapkan transformasi Fourier ke
kedua bagian pada koordinat x;

%E(élaoiﬂ) = (_;(61102 a)- '.. J. G, (xa,xn)g(xa,a)e’f]"r dxq dxy. (9.4.11)

di mana fitur menunjukkan transformasi Fourier pada koordinat x;,misalnya
= o * ISP
2(&.0;a)= | g(xp.a)e’~" dx;.

Karena G4 (xo%o) adalah fungsi selisih argumen xg — x, integral dual pada ruas kanan (9.4.11)
dapat disajikan dalam bentuk

I J.Gq (xa,xg)g(xa,a)ce"gm dxi dxi = (-;q (él)g(él,ﬂ;a], (9.4.12)
Di mana
G, (&)= j G, (R)e“1RdR, (9.4.13)

(R=xr —_\'1].

Dengan demikian, dari (9.4.10) kita akan memperoleh:
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|5 £+6, () [g@.0:0)-G(a.0:0)

(9.4.14)
di mana E — matriks satuan. Menetapkan A sebagai matriks
A:BEH";q (5,)], (9.4.15)
dari (9.4.14) kita menemukan
2(£.0;a) = A7'G(&,0;a). (9.4.16)

Menggunakan fungsi Green G untuk bidang dan, yang dihasilkan oleh tensor tegangan G

q
dalam (9.4.15) dan (9.4.16), menghasilkan perhitungan yang rumit. Dengan melakukan hal
berikut, kita dapat mengatasi kesulitan ini. Kita memiliki

L (A
G (&, —,J— jG &, &y a) e 2 gt (9.4.17

1 = e X
ACRSE P IG(; (61,82 ) e752"2d,,

i

di mana G, G, adalah transformasi dual Fourier dari G dan Gq. Untuk menentukan 5 kita akan
menggunakan rumus (6.4.9). Dengan mempertimbangkan bahwa G, (x*, x)

= —Gq4(x,x")
dan dengan menerapkan transformasi Fourier pada kedua bagiannya, kita memperoleh

éﬁ (&1.62)= J. J.[TnG{I*,I]T ej.(g] 1 +§2X2) dxi dx>

(9.4.18)
Elemen-elemen matriks 5q adalah:
: 3 P 3 d
G]zj‘j}tﬁ—*+5 9 8, =
I: q ik [ 2k a_\'m ,u{ 2m I L km 5% a,\a ]:|
XG”-,,J,- (x*ﬂx)ef(gl.\’l +o2x2 )dj\;;éb('; 9.4.19)

292



Analisis Struktur Pondasi Elastis — Dr. Ir. Agus Wibowo, M.Kom, M.Si, MM.

Dengan mengintegrasikan ruas kanan persamaan (9.4.19) dengan bagian-bagian, kita
memperoleh:

I:C:;q ]jk =i [152:{":;” + ,ué.’(gbn + “625!(;1: ] Emj (‘:l ’ 52) (9420)

Mari kita tentukan G=mj menggunakan persamaan Lame yang dinamis. Biarkan beban unit
bekerja pada arah horizontal (pada x71). Persamaan Lame dalam bentuk yang diperluas diambil

dalam bentuk:
2 2 2 2
(o) SR+ LB TG0, O
x| dx) dx; dx, 0,

(9.4.21)
+5(x]* —xl)5(x2* —xz]+pa)26“ =0,

2 2 2 2
(A+ ) a(E‘+ o G +u-a(21+8(21-+pw%31=0
dx, dx] 0x7 0x, dx,”

Menerapkan transformasi Fourier pada koordinat x;) ke persamaan (9.4.21) dan setelah
sebelumnya menetapkan x; — x; = Ry, x; — X, = R, kita akan memperoleh:

Dimana

Gr';' (él ’ g.'»l) = J‘ J‘G{'j (Rl-' R2 )(’.itglRl +62kRy) d.Rl ﬁfRz

Pengali e!(1xDei(§2x2)  galam (9.4.22) dihilangkan demi kesederhanaan. Dengan
menggunakan sebutan berikut:

2 Pfﬂz 2 _ sz
(A+20)" "
2 2
;%+E%—1=a“; (9.4.23)
¢ T
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1 1
(k—z = ?}5152 =ap = @)
¢ T

& &
==+ 5 —1=a;
sz k;z 22

dari (9.4.22) kita akan memperoleh sistem persamaan aljabar berikut:

z = 1
a IG] { + alzG‘z] = —pwz (9424}

ay Gy +axGy =0

Oleh karena itu kita dengan mudah menemukan:

= 1 ( tirr ] l ( 512 er —512)
G=—75 =5l =2_2t =
po-\ anay —dpay ) po©\ 6y —k;

& — ki
= 1 @) _ 1 SIS IS
B pa’ \anazn —apay ) po*\E* -k -k )

Di mana
2 2 2
o =& +&5.

Di bawah aksi beban satuan vertikal sepanjang sumbu x*, dengan melakukan hal yang sama,
kita memperoleh:

3

G 1 ‘::E kf?_égz
R N e

ool & &&
12 = 2| 22 2 2 42
pw é _kﬂ é _i‘.f

Dengan demikian, rumus untuk suku umum, dengan memperhitungkan faktor pengali yang
dihilangkan, berbentuk

= e;’[é].\’1+§2.\‘2) ‘Smgj Sri:jkfz - émé}
Gy (&,6:x)= -+ : 94.25
ij (51 a:x) P’ [«’,‘2 K2 £ K2 ( )

Mengganti (9.4.20) ke dalam (9.4.17) dan mempertimbangkan (9.4.25) dan hubungannya

294



Analisis Struktur Pondasi Elastis — Dr. Ir. Agus Wibowo, M.Kom, M.Si, MM.

G, (&.x3 ) = 754G, (&,3), (9.4.26)

kita memperoleh:

- [ EnE ¢
2m.06925q:k(§1~-\’2)—j[ﬁ5z.f.:2§2 I_ ik25zf\m

—C0

M?,kz éméi . 21856 ;& N US, ik 25; 7’#525 éf\
62 —1\2 62 kZ 62 62

kibi&; »
“;7@%’3]3—@2-\2 dé, (j. k=1,2)
S™—ki

(9.4.27)

Setelah menghitung integral mari kita temukan:

2nipw? I:éqr (!,‘1,,\;; )l_k = A&{ 6y, [(5\;‘ - 675 )fn + 52;12]
+ Abyy [(5\;‘ =826 )13 + 52\;'14] + Ak; oy [(@j — 87,6 ) Ty, + 52_;'1'1:]

+2u [(5,{— - 63&,) (‘f; - 52,;52)12 + (5\;‘ -6,,;5 )52kf§ + (& = 8l )52\;'13

+ 521\—52,;14]+ pk? [52_; (Ek = 62182 ) Tos + 8262411y + By 1 ]

(9.4.28)
Di mana
T ’* .*
10(’ = e_-R(’-\z 1 IO:’ = E_er-\z »
R,
Iy = Toe — Loy
I, = —ine ReX2 [ = —ine B2
%
L=h,-1;= (6 Rk _ &"‘2)1
I3, = -nRe B2 [ = —qRe Re¥2 (9.4.29)

Iy= Iy —Iy = (R;e‘“f*’?—’ ~ Ry Rerd ]
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Y *
14‘_, = iT[Rf_'?'(f_foz , I4I = I'T[REG—R;.\Q .
s 9 Iy
Iy=1l4 — 1y = irt(Rf.e_Rt’-‘E - R{e‘RI-‘Q )5

Ro=y&-kI R'=\&-k x3>0.

Mencapai transisi terbatas ke x; — 40 kita akan mendapatkan nilai batas dari Gq (é1,x3)

2rr£pm2(7q,-;\. (él ,+0) = (;‘L + 2}1)53;\ (51 - 62;'62 ) IL?
+ 287621 (&)= 02,82 )15, + Ak 02k (&~ 82,62 ) 1,
+2u8s ; (& — 621 & ) I3 + ik [52; (& = G2x82) I, + ‘iﬁ"ﬂ] (94.30)

Di mana

10 =10 =—im; I? =n(R, - R,)

Mempertimbangkan hubungan antara batas dan nilai singular langsung dari integral tensor
tegangan G, (Kupradze)

. . 1
Gy (&) =Gy (&.+0)+ SE. (9.4.31)

Setelah perhitungan sederhana dari (9.4.30), kita akan menemukan:

[Gq (51)]}1, = %[52;1— (‘5_;‘ - 6,6 )0(51 )+ 02 (& — 02182 ) B(& )] (9.4.32)

Di mana
2(R, — R, )R, + Kk}
a(&)=i ( 2}22 : (9.4.33)
2(R -R. )R+
.B(ézl):_f R,kfz .

Sekarang, menurut (9.4.15), kita memperoleh:
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1 é ol(&
A=1 1 (&) : (9.4.34)

21 & B(&) 1

Matriks resiprokal (invers) [A]~! berbentuk:

(4] = = Lo-h G . (94.35)

I=Ga(Q)BE)| -& a(@) 1

Di mana
Sekarang dari (9.4.8) dengan memperhitungkan (9.4.16) kita menentukan fungsi Green untuk
setengah bidang

g(x*, a) = G(x*, a) +B (x*, a), (9.4.36)
Di mana

B (x _—%j (&.53)[4]" G(&.0:a) T gE | (9.4.37)

Secara khusus, biarkan beban unit bekerja pada titik @ = (0, a,). Untuk kasus ini kita tuliskan
elemen G(&4,0;0,a,)

G ! —fed 52 —Rya
)= (o rne)

G2 (£.0:0,a2) = Gy (£1,0:0,a2) =~ zp’m ~(&e R —geRen), (9438)

1 élz —Ria —R.a
23((:1,005'*;] mez[_R{—E fz_ng Rean )

Dan unsur-unsur G, (&, x;) akan menjadi:
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- 2 . o 1 .
an(éhﬁ) = %(E‘Rl’-‘? — e Rex2 ) ——e R
!

2
- * i B # 1 RZ ~ ?‘*
Gq12 (élaxfl):% ﬁf_zﬁ‘ Rex2 _[E-F—kz;i }(3 Rex2 :|1
- T (9.4.39)
2R K ki
~ * ‘E?' _ * _ * 1 _ K4
Gy (§1=-Y3)= k_lz(‘? Rexy _ o=Ri22 ) ¢ Rex2
1
Mari kita perkenalkan sebutan-sebutan berikut:
G, (&%) (4" = ¢(&,x3), (9.4.40)
Dengan demikian, kita dapat mendefinisikan:
ek
g(,\'*, a;O,a2)= G(x*;{], az)—i JB(&,J’;;U,@)(’,’_@“ d&, (9.4.42)

di mana elemen matriks B(&,, x3; 0, a;) memiliki bentuk:

& { 2 2\ 2 RR: _gr(:3 I RS
By=—2 _ [25 - k) + 4 &,R] e e Rray g o~ R (g tar
V@, L2 ) RE ) S ;

* *
_2[2‘512 - k?)&,RI (E—R;.\ee—&,az + oRex R }

e R (-\"E +az) 4 C,—Re{.\'ﬁ +az) )

—L l 2_12 2 2
#2 = N (&) uki {2[(251 kE) +44 R"R’}

228 - )RR e 25 (257 47 |
(9.4.43)

_Eél 1 ] -3 2 a _ ‘* R * )
By = —{—[ 25 -kt +4£§"’R£,R].:|(g Ri(x2+a2) 4 p~Re(x2+a2)
N (&) uk? 12 (261 - &7) !

hy *
-2 (2‘:{2 - kﬁ )&EQ_RP-\Q o~ Riaz _ 2512 (2‘1:':{? _ ku )G—R,-.\-z o~ Rea }1

2 . .
By = 5—13{[(251‘? - }(;.)3 + 4612R£,R! :I(R!’_‘?e—&.(_\.z +az) +l€_Rf(_\2+ag}]

-2 (2512 - krz)ReR; (G_R"‘Q ¢ Rer | o=Rex2 p=Ria }]

Di mana

5
N (51 ) = 2(2512 - kf )“ — 4{;13RER, — Rayleigh function.
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Dengan mensubstitusikan a, = 0 ke dalam solusi yang diperoleh, kita memperoleh solusi
masalah Lamb tentang gaya harmonik yang bekerja pada setengah bidang dan diterapkan ke
batasnya

(=]

g(xf, x3:0,0)=G(x7, x3; 0,0)—% JB(J,‘I, :\-g;o,o}e—f'él-"f d&), (9.4.44)
Di mana
G (. x2:0,0)= 2i jé (&, »: o,o)e—"*?l-"T d&, (9.4.45)
T

Dengan mensubstitusikan (9.4.45) ke dalam (9.4.44), kita akan memperoleh:

oo

g (i, x3:0,0) = % J [G(é,, x3:0,0)= B(&, x3:0, 0)]e—"€"1-“f dE,. (9.4.46)

—

Secara khusus, jika gaya vertikal bekerja pada setengah bidang, maka

Menentukan unsur-unsur G;,(&;,x5; 0,0) dari (9.4.46) setelah transformasi sederhana mari
kita temukan:

[ . ] i T él [(2512 _k,fz](’-_Re"E —ZR,:R;_:(’-_R"'\; ]C_igl'\‘r dg

g12|x ;0)= _[ ;

] 2np 7 N (&) 1
(9.4.48)

Solusi (9.4.48) dan (9.4.49) persis bertepatan (persis sama dengan) dengan solusi masalah
Lamb.
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Gambar 9.4 (a) Grafik amplitudo osilasi permukaan setengah bidang di bawah aksi gaya
satuan. (b). Grafik amplitudo osilasi permukaan setengah bidang di bawah aksi gaya satuan.

Gambar 9.4 menunjukkan grafik amplitudo osilasi pada permukaan setengah bidang di
bawah aksi gaya satuan, yang terletak pada kedalaman 10 m (sepanjang sumbu koordinat
vertikal) dari permukaan tanah dan berubah seiring waktu sesuai dengan harmonik rendah.

Frekuensi sudut (lingkaran) perubahan gaya w = 40 radian/detik, modulus elastisitas
bahan setengah bidang, E = (1) = 20.000 kI'/cm?, koefisien kerugian (losses) y = 0.2
Perhitungan dilakukan sesuai dengan rumus yang diberikan di atas pada mainframe YeS -1080.

9.5 REALISASI NUMERIK DARI METODE ELEMEN BATAS

Di sini kita menguji realisasi numerik dari BEM langsung (DBEM), untuk memecahkan
masalah stasioner bidang dari teori elastisitas linier, dengan memperhitungkan gesekan
internal. Di bawah ini adalah solusi numerik dari masalah ini. Mari kita tuliskan persamaan
batas (4.2.23) dari DBEM untuk domain dengan batas halus sepotong-sepotong dalam bentuk
berikut:

yui(p)= _[G:;f (g—p o)tj(q)dr, - _[T::; (9-p; @)u;(q)dr,,

(i, j=1,2),
di mana y = 0.5, jika batasnya halus atau titik p terletak di bagian batas halus sepotong-

9.5.1)

sepotong; u;, t; komponen vektor kompleks perpindahan dan tegangan, masing-masing; dan
Gij, T;j diarahkan sepanjang x; adalah komponen vektor kompleks perpindahan dan tegangan
pada titik g sebagai akibat dari aksi beban satuan dalam arah x; pada titik p, yang masing-
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masing mewakili elemen matriks G dan G,. Integral kedua dipahami sebagai nilai utama.

Selanjutnya penjumlahan independen atas indeks bawah berulang diterima.
Pendekatan yang paling umum untuk menyelesaikan persamaan integral singular terdiri dari
mereduksinya menjadi sistem persamaan aljabar dan solusi numerik dari yang terakhir.
Dengan pendekatan ini, kita membagi batas menjadi N elemen sedemikian rupa sehingga
elemen yang terakhir tidak akan mengandung di dalam dirinya sendiri titik-titik ketidakhalusan
(kasar, kekasaran, tidak ada kehalusan) batas, dan analog diskrit persamaan (9.5.1) kita tulis
sebagai:

N
YU (p) = 2 '[GTJ,F (qm L (U]IJ,- (qm )drqm

m=1r,,

N
-2 J Ty (¢" ~ p: @)u; (g™ )dT jm.

m=lrm

(9.5.2)

di mana g™ titik elemen batas ke-m. Kami mengaproksimasi u;, dan t; dalam batas setiap
elemen batas menurut rumus interpolasi Lagrange jenis kedua (orde), dan mengasumsikan
bahwa elemen itu sendiri bervariasi secara linier antara simpulnya yang terbatas (secara
geometris).

1 2 TH 1 T Tim
u;(q")= Sn(m=DUG+(1=17 ) U + 0 (LU = No () U
1 2 7] 1 il m
ti(a")=3n(m-1 P +(1-m) PE+ 2n(1+n) P = No (1) P,
(9.5.3)

) 1 m 1 m n
Xy (TI}=§(1— X7 +E(1+ X7 = Mg (n) X,

di mana U]’Z}, P]’Z} perpindahan dan tegangan yang sesuai di simpul a ke arah ke- j dari elemen

ke-m; ij(n),Xj’Ekoordinat global dari titik internal sembarang dan ke-f simpul geometrik
elemen ke-m, berturut-turut; 1 dinormalisasi, yaitu diubah menjadi (ditransformasikan
menjadi) interval [-1, 1], koordinat lokal elemen. Arah sistem koordinat lokal bertepatan
dengan arah lintasan (bypass, untuk berputar) batas yang diberikan, yang menurutnya domain
yang dipertimbangkan pada bypass tetap berada di sebelah kiri setiap saat.

Simpul interpolasi (fungsional) dalam elemen dapat diposisikan secara sembarang;
namun, lebih bijaksana untuk memiliki simpul interpolasi di titik pusat dan titik tepi. Jumlah
total simpul ini adalah 2N. Mari kita asumsikan bahwa batas interval yang dipertimbangkan
halus. Maka jumlah nilai batas yang tidak diketahui dari perpindahan dan tegangan dalam
masalah yang dinyatakan dengan benar akan sama dengan 4N.

Kita akan mendapatkan jumlah persamaan yang sama jika di setiap elemen batas pada
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dua titik kita menyusun hubungan (9.5.2). Titik-titik ini, yaitu, titik-titik penerapan beban
eksternal satuan, juga dapat diposisikan secara sewenang-wenang dalam batas-batas suatu
elemen, tetapi untuk menghindari kompleksitas yang berlebihan dalam menghitung integral
singular, adalah bijaksana untuk tidak menggabungkan titik penerapan beban eksternal satuan
dengan simpul tepi. Kita tempatkan salah satunya di tengah bagian kiri elemen batas, yaitu di
titik dengan koordinat local n; = —0.5, dan kita gabungkan yang lain dengan simpul fungsional
pusat (n; = 0.0), kemudian kita sebut titik-titik utama penerapan pengaruh eksternal unit
atau titik-titik utama pengamatan. Jadi, untuk elemen batas ke-k, kita peroleh

USNa (nﬂ brﬁ J:r” m f'{ (?]B]JCU]Na (n]J’!}r (n)dn er

m=1]_]

= 2 JGi Lo ()= ¥ (0):0 ]V ()57 () i

m=1 |1

(6=1,2), (9.5.4)
4 d 1/2
)= SRR Sl xn) - )= S

di mana /™ adalah Jacobian dari transformasi elemen garis setelah pemindahan dari sistem
yang diberikan ke sistem koordinat lokal yang dinormalkan n; dan /™ panjang elemen batas m.
Selanjutnya, dengan menyusun persamaan yang serupa untuk semua elemen batas, kita akan
memperoleh sistem persamaan aljabar 4N, yang dalam format matriks kita tulis dalam bentuk:

N N
ZH?”U’” — ZGé.lan, (955)

m=1 m=]

Di mana
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m o_ m m o_ m km _ km:l
Ua = {“f‘"*’ };‘:LE o = {Pf“ },i:l.z »He" = [hmf i.j=12"

1
R = 0.5 (10)8y8+ ™ [Ty (4" ()1 (m0):0) N ()

1
gy =" [Gy g™ ()= p* (no):0 ] Nec ().
-1

Kompleksitas tambahan dapat muncul ketika batas tidak mulus, dalam kasus kita batas
tersebut memiliki sudut, di mana gaya permukaan ditentukan tidak secara jelas tetapi hanya
oleh nilai pembatasnya dari kiri ke kanan ke arah bypass Gambar 9.5. Dalam kasus ini, dengan
kondisi batas tertentu di titik sudut (misalnya, ketika hanya perpindahan yang ditetapkan)
dalam sistem (9.5.5), variabel tambahan yang tidak diketahui akan muncul sehingga tidak
mungkin untuk menyelesaikannya.

Metode yang terkenal untuk mengatasi kesulitan ini didasarkan pada pendekatan
perkiraan, yang terdiri dari dalam satu kasus distorsi geometri sudut dengan pembulatannya;
dalam kasus kedua dalam penyamaan buatan dari tegangan permukaan multinilai yang tidak
diketahui di sudut; dan dalam kasus ketiga ("konsep beberapa anggukan") dalam perhitungan
fungsi yang tidak diketahui hanya pada jarak tertentu dari titik sudut. Konsep terakhir, dengan
modifikasi, mengarah pada hasil yang paling akurat. Singularitas kerapatan persamaan integral
di sekitar titik sudut didekati dengan fungsi bobot singular yang diketahui. Derajat singularitas
fungsi bobot ditentukan berdasarkan nilai sudut interior di titik sudut ini.

Di bawah ini kami menyajikan pendekatan lain untuk memecahkan persamaan batas
untuk domain dengan titik sudut yang memungkinkan kita menghindari kesulitan ini. Inti dari
pendekatan ini terdiri dari yang berikut: tergantung pada kuantitas variabel tak dikenal
tambahan dari sistem (9.5.5), pada batas domain kami memilih sejumlah titik tambahan yang
sesuai dari penerapan beban eksternal unit (titk pengamatan tambahan), yang tidak
bertepatan dengan simpul sudut. Titik-titik ini tidak bertepatan dengan simpul sudut. Di setiap
titik ini, hubungan bentuk (9.5.4) dibangun, sehingga jumlah persamaan menjadi sama dengan
jumlah variabel tak dikenal.

Penempatan titik-titik penerapan beban eksternal unit tambahan di luar titik-titik sudut
membebaskan kita dari kesulitan-kesulitan yang tidak perlu saat menghitung komponen-
komponen pemutusan dan singular dari integral-integral tertentu. Pada saat yang sama,
eksperimen-eksperimen numerik menunjukkan bahwa untuk kondisionalitas sistem (9.5.5)
yang baik, titik-titik ini harus ditempatkan pada jarak 0,01— 0,05 dari panjang elemen dari titik
sudut. Ini cukup untuk independensi linier persamaan-persamaan bentuk (9.5.4), yang ditulis
pada titik-titik yang dipilih di kedua sisi sudut (sudut).
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Pz +1

nm+1/-

Gambar 9.5 Titik sudut.

Sekarang kesulitan utamanya adalah perhitungan elemen matriks G dan H*™, yaitu integral
berbentuk:

Jj = '[Gg Lg™ (m)~ p* (116):0 | Nee () . (9.5.6)

J. m k (nﬂ);m]N& (n}dn, (9.5.7)

Di mana

1
271,0&,

Gy g™ (n)- p* (me): 0 | =

—— (W& - xrir ) (9.5.8)

.'}1‘

Ti[q" (). p* (me):0 | = &' [ 4™ (m) - 1" (me): @ | i ()

:L (d—q’ lx)(:ﬁ” o +r n,) 2dﬂf}:i”ﬂ
2n|\ dr r dn dr " dn

_2 ( =2r;r; ar]+ i— (a’_‘l‘_d_x_l )rn
J‘X f;a (’32 dr dr FX inj |- (9.3.9)

T_Z{{Wkﬂ+ [QHW&M—HWQvﬂ} (9.5.10)
Cl
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d_‘}‘ __inw
dr 2¢r

1
Hfl){sz')—;l

N
dar 2\ ) q dr r

e = 2 2 Mk (@)= (f’),(sz,j) 9.5.11)
X} r
k] = 2, f(g = 2,
8 2
(’iz _ A +2f.£ i C% — E
P P
Di sini A dan u ditentukan dari rumus:
W Eo __E
“(+o)(1-20) " H=31+o)

Selain itu, E - modulus elastisitas kompleks yang diterima sesuai dengan model redaman relatif
independen frekuensi dalam rumus

o : . T
E(w)= E|o)” (cos% +isma)smnT],
Indeks (-,i) menunjukkan diferensiasi fungsi yang diberikan sepanjang koordinat x;, §;;.
Simbol Kronecker; n,(q) kosinus terarah dari normal n eksternal ke batas domain di titik

H,Sl)(-) fungsi Hankel dari jenis pertama orde n—th, dalam perhitungan yang akan kita gunakan
dekomposisinya dalam seri r; jarak antara titik penerapan beban eksternal satuan dan titik
q, xx(q) dan x;(p) koordinat titik g dan p, masing-masing. Perhitungan analitis dari integral
ini terhubung dengan kesulitan teknis yang serius. Ketika titik-titik observasi tidak terletak di
elemen batas m # k, maka integral dalam (9.5.6) dan (9.5.7) tetap terbatas, dan untuk
integrasinya, kami menggunakan rumus kuadratur Gauss dengan fungsi pembobotan satuan.
Dalam kasus ketika titik-titik observasi terletak di elemen batas m = k, kedua integral ini
memiliki singularitas, yaitu logaritmik dan orde pertama, masing-masing. Dalam kasus
pertama, singularitasnya lemah, integral tersebut ada dalam pengertian biasa dan untuk
perhitungannya kami menggunakan rumus kuadratur khusus dengan fungsi pembobotan
logaritmik. Dalam kasus kedua, integral tersebut hanya ada dalam pengertian nilai utama
(p.v.) Cauchy. Untuk perhitungan integral ini, kami mengubah ]izj ke dalam bentuk berikut
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(argumen dalam T;; dihilangkan):

| 1
J'E;“; = p.l-‘.J.T}‘,' {JN,I (n) - ﬁra (T}‘g )} d?]+ N,«x (?}g}pvji’];d‘r} (9512)
—1 -1

Integral pertama ini ada dalam pengertian biasa karena N, (n) — N, (1) berubah menjadi nol
pada titik singular dan ekspresi integral tetap terbatas di mana-mana. Integral ini dihitung
menurut rumus kuadrat Gauss dengan fungsi pembobotan satuan. Integral kedua dijumlahkan
ketika ng = 0, yaitu, ketika titik singular berada di tengah interval integrasi yang sama dengan
nol. Integral yang sama, ketika 17y # 0 kita bagi (lihat Gambar 9.6) menjadi bagian simetris
dalam kaitannya dengan titik singular [-1, c] dan bagian yang tersisa [c, 1]; pada bagian
pertama, seperti yang telah dicatat, integralnya sama dengan nol, dan pada bagian kedua itu
teratur, dan dapat dihitung dengan bantuan prosedur Gauss.

Sekarang, ketika elemen matriks GK™ dan HX™ diketahui dari (9.5.5), bersama dengan
persamaan tambahan (jika ada) dan diberikan kondisi batas, kita dapat menentukan yang tidak
diketahui pada batas perpindahan dan tegangan. Untuk ini, kita pertimbangkan penomoran
simpul yang terus menerus, dengan memberikan nomor yang berbeda di sebelah kiri dan
kanan untuk simpul titik putus tegangan. Dengan mempertimbangkan kondisi U5 = UT*+!
dan (di simpul kontinuitas) PT* = PT"*1 kita akan mengubah persamaan (9.5.5) ke bentuk
berikut:

The point of application of unit load

-1 18 ¢ 0 1 n

Gambar 9.6 Interval simetris relatif terhadap titik singularitas.

[H‘ff ](4N+B]x4N {U.f' }4‘“1 = [G{’* ](4.-V+Bj><{4.-‘v'+2Q+2M} X [P,;( ]{4.-x-'+29+2.-w}x1
(9.5.13)

di mana B - jumlah persamaan tambahan, yang, tergantung pada kondisi batas di simpul sudut,
kurang dari atau sama dengan 2Q; Q jumlah titik sudut; M - jumlah titik putus tegangan di
bagian batas yang halus. Selanjutnya, dengan mempertimbangkan kondisi batas dan
mentransposisi (menata ulang) kolom dalam (9.5.13), kita akhirnya akan memperoleh sistem
persamaan aljabar dengan koefisien kompleks untuk vektor kompleks perpindahan dan
tegangan yang tidak diketahui.
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[ Aen ]{4;\-'+3)><(4.-v+31 {Xn }[4N+B}><l ={F, }{4N+B)x1 ’ (9.5.14)

Dengan menyamakan bagian riil dan imajiner yang bersesuaian dari ruas kanan dan Kkiri
persamaan (9.5.14), dan menyelesaikan sistem 2(4N + B) yang diperoleh dari persamaan
tersebut dengan bantuan program standar, kita memperoleh vektor kompleks yang tidak
diketahui {X,}. Setelah menentukan variabel yang tidak diketahui pada batas, perhitungan
perpindahan dan tegangan pada titik internal domain dilakukan menurut rumus:

u,-(p= " j " ()= p: | N (m)d { P22

m=1

N
2 J”'JT,, q" (n)- p;o | No (n)dn (Uly,  (9.515)

m=1 )

N
2 gm J-Dl/\/ qm 1) (0) (U)d'? P/,g
m= =1

V
_ ‘,,”JSI\I qm (n) p: (l)) (n)dn Ulﬂ (9.5.16)

m=1 =]

Di mana

Dy (4" (n). piw) = [y (4" - p:0)]| =04 (¢ - prw),  ©5.17)
Sij (qm J.0) ) pc% [{E_Z]XTU’S ik +Tii |- (9.5.18)
3

Sebagai contoh numerik, mari kita pertimbangkan masalah perambatan gelombang elastis
pada bidang dengan rongga melingkar dari beban harmonik stasioner radial yang terdistribusi
seragam. Asumsikan bahwa pada kontur bukaan melingkar pada bidang tak terhingga dengan
kerapatan p = 0.24- 107> kg/cm? modulus elastisitas kompleks E = (200.000 + 100i)
kg/cm?, dan dengan koefisien Poisson v = 0.1 beban harmonik radial terdistribusi seragam
dengan amplitudo P = 100 kg/cm dan frekuensi sudut w = 20 radian/c diterapkan.
Pembagian batas dengan penomoran simpul fungsional ditunjukkan pada Gambar 9.7. Hasil
perhitungan diberikan dalam Tabel 9.1.
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bukaan melingkar

Gambar 9.7 Pembagian batas dengan penomoran simpul fungsional.

Node Amplitudo Perpindahan Fase Pergerakan
XX Pada X PadaY Pada X PadaY
1 0.77362-0.3 0.13696 - 0.2 0.31411+0.1 0.31411+0.1
2 0.11320-0.2 0.11211-0.2 0.31411+0.1 0.31411+0.1
3 0.13546 - 02 0.77931-0.3 0.31411+0.1 0.31411+0.1
4 0.15062 -0.2 0.34501- 03 0.31411+0.1 0.31411+0.1
5 0.15727-0.2 0.14755-04 0.31411+0.1 0.31413 +0.1
6 0.14968 - 0.2 0.35446 - 0.3 0.31411+0.1 0.62827 +0.1
7 0.13694 -0.2 0.77367-0.3 0.31411+0.1 0.62827 +0.1
8 0.11219-0.2 0.113218-0.2 0.31411+0.1 0.62827 +0.1
9 0.77917-0.3 0.13548-0.2 0.31411+0.1 0.62827 +0.1
10 0.34493-0.3 0.15065 - 0.2 0.31411+0.1 0.62827 +0.1
11 0.14743-0.4 0.15730-0.2 0.31408 + 0.1 0.62827 +0.1
12 0.35442-0.3 0.15071-0.2 0.62827 +0.1 0.62827 +0.1
13 0.77364-0.3 0.13696 - 0.2 0.62827 +0.1 0.62827 +0.1
14 0.11320-0.2 0.11220-0.2 0.62827 +0.1 0.62827 +0.1
15 0.13547-0.2 0.78930-0.3 0.62827 +0.1 0.62827 +0.1
16 0.15062 - 0.2 0.34496-0.3 0.62827 +0.1 0.62827 +0.1
17 0.15728 -0.2 0.14753-0.4 0.62827 +0.1 0.62825 +0.1
18 0.15068 - 0.2 0.35449-0.3 0.62827 +0.1 0.31411+0.1
19 0.13695-0.2 0.77377-0.3 0.62827 +0.1 0.31411+0.1
20 0.11419-0.2 0.11321-0.2 0.62827 +0.1 0.31411+0.1
21 0.77925-0.3 0.13549-0.2 0.62827 +0.1 0.31411+0.1
22 0.34502-0.3 0.15064 - 0.2 0.62827 +0.1 0.31411+0.1
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23 0.14788 - 0.4 0.15730-0.2 0.62826 + 0.1 0.31411+0.1
24 0.35431-0.3 0.15071-0.2 0.31411+0.1 0.31411+0.1

9.6 PENGARUH (EFEK) GESEKAN INTERNAL PADA OSILASI HARMONIS

Selama osilasi/getaran struktur pada pondasi elastis, kehilangan energi ditentukan
terutama oleh radiasi dan gesekan internal di alas dan di struktur itu sendiri. Mari kita coba
bandingkan kehilangan energi pada radiasi dan pada deformasi mikroplastik alas, yang
menentukan gesekan internal di dalamnya. Untuk mempelajari masalah ini, pertimbangkan
osilasi harmonik dari die kaku melingkar dengan alas bidang.

Die kaku terletak pada setengah ruang elastis kental isotropik homogen tanpa kopling.
Di bawah ini adalah solusi untuk masalah ini, yang merupakan milik Batrak, Plotnikov, dan
Sevastianova. Biarkan die dikenai beban vertikal dalam jenis gaya aksial

P(t)= P, + Pye'® (9.6.1)

di mana P, adalah komponen statis beban; P, — adalah amplitudo beban harmonik, pada saat
yang sama: Py > P,

Sifat-sifat elastis kental dari alas dijelaskan oleh beberapa hukum linier teori keturunan.
Kemudian, penyelesaian masalah dapat diperoleh dari penyelesaian masalah serupa untuk
setengah ruang elastis dengan mengganti konstanta riil dengan nilai kompleks. Di sini nilai
kompleks adalah transforman Fourier dari kernel relaksasi.

Permasalahan osilasi dadu melingkar pada setengah ruang inersia elastis dalam
formulasi yang cukup tepat pertama kali dipertimbangkan dalam karya Borodachev. Masalah
serupa untuk setengah ruang kental elastis telah dipertimbangkan oleh sejumlah penulis;
namun, dalam karya-karya ini, pengaruh gesekan internal pada sifat disipatif umum alas
(fondasi) tidak dipertimbangkan.

Penyelesaian masalah kontak yang ditetapkan untuk setengah ruang elastis ideal
direduksi menjadi penyelesaian persamaan integral ganda (berpasangan):

JG E)Jo(Er)dE =wy(0< r<a), 9.6.2)

P(&)Jo (6r)dE =0 (r>a)

= e L

Di mana

pw* [ — pa? /(A +2u)
4y’ [(é2 - po?12u) - EE — pa? i \JE ~ pardl((2+ 2#)]
9.6.3)

G(§)=
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G (&) adalah transformasi dari kernel dasar; é"1p(¢) adalah transformasi dari amplitudo
tegangan kontak; w, adalah amplitudo perpindahan die; a — adalah jari-jari die; p — adalah
kerapatan bahan dasar; A, u — adalah konstanta Lame; w — frekuensi melingkar dari beban
yang mengganggu; r — adalah koordinat radial.

Dengan demikian, penyelesaian masalah osilasi harmonik dari die kaku pada setengah
ruang elastis kental direduksi menjadi penyelesaian persamaan dual (berpasangan) (9.6.2)
dengan transformasi kernel dalam bentuk (9.6.3). Di sini, konstanta Lamés digantikan oleh
parameter kompleks:

A=A, +ikg; p=pu, +iu, (9.6.4)

di mana A, u. adalah transformasi kosinus; Ag, us adalah transformasi sinus dari kernel
relaksasi yang bersesuaian A(t) dan u(t).

Koefisien Poisson akan dianggap sebagai nilai non-relaksasi, maka A(t) dan u(t) akan
dibatasi oleh ketergantungan:

24

M=125,

u(1).

Konstanta kompleks (9.6.4) dapat dinyatakan melalui koefisien kehilangan bahan dasar dengan
rumus berikut:

A= Agexp(iy); u = uoexp(iy): (9.6.5)

Di mana
do =+ A2+ A7 o =+ ul +u’

-1 s =tan™! 2%
A

¥ = tan
.lu{' ¢

Perilaku fungsi G (&) maka & — oo disubordinasikan (dikenakan) pada rasio:

G(§)~~[2u(1-€*)¢] [1+02)]

g2 =(1-21)/2 (1-v).

Karena itu

G(Jj):—[2p(]—£2)§]_l p*(&); (9.6.6)
p*(&)=1+h(&):
h(&)=-2u(1-€2)&G(&)-1.
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Untuk menyelesaikan persamaan integral ganda (berpasangan) (9.6.2), salah satu metode
yang biasanya diterapkan dalam kasus tersebut dapat digunakan. Di sini, metode Tseitlin telah
digunakan untuk menyelesaikan persamaan integral ganda (berpasangan), yang akurasinya
terhadap simbol bertepatan dengan persamaan yang diperoleh dengan metode Cook-
Lebedev.

Persamaan integral berpasangan (9.6.2) dengan fungsi G (§) dalam bentuk (9.6.6) dan
kernel dalam bentuk fungsi Bessel J,(éx)dapat direduksi menjadi persamaan integral
Fredholm jenis kedua menurut

1
R (x)+ J‘P{x, x1) R (x))dx; = B2W (x) (0<x<l) (9.6.7)
0
dan kernel simetris
L

¥ (x,x1)= I‘&(é){._l (8x)J 1(&xi)&dE (9.6.8)

Persamaan (9.6.7) dengan akurasi simbol bertepatan dengan persamaan yang diperoleh
dengan metode Cook-Lebedev.
Mari kita tuliskan persamaan ini dalam bentuk:

1
o(x)+ [0 ) K (x.)dy =1 9,69
0
K(x,y)= %[K’G.\' — )+ K(lx+))] (9.6.10)
Di Sini
K(x)= J.h (E)cosgxdf, (9.6.11)
0

k = wa+/pluy.

Fungsi h(&) dihitung dengan rumus (9.6.6) dengan memperhatikan (9.6.5) dan (9.6.11), maka
§=¢k/a

2(1—53)5m
(252 - )2 - 45_2 \/52 — e~y JEZ —ge™

Fungsi h(§) tidak mempunyai kutub pada sumbu riil (aktual) pada y # 0, oleh karena itu

h(E)=-1-¢ (9.6.12)

integralnya dapat dihitung di komputer. Amplitudo tegangan kontak dapat dihitung dengan
menggunakan rumus:
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w |dior

di mana 7 = r/a adalah koordinat radial tak berdimensi.

2 I
G:{F,(}):_‘hu(l—-‘:‘ ]fﬂu q:a{l)2 _J' o (zn)ﬁin

i -

(9.6.13)

Amplitudo gaya reaktif total ditentukan sebagai hasil integrasi tegangan (9.6.13) pada

area yang ditempati oleh die:
1
R, =8u(1—€2)wna'[co{n)dn
0

Dari persamaan gerak dadu:

a4

m—s; (11‘0{'“‘” ) + Rye'™ = Pye'™"

dengan mempertimbangkan (9.6.14) amplitudo perpindahan die ditentukan
: R
wo = Pugy'a™ [8[] —Sz]pe’y -Mm k“T
di mana M* = m/paadalah massa dadu yang tak berdimensi;

q= J.@(rr)dn

Di bawah aksi gaya statis, penurunan dadu akan menjadi:

Wy = PU!'[S,uUa(l— g2 )]

Setelah membagi (pembagian) (9.6.16) dengan (menjadi) (9.6.18), kita memperoleh

kayne P =8(1- 82]3[8(1 — &) pe'” —‘m*kz].

(9.6.14)

(9.6.15)

(9.6.16)

(9.6.17)

(9.6.18)

(9.6.19)

Di sini kdyn adalah koefisien dinamis untuk perpindahan; f — adalah sudut pergeseran fase

antara perpindahan die dan gaya pengganggu (eksitasi).

Amplitudo perpindahan die (9.6.16), dengan mempertimbangkan (9.6.18), dan

(9.6.19), mengambil bentuk berikut:
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wy = u-‘_‘.,.kd},ne_‘;ﬁ (9.6.20)
Setelah substitusi (9.6.20) ke (9.6.13), ekspresi terakhir mengambil bentuk berikut:
G (F,0)= 0 (F,0) kyyp (F) e 1O 9.6.21)
Di mana

o8 (7.0)= —By/ [2na2¢1 _72 ]

adalah tegangan kontak statis.

1
kgyn (F)e™7) = kyyne™ [ (1) = V1- 72 I o(n)dn 9.6.22)

I — 72

k 4yn (1) adalah koefisien dinamis untuk tegangan kontak.

Seperti yang dapat dilihat dari hasil, penyelesaian masalah direduksi menjadi
penentuan fungsi ¢ (x) dan turunannya ¢'(x) dari persamaan integral Fredholm jenis kedua
(9.6.9). Persamaan ini, setelah mengganti integral dengan jumlah terhingga dengan salah satu
rumus kuadratur, dapat direduksi menjadi sistem persamaan aljabar linier:

A-@=b, (9.6.23)

Di mana
A=lau|: o=[0;]: b=[b;]:

b}- =L ¢@;= q)(j—_]]; Jj.m=12...nm;

n-—1

Ajm = Cpy —Elf[@} K{MH (9.6.24)
’ T n—= i

Cm adalah koefisien rumus kuadratur, khususnya pada n ganjil, dan rumus Simpson

c,=13(n-1);cr=cs=...=c,.1 =43(n-1);
cs 2

A
c3=¢5=...=cCp2 =2/3(n-1).

Setelah menyelesaikan sistem (9.6.23), nilai g (9.6.17) dihitung dengan rumus berikut
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n

q= )2 CmPm- (9.6.25)
m=1
Untuk menentukan turunan ¢’(x), persamaan (6.6.9) dibedakan sepanjang sumbu dan
setelah menghitung integral dalam bagian, persamaan tersebut direduksi menjadi persamaan
integral Fredholm jenis kedua:

1
0 ()+ [o' T (x3)dy = (T (x.1) (9:6.26)
0
dengan kernel simetris
2h r ) )
T (x,y)=— J.h (&)sin(Ekx) sin(Eky)dE. (9.6.27)
n
0

Kernel (9.6.21) dapat diekspresikan melalui fungsi (9.6.11)

T (x.y)= %[K’ﬂx—}ﬂ—f(

x+])] (9.6.28)

Persamaan (9.6.26) disederhanakan menjadi sistem persamaan aljabar linear seperti
persamaan (9.6.9):

A @ =5, (9.6.29)

Dimana

4 = [a}m]; Q= [@.}]; b =[b}];
a;’m =CJH+1£|:K(M}_KP[M}:|Q (9.6.30)
b n-—1 n-—1
f); =E[]{’[‘H_ﬂ]—ff(‘n-kj‘J](p(l},
i n-1 n—1

r , j B
= cj.m=1L2,...n-1
PQj fP( 1) J

H_

Fungsi ¢'(x) didekati dengan polynomial
n—1
9'(x)= Y x> 9.6.31)
j=1

koefisiennya ditentukan dari persamaan:
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D-a=g (9.6.32)

Di mana

D=[djy | e=[a;]

. 2m-1
dj,,, =(L) j.m=12 ... n-1.
n-—1

Setelah memasukkan (9.6.32) ke dalam (9.6.29), kita memperoleh sistem persamaan aljabar
terhadap a;.

(4 -D)oc=b (9.6.33)

Integral dalam (9.6.22) mudah dihitung. Untuk koefisien dinamis, rumus berikut diperoleh:

n—1 m al(r}?_l)T (m=j) (1 ;2 f‘
kdvn(r) kdvn (0(1 22 . ( ) (9.6.34)

—iN(2i—
== (m=7)"2j-1) ‘

Solusi masalah telah diperoleh di komputer, untuk parameter berikut: v = 0; 0.25; 0.5; y =
0.01; 0.1; 0.2; M* = 5; 20. Nilai koefisien dinamis yang bergantung pada frekuensi tak
berdimensi k ditunjukkan pada Gambar 9.8-9.12. Perbandingan hasil yang diperoleh paday =
0.01,(n =5) dengan hasil pemecahan masalah serupa untuk setengah ruang elastis
menunjukkan kebetulan praktisnya.

h
L
dyn |

2.5 i

7\
1.5 i L

/4 Lpm==n
A .| m=s
0.5 <% S
S~ W =20 —ndee.. |
T .

0 025 035 0.75 1 1.25 1.5 175 2 k

Gambar 9.8 Nilai koefisien dinamis tergantung pada frekuensi tak berdimensi k.
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kayn
2.5
v =025
- y=1001
2 — =y =101 .
— y=102
1.5
1
0.5 {37

0 025 05 095 1 125 1.5 175 2 ik

Gambar 9.9 Nilai koefisien dinamis tergantung pada frekuensi tak berdimensi k.

k:t;m A
2 [
I N v=0.5
g —_— =02

1.5 f 1., ————'rr=l:|.{|'1

R e i . . S S

- \N;:::; m=5

0.5 ~_] R

Gambar 9.10 Nilai koefisien dinamis tergantung pada frekuensi tak berdimensi k.

kayn(0) 4
2.5

0 025 035 075 1 1.25 1.5 175 2

Gambar 9.11 Nilai koefisien dinamis tergantung pada frekuensi tak berdimensi k.
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kd_wt(l:l
i
i 11
2.5 R
:f ! v =0.25
1l === p=001
2 IF l‘."u -_L ¥y =01 T
.;._Ji _‘I‘ ’!-' = ~ —_—y= 0.2
1.5 W s

ﬁa-l 4

Vi

- k) “". L3 i
2 . N =5
v . =
| e N NN

0.5 — m =20

0 025 05 075 1 125 15 L7375 2 k

Gambar 9.12 Nilai koefisien dinamis tergantung pada frekuensi tak berdimensi k.

Namun, pada nilai koefisien kehilangan yang lebih tinggi, efek gesekan internal pada
nilai maksimum koefisien dinamis memiliki pengaruh yang signifikan. Diketahui bahwa nilai
koefisien kehilangan yang tinggi merupakan hal yang umum terjadi pada tanah. Secara khusus,
perbedaan nilai maksimum koefisien dinamis pada y = 0.01 dan y = 0.2 untuk 9t* = 20
mencapai 50%. Dengan demikian, perlu memperhitungkan gesekan internal pada material
dasar dalam perhitungan dinamis pondasi dan struktur.

9.7 MODEL PEREDAM RELATIF YANG TANPA FREKUENSI
Saat membangun model linier gesekan internal yang tidak bergantung pada frekuensi,
perlu diperhatikan prinsip dasar mekanika — prinsip kausalitas. Dari teori sistem dinamis, dapat

disimpulkan bahwa antara bagian riil dan imajiner dari fungsi transfer suatu sistem kausal
(9.7.1)

®(w)=P(w)+i0(w) (9.7.1)

harus ada ketergantungan tertentu (9.7.2). Fungsi transfer ®(w) selain nol hanya pada sumbu
waktu positif. Kendala ini dikaitkan dengan saling ketergantungan bagian riil dan imajiner dari
fungsi transfer. Sementara itu, dalam perhitungan dinamis rekayasa struktur dan desain
rekayasa mekanik, representasi apriori perilaku struktur dengan beban harmonik sering
digunakan untuk menetapkan berbagai mode kekakuan atau kelenturan yang kompleks.

Seperti yang ditunjukkan di atas dalam paragraf 9.1 dan 9.2, model linier gesekan
internal harus memenubhi prinsip kausalitas dan prinsip independensi frekuensi dari kerugian
absolut. Dengan demikian, model gesekan internal linier memiliki kelenturan tak terbatas pada
semua frekuensi. Pada saat yang sama, dimungkinkan untuk membuat model kausal dengan
kerugian relatif yang tidak bergantung pada frekuensi. Model seperti itu dapat memiliki
kelenturan (kepatuhan) tak terbatas hanya pada titik w = 0, yaitu, di bawah beban statis
struktur. Keadaan yang disebutkan di atas dapat diabaikan dalam perhitungan dinamis. Di
bawah ini kami menyajikan hasil Tseitlin dan Plotnikov.
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Independensi frekuensi dari faktor kerugian y = tgep setara dengan independensi
frekuensi respons fase sistem.

(@) =gy = const. 9.7.2)

Seperti diketahui, ketika mempertimbangkan karakteristik frekuensi pada seluruh sumbu w-,
karakteristik tersebut harus diperluas ke sumbu negatif sesuai dengan:

Alw)=A(-w);

o(w)=-¢(-0)

di mana A(w) dan ¢ (w) masing-masing adalah karakteristik amplitudo dan fase. Karakteristik
amplitudo harus diperluas dengan cara genap dan karakteristik fase harus diperluas dengan
cara ganjil. Ketergantungan serupa juga berlaku untuk karakteristik frekuensi riil dan imajiner.
Jadi, fase adalah fungsi ganjil dari frekuensi, sehingga bentuknya harus seperti ini:

o(w)=y(0)sinw =sinwtan™'y (9.7.3)
Turunan dari karakteristik fase (9.7.3) memiliki bentuk:

¢’ (®)=20y0 (@). (9.7.4)

Dalam rumus (9.7.4) fungsi sin w memiliki lompatan pada titik w = 0 yang sama dengan 2.
Oleh karena itu, fungsi delta dengan koefisien 2 muncul dalam (9.7.4). Mari kita periksa apakah
kondisi kausalitas terpenuhi. Untuk ini, kita menggunakan transformasi Hilbert yang dipelajari
di Bagian 9.1. Ketergantungan yang mirip dengan (9.1.2) juga dapat diperoleh untuk
karakteristik frekuensi amplitudo dan fase. Mari kita tulis persamaan logaritmik untuk fungsi
transfer (9.7.1). Kita peroleh:

In ®(w)=InA(w)-ip(w). (9.7.5)

Karena terdapat analogi lengkap antara rumus (9.1.1) dan (9.7.5). Dalam kasus ini, A(w)
adalah fungsi genap dan ¢ (w) adalah fungsi ganjil. Maka perhitungan serupa dapat dilakukan
untuk (9.7.5). Hasilnya kita peroleh:

]nA{1_-)=l M (9.7.6)
T o=V
=1 I In A(@ (9.7.7)
s

Mari kita ubah rumus (9.7.6), dengan asumsi bahwa w — v = u maka kita peroleh:
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InA (v) :% I M (9.7.8)

Integral ini dapat dianggap sebagai suatu fungsi yang menentukan turunan dari fungsi umum
In|ul:

lnA[v):—l Jln\u\go’(u+ v)du. (9.7.9)
n

Rumus (9.7.6) dan (9.7.7) memberikan hubungan yang tidak ambigu antara A(w) dan ¢(w)
dengan syarat In ®(w) tidak memiliki kutub pada Im w < 0. [Silakan lihat rumus (9.2.5) dan
(9.2.6).] Karena nol dari fungsi transfer merupakan kutub logaritmanya, maka syarat ini
ekivalen dengan syarat bahwa ®(w) tidak hanya memiliki kutub, tetapi juga nol untuk Im w <
0. Sistem disebut berfase minimal jika fungsi transfernya memenuhi syarat ini. Sistem seperti
itu, tidak seperti sistem lain dengan karakteristik amplitudo logaritmik yang sama In A(w),
memberikan pergeseran fasa minimum pada frekuensi apa pun.

Dengan menggunakan rumus transformasi (9.7.6) dan (9.7.7), rumus berikut juga
dapat diperoleh:

A(v)coso(v) = _%J A(o)sing(w)wdo :

v — @2
0
A(F)Sinqg(v}zEJA(GJ)?SQD(?M@; (9.7.10)
T V2 — @2
0
=] -1 .
A—l(l,}cos@{l,):EIA (m)zmgo(zm)mdm;
T[ 1.‘ _a}
0
2T A (w)si
A7 (v)sing(v) = _;J‘ A (a))jsmqorga)}dm;
T V- —m-
0
Dan
@(ﬂ:% J (“rzii’l{m]lncotgdm. (9.7.11)

—oa

Rumus (9.7.11) menunjukkan hubungan antara In A(w)dan ¢ (w).

Seperti yang dicatat di awal Bab 7, ketergantungan ini menghubungkan karakteristik
yang berbeda dari sistem kausal. Ketergantungan ini harus diperhitungkan dalam konstruksi
apriori model linier sistem dinamis Petrosian.
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Turunan dari respons fase (9.7.4) disubstitusikan ke dalam (9.7.9), kita memperoleh:
Alw) =|o® (9.7.12)

Di mana

Karena rumus (9.7.8) hanya berlaku untuk sistem fase minimum. Artinya, untuk sistem
tersebut, fungsi transfer tidak memiliki kutub dan nol di bidang setengah bawah, termasuk
sumbu nyata. Mari kita periksa kondisi ini. Karakteristik amplitudo memiliki kutub pada sumbu
nyata. Oleh karena itu, sistem tersebut bukan fase minimum. Oleh karena itu, karakteristik
amplitudo logaritmik ditentukan dengan akurasi penjumlahan konstan. Mari kita asumsikan
bahwa dalam rumus (9.7.11)

A(w) = clw|”, (9.7.13)

dimanac = A(1) = const.

Dengan demikian, karakteristik amplitudo (9.7.13) dan karakteristik fase (9.7.3)
mendefinisikan elemen linear yang dapat direalisasikan secara fisik. Untuk elemen ini, kita
harus menemukan kernel. Untuk melakukannya, mari kita beralih ke formulasi dasar dan
asumsi yang mencirikan sistem dinamis linear. Kami menunjukkan beberapa sifat dasar fungsi
umum, fungsi transfer, kekakuan kompleks, dan juga menunjukkan ketergantungan utama
antara karakteristik dinamis.

Seperti yang dicatat di awal bab ini, perpindahan sistem di beberapa titik pada keluaran
dapat dikaitkan dengan gaya yang bekerja padanya di beberapa titik lain atau pada titik yang
sama pada masukan dengan menggunakan operator linear y(t) = KP(t) Mari kita asumsikan
bahwa, secara umum, operator K memiliki satu operator invers, I = K~ oleh karena itu:
P(t) =Ty(t).

Fungsi transfer suatu sistem sepenuhnya mendefinisikan hubungan input-outputnya
dalam keadaan stabil. Fungsi transien impuls atau fungsi respons impuls ys(t) dari suatu
sistem kausal, yang merupakan transformasi Fourier dari fungsi transfer®(w), selain nol hanya
pada sumbu waktu positif

oo

1 .
ys()=5- Jd)(m)e“‘”dm =0, (1 <0). (97.14)

s
ys(t) merupakan fungsi pergerakan elemen saat beban diberikan padanya dalam bentuk
fungsi delta. Fungsi transfer impuls dilambangkan dengan ys(t) = K(t). Karena sistem linier
yang dipertimbangkan juga diasumsikan stasioner, perpindahan sistem dapat dinyatakan

sebagai konvolusi dua fungsi:
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(1) = jx(z_r}p{r)dr 9.7.15)

—oa

di mana untuk sistem elastis bebas inersia K(t — t) = k~15(t — 1) kekakuan k elemen sama
dengan gaya yang menyebabkan gerakan satuannya.

Dalam teori sistem dinamis linier, fungsi transfer impuls juga disebut fungsi Green.
Dengan demikian, fungsi transfer impuls dari sistem dinamis yang stabil harus memenuhi
kondisi berikut:

[==]

J|K(r)|d: < oo (9.7.16)
0
K(1)=0,(1<0), (9.7.17)

di mana (9.7.16) adalah kondisi stabilitas, dan (9.7.17) menyatakan prinsip kausalitas, yaitu,
respons sistem tidak dapat mendahului dampak. Karena penyebab pergerakan adalah aksi.
Integrasi dalam (9.7.15) dapat dibatasi hingga batas tertentu dengan mempertimbangkan
(9.7.17):

f

(1) = JK(: _7)P(t)dr 0.7.18)

—oa

Pemenuhan kondisi (9.7.17) untuk K (t) setara dengan fakta bahwa transformasi Fourier dari
fungsi K (t) adalah fungsi analitik dan terbatas (limited) di bidang setengah bawah.

Biasanya, beban, termasuk beban dinamis, direpresentasikan sebagai fungsi delta,
fungsi Heaviside. Ketika aksi harmonik tiba-tiba diterapkan, beban dijelaskan oleh fungsi
trigonometri sinus dan kosinus. Pada beban (di bawah beban, dengan beban) P(t) = H(t)
pergerakan (perpindahan) elemen menurut (9.7.18) akan menjadi:

vy (1) = JK(I—T)H(T)n’Tz IK(r—r)dr (9.7.19)
o 0

di mana: H(t) adalah fungsi satuan Heaviside;

1 (1=0)

H(r)= .
0 (1<0)

Ekspresi (9.7.19) dibedakan oleh t, dan kita memperoleh:
ﬂ{'l-";‘r (F)fﬂ’?‘ = K(i‘]

Bila beban yang diberikan P(t) = cos wt, P(t) sin wt, perpindahan elemen (benda) berubah
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sesuai dengan hukum yang sesuai. Pergeseran fase osilasi harus terjadi dalam kaitannya
dengan aksi, bila gesekan internal diperhitungkan.

Veos (1) = A(@)cos|wt — ¢ ()] (9.7.20)

¥5a (1) = A(0)sin[01 - ¢ (@)]

Dari rumus (9.7.20) dapat disimpulkan bahwa pada P(t) = e'®t
Yexp ()= A(m)ff [or-g(@)] (I){m)eiwr_ (9.7.21)

Nilai ®(w) = e~ @ disebut fungsi transfer, dan A(w), ¢(w) disebut karakteristik amplitudo
dan frekuensi fase. Bagian riil dan imajiner dari fungsi transfer (9.1.1) disebut karakteristik
frekuensi riil dan imajiner, dan memiliki bentuk sebagai berikut:

P(w)=Re®(w)= A(w)cosp(w) (9.7.22)
O(w)=Im®(w)=—-A(w)sinp(w)

Bagian riil dan imajiner dari fungsi transfer terkait dengan karakteristik amplitudo dan fase-

frekuensi:
A(w)= J[P(m]]z +[0(0)] (97.23)
¢o(w)=—tan™ %

Diketahui bahwa ketika mempertimbangkan karakteristik frekuensi pada seluruh sumbu
frekuensi, ketergantungan (9.7.20) dan (9.7.21) perlu diperluas ke semi-sumbu negatif.
Berdasarkan (9.7.20), dengan ini P(t) = e ™%, w > 0. Dari (9.7.21) ketika mengganti argumen
w dengan —w, berikut ini:

Yexp (1) = A{—m]e_i[a”_‘;’(_“’)]_

Bagian riil dan imajiner dari fungsi transfer melalui kekakuan kompleks akan memiliki bentuk:

®(w)=Rek N (w)+Imk(w);
Di mana

o (w)=k(w)= A" (w)e*®).

322



Analisis Struktur Pondasi Elastis — Dr. Ir. Agus Wibowo, M.Kom, M.Si, MM.

Hubungan antara fungsi impuls transien (respons impuls) ys(t), K(t) fungsi transfer ®(w)
[(Lihat rumus (9.1.1), dan karakteristik frekuensi A(w), @(w) dapat ditetapkan dengan
menggunakan representasi spektral fungsi delta. Fungsi delta didefinisikan sebagai suatu
fungsi yang bekerja menurut rumus:

(8(x=x0).@(x))=0(x0), (9.7.24)

danpadaxy, =0

(8(x0).0(x)) = 9(0).

dengan properti dasar berikut:

S(xoxg)=] T FTW
0  otherwise
(6(x=x0).0(x))= |8 (x—x0)@(x)dx =0(x). (9.7.25)

Representasi spektral fungsi delta memiliki bentuk berikut:

oo

5(t)= E jefﬂ"dm; (9.7.26)
2n
8(t)= lj cos wtdw: (9.7.27)
T
0

Di sini kami menggunakan rumus yang diketahui dari teori fungsi umum:

L=

_[ef'ﬂ”dm =it +nd (1), (9.7.28)
0
dimana adalah sebagai berikut:
Isinmtdm =1, Jcos otdo = 1d(1). (9.7.29)
[
0 0

Dari (9.1.1), dan (9.7.14) dapat disimpulkan bahwa:

1

vs(t)=K(t)=—=-

5 [P(w)coswt — Q(w)sinwt |do, (9.7.30)
vl

b ——3
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Dengan mempertimbangkan prinsip kausalitas (9.7.17), kita menemukan:

1

> [P(w)coswt +Q(w)sinwt|dw = 0. (9.7.31)
LT

} =it

Dengan menambahkan dan mengurangkan (9.7.30) dan (9.7.31) lebih lanjut, kita memperoleh
untuk (t@0)

27 .
K(1)= JP(&} Jcos tdw = ——J-Q(m)sm wtdw, (9.7.32)
i
0
Fungsi transien didefinisikan sebagai superposisi fungsi transfer yang sesuai dengan

dekomposisi (ekspansi) beban H(t) ke dalam Fourier integral:

oo

H(r)=i IFH (w)e™ do, (9.7.33)

—oa

di sini, juga dengan mempertimbangkan (9.7.28), kita menemukan:

L=

FH (ﬂ_]‘): J.H(I]{;_fml'dr - J-(,—r'm!dm — T[(S(ﬂ)}—ig
= 0

Karena beban P(t) = e!¥! bersesuaian dengan perpindahan y = (D(a))ei‘/’t, maka beban
P(t) = H(t) menurut (9.7.33) akan bersesuaian dengan perpindahan:

yu (t)= ZL J [71'5(&?}— ig]‘b(m)emdm
_ EP('D) J’P(m)mnmt;Q(m]smmt oo 9.7.34)
"0
- —A(O)t_-:)bqo({]) - I A(@)sin [;“I =) 44,

0

Dalam ekspresi (9.7.34) diperhitungkan bahwa karena Q (w) kontinu pada nol dan ganijil, fungsi
transfer pada nol: ®(0) = P(0).

Fungsi serupa dapat dibangun untuk operator T = K~1. Mari kita nyatakan ketergantungan
P = TI'y dalam bentuk:

P(t)= Jl"(z _7)y(1)dr, 97.35)
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Di sini ['(t) adalah beban yang menyebabkan perpindahan sama dengan 6(t). Interpretasi
mekanis dari perpindahan tersebut dan, karenanya, operator melampaui batas analisis klasik.
Namun, ini bukan halangan untuk memperoleh hasil yang benar dari sudut pandang fisika dan
matematika.

Mari kita substitusikan y(t) = cos wt,y(t) = 6(t) dan juga karakteristik amplitudo
dan frekuensi dalam (9.7.35) dan mengubah ekspresi ini, kita memperoleh:

Pos (1) = A7 (w)cos|[wt + ¢ ()] (9.7.36)
Py (1)= A7 (o)sin[ot +o(w)] (9.7.37)
P (1) = A7 ()12 <[ @ ()] e (9.7.38)
Ps(1)=T(t)= lIA—' (w)cos[wt +@(w)]dw; (9.7.39)
0
Py (1) = %A" (0)cos 9(0)+ %J- A (m)smfgm +9O)] 4y (07.40)
0
r(1)= zL Ik(m}eFWfdm (9.7.41)

Ketergantungan ini sangat umum. Karakteristik dari elastis ideal dan elastis-viskos, untuk
sistem dinamis yang diwariskan secara elastis, dapat dijelaskan oleh ketergantungan ini. Secara
umum, fungsi K(t) = ys(t) dan I'(t) = Ps(t),bersama dengan bagian reguler, dapat berisi
fungsi umum dalam bentuk fungsi delta atau turunannya. Persamaan gerak sistem akan
mengambil satu bentuk atau lainnya tergantung pada ini.

Menurut rumus (9.7.32) dan (9.7.39), kita memperoleh:

Cla_l
0
K(t)={ T(a) > ), (9.7.42)
0 (1<0)
- —— (>0
F()={ cl(-a)*! ) (9.7.43)
0 (1<0)

di sini nilai integral digunakan. I'(a), I'(—a) fungsi gamma; kernel I'(t) dilambangkan dengan
['(t). Operator integral dengan kernel Abelian (9.7.42, 9.7.43) bekerja pada sumbu semi positif.
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Kernel ini adalah operator diferensiasi fraksional karena fungsi transfer dapat
direpresentasikan sebagai fungsi fraksional-rasional. Dalam kasus ini, urutan pembilang fungsi
transfer tidak boleh melebihi urutan penyebut fungsi transfer. Karena fungsi transfer sistem
disipatif, berbeda dengan sistem konservatif yang sama, terbatas pada semua frekuensi.
Kondisi stabilitas sistem dinamis mengharuskan semua kutub fungsi transfer terletak di bidang
setengah atas.

Model-model turunan dengan operator tipe Abel berhasil diterapkan dalam teori
creep. Perilaku sistem listrik dan mekanik, yang dijelaskan oleh operator tipe Abel, telah
dipelajari oleh banyak peneliti. Karakteristik dinamis dari sistem tipe (9.7.13) dibangun dalam
teori sirkuit listrik, tampaknya untuk pertama kalinya. Dalam teori creep, kernel (9.7.42)
dipertimbangkan oleh Scott-Blair untuk pertama kalinya. Hukum deformasi umum
diperkenalkan oleh Gerasimov. Dalam karya ini, operator diferensiasi fraksional digunakan.

Operator diferensiasi fraksional digunakan untuk membangun model linier gesekan
internal yang tidak bergantung pada frekuensi dalam bahan struktural. Fitur dari model yang
diusulkan adalah deskripsi operator tentang diferensiasi fraksional dari kedua komponen gaya
resistensi: elastis dan disipatif.

Dalam kasus ini, kekakuan (stiffness) elemen, yaitu, cos ¢ (w)/A(w) bergantung pada
frekuensi gangguan. Kekakuan (stiffness) elemen pada w = 0 karena creep tak terbatas sama
dengan nol. Oleh karena itu, proses yang sangat lambat harus dikecualikan saat
mempertimbangkan masalah dinamis. Penting bahwa ekspresi tertutup (9.7.43) dapat
diperoleh untuk kernel resolvent menggunakan model yang dijelaskan oleh operator linier
dengan kernel (9.7.42).

Hal ini memungkinkan kita untuk menganalisis persamaan gerak sistem dengan
gesekan internal yang tidak bergantung pada frekuensi dalam bentuk yang sederhana dan
mudah dipahami. Mari kita pertimbangkan osilasi sistem dengan satu derajat kebebasan.
Sistem tersebut memiliki gesekan internal yang tidak bergantung pada frekuensi. Gesekan
internal dijelaskan oleh operator yang diperoleh di atas. Persamaan gerak sistem tersebut
dapat ditulis dalam bentuk:

t
. !rt'(} J‘ vl-’(T)dT _
mj + T(-a) (- T)er = P(1), (9.7.44)

di mana m adalah massa sistem, y adalah perpindahan sistem, P adalah beban, dan k, = A1
Jika P(t) = 0 pada t < 0, maka persamaan (9.7.44) dapat ditulis dalam bentuk diferensial

mD?y + koD%y = P(1), (t > 0).

Mari kita perhatikan osilasi harmonik sistem. Dengan asumsi P = e!®t, kita hitung fungsi
transfernya. Dengan mensubstitusikan y(t) = ®(p)e'“!t pada persamaan (9.7.43) dan
mengganti variabel integrasi t — T = s, kita peroleh:
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3 2 ko me:ls'.];}(—.-:'n:).';]
d(w)=|-mw +l"{—a)h[ Tra ds (9.7.45)

Integral divergen (9.7.45.) dapat diberikan makna jika kita menganggapnya sebagai
transformasi Fourier dari fungsi umum s;1~%. Seperti diketahui, persamaan berikut terjadi:

(=]

jxﬂe—"-"ﬁdx =A(A) B+ B (A) g, (9.7.46)

—aa

Di mana
A(2) = iexp(i,lg)l"(l +2): B(A)=—i exp[—iﬂ.g]r[l +)

pr B (B>0): gt _ 0 (B>0);

0 (B<0): B (B<0).

Dengan menggunakan nilai integral (9.7.46), kita menemukan:
. e . . T
Js_l_“e_“""ds =|w|* T(—a)(cos - tisinw: sm?).
0

Oleh karena itu, fungsi transfer disajikan dalam bentuk berikut:
-1
(04 . . o
®(w)= |:—m'mZ + ko |o|” - (cosnT+ isin@ - smﬂ?)] : (9.7.47)

Oleh karena itu, karakteristik amplitudo dan frekuensi fase sistem akan menjadi o2l:

172
2—ax
Alw)=m1p* 20 |:{1 - G;E_a }+ y? ] : (9.7.48)
¢(®)=tan™! # (9.7.49)
pE—cf -1

Dimana

Karakteristik amplitudo (9.7.48) juga dapat diberikan dalam bentuk berikut:
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e 02 e
Al@)=k| =S -=| +7 , (9.7.50)
p-p

di mana k adalah kekakuan elemen pada frekuensi p;

k = ko p“* cos%.

Untuk nilai-nilai kecil y, karakteristik amplitudo (9.7.50) tidak berbeda dari karakteristik yang
sama dari suatu sistem dengan kekakuan kompleks konstan pada seluruh sumbu kecuali untuk
lingkungan kecil dari titik nol Gambar 9.13.

1-y=0.1;..2-y=0.05 3-y=0.02; 4-y=0.01

Karakteristik amplitudo tepat di lingkungan ini berubah menjadi tak terhingga. Lingkungan ini
(w/p) sesuai dengan proses yang sangat lambat (mendekati statis) dan dapat dikecualikan dari
pertimbangan saat memecahkan masalah dinamis.

Fungsi transien impuls sistem dengan gesekan internal yang tidak bergantung pada
frekuensi dapat diperoleh dengan mengintegrasikan fungsi transfer (9.7.47) dengan rumus:

K.(t)= ﬁ Jd)(m]e*‘”’a’a)

4

~

100
95

50 1
45
40
35
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. t f w/p
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|
T T
1 1.5 2 25

Gambar 9.13 Karakteristik amplitudo-frekuensi osilator dengan peredaman relatif yang tidak
bergantung pada frekuensi.

Seperti yang ditunjukkan sebagai hasil integrasi, kita sampai pada ekspresi berikut:
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K.(t)= mA | (9.7.51)
0 t<0
Dimana
R e (2—a)n+l
A= (kom™)=a ; Sep (x)= Y (—1) —= .
(ko™ () 2( ) T((2-a)n+2)

n=0

Fungsi impuls transien (respons impuls) suatu sistem dengan gesekan internal yang tidak
bergantung pada frekuensi juga dapat diperoleh dari persamaan:

mDEK, (1)+ koDP K. (1)=6(1); K. (0)=0: D,K.(0=0).  (97.52)

Dengan menggunakan sifat operator diferensiasi fraksional yang sudah dikenal D*D# = pa+F
, yang memungkinkan konstruksi aljabar operator ini dengan D°, kita memperoleh:

K, (t)=m D (D! + 22-2Da=2)" 5(s).

di sini D° berperan sebagai satuan. (Di sini D° diasumsikan sama dengan satu.) Dengan
menggunakan ekspresi formal dalam tanda kurung yang diperluas menjadi deret Maclaurin
dalam pangkat A2~#*D&~2, kita peroleh:

l N —_ —
K. (t)=— _1)* p2-a)n+lpla=2)n=2 g\
() mA é{ ) ! (1)

Oleh karena itu, kita beralih dari sini ke bentuk integral operator diferensiasi fraksional. Di sini
kita memperhitungkan sifat dasar yang sama dari fungsi delta, sebagai hasilnya, kita
memperoleh:

B 1 oo i (/h)(Z—a)nH
K"(?)_ﬁz‘u(_l) r[(z—a)n+2]’(’20)' (9.7.53)

n=

Fungsi S¢ (x), dengan analogi dengan fungsi eksponensial fraksional Rabotnov, dapat

didefinisikan sebagai sinus fraksional. Turunan pertamanya

CS‘,I':J]— - —2( 1} l—-[(z_a)n-l-]]

(2—or)n

(9.7.54)

n=0

secara alami didefinisikan sebagai kosinus fraksional. Jelas bahwa S. (x) = sinx, Cs (x) =
cos x.x.Fungsi S._(x) dan C_ (x)terkait erat dengan fungsi Rabotnov fraksional-eksponensial:
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D, Csq (x)= D.%S('a (%)= 31_¢ (-Lx),

Dimana

nl+a)n
5¢ (=B.1)=1" Z{ A

s C[(1+a)(n+1)]

Kosinus fraksional dan sinus fraksional dinyatakan melalui fungsi 3, dari parameter positif
untuk nilai-nilai «. Nilai-nilai terletak pada interval 0 < a < 1. Fungsi a parameter negatif 3,
digunakan secara luas dalam teori kuasi-statis teori elastisitas herediter, berbeda dengan
fungsi parameter positif.

Berikut ini adalah beberapa hasil yang berhubungan dengan sifat-sifat fungsi
trigonometri fraksional. Sinus fraksional S¢ (x) dapat dianggap sebagai kasus khusus dari
fungsi Mittag-Leffler yang lebih umum.

Sifat-sifat fungsi ini telah dipelajari secara rinci. Oleh karena itu, representasi asimtotik fungsi
tersebut dapat diperoleh secara langsung dengan menggunakan fungsi Mittag-Leffler. Dalam
hal ini, representasi asimtotik fungsi S¢_(x) berlaku untuk nilai argumen yang besar.

- 1-(2—at)n

Seq (x)= _Z(_l)” F[;—{Z ~o)n|

n=l1

Representasi fungsi S. (x) dalam bentuk deret menyulitkan untuk mempelajari sifat-sifat
fungsi impuls transien. Oleh karena itu, ekspresi eksak untuk K.(t) dalam bentuk integral
diperoleh dengan menggunakan teori deduksi. Mari kita tulis representasi untuk K. (t) sebagai
integral Melline, dengan asumsi iw = s, dan dengan mempertimbangkan fitur-fitur integral:

d+iee

'\/l'a-'T
7mmﬂ. .[ 52 4 5%

a—ies

K.(1)= ,.a>0

Integran memiliki titik cabang s = 0, dan dua kutub pada bidang arg s| < m. Di sini kutub-
kutub tersebut terletak di sebelah kiri sumbu imajiner:

5= exp[fn(Z —a)™ ] ;

5y = exp[—iﬂ{Z - 0:]_[] :

Mari kita lakukan operasi yang serupa dengan yang diberikan di Bagian 9.2, yaitu, kita menutup

kontur lingkaran dengan jari-jari R — oo. Kontur integrasi dilintasi sepanjang dua sisi sumbu
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semi negatif dan lingkaran dengan jari-jari p — oodi sekitar titik cabang s = 0 (lihat Gambar
9.1). Di sini, kita menggunakan lemma Jordan dan estimasi sederhana untuk integral pada
lingkaran kecil, dan sebagai hasilnya, kita memperoleh:

K.(t)= H:ﬂ. o (A1) =— [AU (A1) + Ce™ sin( pyt — qo)] Where

[

_ sinna J‘ s %™

Ay (x ds;

2 .9
U 52 +LObT[O¢'] + s1in” mo

c=202-a)"; qo=noc[2(2—a)]_l; n=ﬂ.coszja
Representasi ini memungkinkan kita untuk mengetahui perilaku kosinus fraksional pada
seluruh interval variasi argumen 0 < x < co. Seperti yang dapat kita lihat, fungsi impuls
transien (respons impuls) K.(t) mendefinisikan osilasi harmonik teredam dengan fungsi
Ay (At). yang bervariasi (berubah) secara relatif lambat. Dengan demikian, frekuensi alami
p1 = Asin[m(2 — @)~ ] dan penurunan osilasi harmonik teredam § = 27| cot[n(2 — a)™!]
tidak bergantung pada frekuensi osilasi alami.
Fungsi Ay(At) menggambarkan efek elastis. Fungsi ini menurun secara monoton dan
pada t = 0 mengambil nilai berikut:

o

= —a) ' sin———.

Representasi asimtotik dari fungsi Ay (At) berlaku untuk t besar, dan memiliki bentuk:

A{}(Ar):—i(—l}" e o

l"(cxn)l"(l—an)

n=1

Nilai-nilai kecil y sesuai dengan parameter redaman yang biasa dalam bahan konstruksi, di
mana kita memiliki Agax < 1. Oleh karena itu, suku yang menurun secara monoton
(addendum) dalam ekspresi untuk fungsi transien impuls dapat diabaikan. Dengan demikian,
proses osilasi meluruh dengan penurunan konstan tanpa adanya beban. Redaman ini terjadi
relatif terhadap beberapa posisi yang terganggu lemah, dan tidak relatif terhadap posisi
keseimbangan statis. Posisi sistem yang terganggu lemah yang ditunjukkan secara asimtotik
mendekati posisi keseimbangan statis. Seperti yang dapat kita lihat, model yang diusulkan, baik
untuk osilasi harmonik maupun bebas, memberikan independensi frekuensi dari parameter
redaman relatif.

9.8 OSILASI BALOK PADA DASAR ELASTIS DENGAN PEREDAM RELATIF

Mari kita pertimbangkan masalah osilasi/getaran balok pada alas elastis menggunakan
model peredaman relatif yang tidak bergantung pada frekuensi sebagai contoh perhitungan
dinamis. Balok tersebut berada di atas pondasi elastis tipe Winkler dengan koefisien alas k.
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Balok dengan panjang [ dibebani pada penampang x = x; dengan gaya harmonik satuan.
Material balok dan alas memiliki gesekan internal yang tidak bergantung pada frekuensi.
Model peredaman relatif yang tidak bergantung pada frekuensi digunakan untuk
menggambarkan gesekan internal. Persamaan getaran balok ditulis dalam bentuk berikut:

mj’ + Elf'a,1 ptv +kf'a2_1-‘ = 5(,\'—3'1)6*"5’”, (0 x, xS, —o <t <o) (9.8.1)

Kondisi batas dapat diambil secara sembarangan. Berikut ini adalah solusi dari permasalahan
ini, yang merupakan milik Tseitlin dan Kusainov.

= 1 I y(t)dr .

Di sini, perluasan fungsi balok standar telah digunakan untuk menyelesaikan persamaan
integral-diferensial tak homogen (9.8.1). Solusi persamaan (9.8.1) dicari dalam bentuk berikut:

y(x,1)= Za,.X,.(x)e*"‘” (9.8.2)
r=1

di mana fungsi balok normalisasi X, (x) memenuhi kondisi batas yang diberikan dan
merupakan solusi persamaan: X!V, — 24X, = 0

S(x—x)= Zb,.X,. (x), (9.8.3)
r=1

Darimana
:‘EJ,- = X]- {,\'1 )

Substitusikan (9.8.2) dan (9.8.3) ke dalam (9.8.1), maka kita peroleh (w > 0)

oo

Za,. {[111(0}2 - p? (io)™ )+ k(i)™ ]} X, (x)= gb,.X,. (x).

r=1

Sekarang, mari kita samakan koefisien pada X,. Solusi untuk masalah ini akan berbentuk
sebagai berikut:

Y1) =Y A (@) X, (x)elloror ] 9.8.4)

r=1

Penyelesaian soal yang dinyatakan dalam karakteristik amplitudo dan fase masing-masing
mode osilasi harmonik adalah:
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b,
A = d , 08.5
" mw*RY? (w) ( )
—if € +728
C =1 L 08.6
(o! tdn‘ [ l—é—é' } ( )
Di sini tertera:
2 2
R(@)=(E+C+1)" +(ri&+720)":
E=(mlo) ™ {=(plw) ™ 9.8.7)
o b
2 =(pg cosﬂ—ml)2_':'{l D =(£005ﬂ)2_a2 (9.8.8)
2 m 2

Titik ekstrem dari fungsi (9.8.5) dapat ditentukan dari kondisi:

b,
2ma’ R (o

d R
EA,{&)} = )[4R(m}+ 4R’ (w)]=0.

kita akan mengecualikan titik singular w = oo dan w = 0, dari persamaan, dan melanjutkan ke
penyelesaiannya,

4R(w)+ w4R (@)= 0,
yang setelah substitusi (9.8.7) akan disajikan dalam bentuk:

i (1+73) &+ (1493 )52 + (o + ) (147172 ) EC
—24+0)E-(2+ @) +2=0. (9.8.9)

Untuk mengevaluasi solusi persamaan ini, pertama-tama tetapkan a; = a, = a, kemudian
dari (9.8.8) kita peroleh:

2
¢ = —cos%(ﬁfpf cosﬂijz_”‘l == p&, (9.8.10)

o) =0

dan persamaan (9.8.9) diubah menjadi kuadrat
Sggz + .'i'lg +2=0,

Di mana
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kY k
5o = a(l+y2][]+ mpz} 18 = _(2+a[)(l+ - }
r r

Dari dua akar persamaan terakhir kita tinggalkan satu

karena akar kedua pada a = 0 memberikan solusi trivial w = 0.

3 _@+a)-\(2-a) —Say’ (9.8.11)
] 2(1(1+}'3)(1+kfmp,2.] , -
Frekuensi yang sesuai dengan (9.8.11) ditentukan oleh rumus:

1
o = (p,z cos?icgl )z_a . (9.8.12)

Dari ekspresi ini dapat dilihat bahwa pada a, > a;; € > &;; Wre, < @*; dan pada a, <
aq; §(1; Wrer)”

Nilai yang sesuai ditentukan dari (9.8.10):

(2+a)- \/(2 +a) —8ay?
& = 2 2
2a(l +y ](1 + kimp; )

Jika tidak ada redaman @; = 0 kita peroleh:

-1 1
k 2 k 2
g1=[1+”1p2] amrcsz(pf"'_) -

Masalah osilasi balok tak terbatas pada alas elastis dipertimbangkan lebih lanjut. Persamaan
osilasi balok di bawah aksi gaya terpusat dapat ditulis dalam bentuk yang mirip dengan (9.8.1).

Gaya terpusat diterapkan di awal koordinat dan berubah sesuai dengan hukum
harmonik:

mi+ By 4k gy y = 8(x)e, (<o Sx, <1 <) O813)

Persamaan (9.8.13) harus memenubhi syarat batas, yaitu hilangnya perpindahan balok pada tak
terhingga, dan turunan perpindahan pada koordinat: pada |x| —» o

W (x,6)—> 0, n=0,3. (9.8.14)
Untuk menyelesaikan persamaan (9.8.13), kita menggunakan transformasi Fourier kosinus
dengan mempertimbangkan simetri beban. Sehubungan dengan transformasi kosinus
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o

Y(&1)= \/2_n'|.}’(_x,t],cos(§,x}dr

0

kita memperoleh persamaan berikut:

1ot (9.8.15)

mY +(EIET oy + kT, )Y :
- T

Bagian kanan persamaan (9.8.15) berisi koefisien %. Koefisien ini menjelaskan transisi ke § (x)
dari deret berbentuk delta yang simetris.
Solusi persamaan (9.8.15), menurut (9.7.47), dapat direpresentasikan dalam bentuk:

ey . Moy
mae?* + EIE* ()™ (cosTl+zsmTlsmm)

1
Y(é’sf)Zﬁ[—
-1
+ k()™ (Cosﬂzﬂ+ .isinﬂ;ﬂsinm)] :

Ekspresi untuk defleksi menggunakan transformasi Fourier invers dapat diperoleh:
untuk w > p

it
e

y(x1) =

o
nElo® cos—

(==]

T 54 b4 wb(f )d& ’,[ Y1§4+“‘ Jeos(&x)d | (9.8.16)
o s(net+at) s(net+a) |

untuk w < p

it
e!

y(x,1)=
nElo™! (:Cpsn—a1

T (§4+Ez]cos(<:x)d§ - ,,T (y1€4+j4]005(€x)d§a . (98.17)
) (& +67) +(n&t+at) (§4+54} +(né*+a*)

Sebutan berikut diambil di sini:
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. T
b k™2 sin—=
k T[az 2—o 4 2
p=|—cos—— “sa = :
m o)

Elo™ cosﬂ—
2

mo? — ko® cos ~22 )
b4 = 2 A= pt (9.8.18)
Eln™ cosnTal

Teori residu yang digunakan untuk menghitung integral tak wajar disertakan dalam persamaan
(9.8.16) dan (9.8.17). Mari kita perhatikan integral (9.8.16). Fungsi integran memiliki kutub
berikut pada Gambar 9.14.

sy gose 1T g - Se_{'(m +5], 9.8.19)

Dimana

Imé

§3 *

54. & o

-R 0 R Ret

Gambar 9.14 Kontur integrasi memiliki empat kutub.

Ekspresi untuk defleksi akan diperoleh setelah transformasi sederhana:

y(x,1)= Se™" [(8481—b482]—i(y15481+b483):|, (9.8.20)
TElw* cosnTal

Di mana
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T= 4[58 (1-72) +2(r2a* - b*)cos da"s* 1+ 72) + (yaa* - b*)’ ]”2
Bi= cos(p —a" +v)+e ™ sin(u +a" —v)
By = ¢ cos(p* +3a” +v)+eH sin(u 30" -v);
i =xSsina’; y¢ =xScosa’;
. S* (1477 )sinda”
g [54(1+}/12)cos4a*+(y|a4—b4)]
Oleh karena itu, ketika @ > p
y(x,1)= A(x,0)exp|of —ip(x,0)], (9.8.21)

di mana amplitudo dan komponen fase defleksi ditentukan oleh rumus:

1 ¢ K ¢ §
A(x,m)= [4;'5.'3’E[4f.:;v'9"1 T \/6_2“ R o sin(,u" + 1 );
(9.8.22)

w 2—@
[—J —1|By+y2B
P

¢(x,@)=tan™' { ¢ e = - (9.8.23)
[;J —1|B +7y2B;

Berikut ini adalah sebutannya:
By =¢ sin (p:"' —a + v) +e ™ cos (p:" +ao - v}
Untuk w < p, fungsi integral mempunyai kutub:

—il+a" +n/2 —i| +a" +3n/4
[ | | ]

51._2 =Se ; 53‘_4 = Se

Ekspresi untuk komponen amplitudo dan fase defleksi akan berbentuk:

~ -1 = =8 GC_Ans . o ~c
A(x,m):[453EIm“1] \Xe_z‘“ +e 2 42 20 sm(,u‘ +,u");
(9.8.24)
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o 2—a
1—[—] By +7,B
P
¢o(x,w)=tan"' T ey (9.8.23)
1—[9] B +7:B;
L p —

Di mana

= —it _ -~ Y . - %
B =¢* cos(,u"—(x +v)+e a sm(,u‘+a —V);

- ¢ . _ =5 — -
By =¢* sm(,u* —a@ +v)+€ a cos(_u‘ +a —V)

uc = ,\'!S'c:ofs[(fF + 7:!4); w=xS sin(d'* + Jrf’4);

8 4

Karakteristik amplitudo dan fase sistem secara keseluruhan adalah fungsi frekuensi yang

. o V)
o =—+

kontinu, meskipun ada ekspresi yang berbeda untuk w > p, dan w < p. Kontinuitas fungsi-
fungsi ini dapat dengan mudah dibuktikan dengan menempatkan w = p. dalam (9.8.22—-

9.8.25).Makab=b =0;60 = i% +rk;a* = % + g + %k, (k = 0,0) dan, oleh karena itu,
pada tittk w =p,u® = [i%; u¢ = fi°, yang menghasilkan amplitudo ekivalen A(x,w) =
A(x, w)dan karakteristik fase:

B B .
-1 b1 -1 bi
xX,m)=tan =tan  —=@(x,®).
o(x, ) B, 5 ¢(x,0)
Perlu dicatat di sini bahwa absis w = p tidak sesuai dengan puncak resonansi karakteristik
amplitudo, meskipun mendekatinya. Ini mengikuti fakta bahwa ¢ (x, w)|,=, # m/2 karena

pada saat ini:
By=B; = e i sin[,u" —o 4+ v)+e"“s cos[,u" +o —v) # 0.

Dalam kasus pembatas pada a; = a, = 0, kita memperoleh:

pada:w <p
A(x,m)= (ﬁME:.:EI)e_S"'NE {sin%+ cos£]; (9.8.26)
2 V2
B(x.0) =+ 2nk, (k =0.=); 9.8.27)
pada:w = p
A(x,0) = (457ET) " (2 +2e7 sinbx+ 1) ; (9.8.28)
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cos bx ) (9.8.29)

e™b% 4 sin bx

¢(x,0)=tan™ (

Jika kita memilih (memisahkan) bagian riil dari solusi (9.8.21), maka dengan w < pdanw = p,
masing-masing, kita memperoleh:

os(wt—nl4) _j, b b.
(o) = 5@ = ){,_;;_\fﬁ(SIIl_‘er cos—Y}

22 EIb? V2 V2
y(x,1)=- (4E1b3 )_l [(’_h" cos @t + sin(bx — ot )]

Ekspresi terakhir bertepatan dengan yang diperoleh dalam.

Akhirnya, dengan asumsi dalam (9.8.28) dan (9.8.29) bahwa k = 0, kita memperoleh
solusi yang diketahui dari masalah osilasi harmonik paksa dari balok konservatif tak terbatas.
Berdasarkan ketergantungan yang diperoleh, grafik berikut diplot: (a) karakteristik amplitudo-
frekuensi balok tak terbatas pada pondasi elastis (untuk bagian tengah), dengan
mempertimbangkan sifat disipatif hanya bahan pondasi elastis (y; = 0) Gambar 9.15; (b)
karakteristik koordinat amplitudo balok tak terbatas tanpa memperhitungkan pondasi elastis
(y, = 0) pada frekuensi osilasi paksa w = 10* Gambar 9.16.

Perlu dicatat bahwa plot ketergantungan pada (ditunjukkan dengan garis padat) adalah
garis lurus yang tidak sejajar dengan sumbu absis. Dalam kasus ini, redaman sepanjang
panjang balok disebabkan oleh efek radiasi energi pada tak terhingga. Dari Gambar 9.16, jelas
bahwa redaman tidak signifikan dibandingkan dengan redaman akibat gesekan internal.

Penurunan amplitudo osilasi di penampang pusat balok tak terbatas, yang tidak
terletak pada alas elastis, adalah (sebagai persentase amplitudo paday; = 0): 1.5% paday; =
0.01; 7.7% paday;=0.05;11.8% paday; =0.1. Halinidapat dijelaskan dengan memasukkan
persamaan (9.8.5), k = 0,x = 0, w=10% sehingga penyelesaian persamaan osilasi untuk
bagian tengah balok tanpa alas elastis akan memiliki bentuk sebagai berikut:
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Gambar 9.15 Respons amplitudo dan frekuensi (karakteristik) berkas tak terbatas pada alas
elastispaday; =0,(1 -y, =0;2->y, =0.1;3 - y, = 0.2)

logA 5 10 15 20 25 30
10| 1
---__-_‘1>‘------
—20 q‘.-i‘ ‘_""‘"--0-._.______________ 5
l.l N
_30 F
x ®
Ak
—40 *k
4 3
/

Gambar 9.16 Respons amplitudo-koordinat (karakteristik) balok tak terbatas pada pondasi
elastis pada:y, =0,(1 >y, =0;2 -y, =0.01;3 -y, =0.05;4 -y, =0.1)

ﬁ b o
3 TS = =Y =tan——
4S°EI-10 \/1+yl~ 2

Al(]’l)=
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Gambar 9.17 Karakteristik relatif amplitudo-frekuensi osilasi penampang dalam koordinat
logaritmik 1 » x; =2;2>x=10;3 - x =20

Studi tentang ketergantungan redaman spasial osilasi harmonik pada frekuensi
gangguan memiliki beberapa kepentingan praktis. Grafik ketergantungan logaritma desimal
dari rasio amplitudo osilasi bagian tengah A, balok terhadap amplitudo osilasi bagian dengan
koordinat arus A, pada frekuensi pada nilai koordinat yang berbeda dibuat untuk tujuan ini
Gambar 9.17. Analisis grafik menunjukkan bahwa: a) pengaruh parameter redaman pondasi
elastis pada osilasi seluruh sistem lebih besar daripada pengaruh parameter redaman balok;
b) penyerapan energi karena disipasi pada tak terhingga lebih kecil daripada dari gesekan
internal.
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BAB 10
INTERAKSI STRUKTUR DENGAN TANAH DAMPAK SEISMIK

Bab ini mengkaji masalah perambatan gelombang elastis dalam medium berlapis yang
tidak homogen dan menganalisis kasus perubahan modulus geser dan kerapatan hukum
eksponensial dan pangkat. Dalam bab ini, kami menyajikan solusi baru untuk masalah ini yang
dapat digunakan dalam studi osilasi medium laminar.

Solusi dari masalah bidang teori elastisitas untuk lapisan dianalisis. Penelitian saat ini
membahas masalah interaksi struktur dengan tanah di bawah aksi seismik. Basis adalah
medium dua lapis. Lapisan atas diasumsikan heterogen secara vertikal, yang bertumpu pada
lapisan yang benar-benar kaku.

Bab ini juga menyajikan solusi dari masalah dinamika bidang teori elastisitas untuk
lapisan yang tidak homogen, sebelum melanjutkan ke solusi masalah interaksi struktur dengan
basis. Metode fungsi awal untuk memecahkan masalah dua dan tiga dimensi keseimbangan
statis sedang digunakan. Selain itu, kami mempertimbangkan penyelesaian masalah
perambatan gelombang di lapisan homogen menggunakan metode fungsi awal sebagai kasus
khusus.

Selanjutnya, kami menyajikan solusi masalah interaksi struktur dengan tanah di bawah
aksi seismik. Solusi terakhir diperoleh dengan menggunakan metode fungsi awal. Pengaruh
bangunan dan struktur yang terletak di dekat struktur yang diberikan pada keadaan
tertekannya harus diperhitungkan. Rumus yang dihasilkan memungkinkan kita untuk
menentukan pengaruh interaksi antara tanah dan dasar struktur dalam arah horizontal dengan
akurasi yang cukup tinggi.

10.1 PERAMBATAN GELOMBANG SEISMIK DI MEDIA LAMINAR YANG TAK HOMOGEN
Perambatan gelombang di media yang tidak homogen dipelajari untuk menentukan
hukum variasi dalam modulus geser dan kerapatan, diperoleh beberapa solusi perkiraan dan
eksak. Solusi baru untuk masalah ini ditemukan di bawah ini untuk digunakan dalam studi
osilasi media laminar. Osilasi harmonik media elastis tak homogen dijelaskan oleh persamaan:

d*w  dw dG

G(x) LY v ay
() dx?  dx dx

+@’p(x)w=0 (10.1.1)

Dimana w —perpindahan medium, w — frekuensi sudut osilasi G (x), p(x) modulus geser dan
kerapatan medium, masing-masing. Mari kita periksa kasus, Ketika G(x) dan p(x) berubah
secara eksponensial:

G(x)=Goe™, p(x)= ppe™ (10.1.2)

di sini Gy, py, a, b — konstan.
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Dengan mensubstitusi (10.1.2) ke (10.1.1), kita memperoleh:

e'x-‘Gn[j” +a%+a“ (b- “)"'w:|=0. (10.1.3)
X

Persamaan (10.1.3) diselesaikan dalam fungsi Bessel, jika b —a # 1. Dalam hal ini solusi
persamaan (10.1.3) direpresentasikan dalam bentuk:
a. Jika a adalah bilangan bulat, maka

X X X X
w=Ae 21, [20.«0(:2 ]+ Be 2H, {2&003 J (10.1.4)
b. Jika a bukan bilangan bulat (friksional, nonintegral), maka
S x —aX x
w=Ae 21,|20¢pe2 |+Be 21,|20pe? |, (10.1.5)

Di mana ¢ = wzg—Z,Al,Bl konstanta sembarang, I,(x),1,(x) fungsi Bessel jenis pertama,

H, (x) fungsi Hankel jenis pertama.
Jika b —a = 1, persamaan (10.1.3) diselesaikan dalam fungsi dasar:
dengan 4a3 —1> 0

tq|—

[A] LOb—q,'4aU -1+ B 5111—«.!4&0—1] (10.1.6)

Dengan 1 —4a3 >0

w:A]e[ 272V “lx + B]J 272 (10.17)

Penyelesaian persamaan (10.1.1) dalam fungsi khusus ditemukan ketika variabel G(x) dan
p(x) diberikan dalam bentuk:

1

G(_\-)=GU(1+k§] : p(x}zpu(uk‘?"] (10.1.8)

di mana Gy, py, k, [, m dan n — adalah konstanta.
Dalam kasus lapisan dengan ketebalan akhir, [ — adalah ketebalan lapisan. Dengan
mensubstitusikan (10.1.8) ke dalam (10.1.1), kita memperoleh:

x " d*w k V" dw o xY
G{j(l+k?) +GUFHT[]+';‘ ) —+ﬂ]~p{j(l+k?) w = ().

dx? !
(10.1.9)

Dengan melakukan penggantian variabel bebas sesuai dengan rumus 1+k§=z dan

mengkonversi (10.1.9), kita memperoleh:
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2., ,
GU:H} {:2 dl 1: + }«H:ﬂ'i,’_az:”_i”‘bzu‘ = 0, (101.10)

d=z= dz

Di mana
!r2

o’ =0’ py—
! Gok2

Solusi persamaan (19.1.10) dinyatakan dalam fungsi Bessel:

Jikav = —2 adalah noninteger (friksional), maka
n-m+2
l=m
u':(1+k%] > [l (b)+ BL, (b)] (10.1.11)
. 1-m .
Jikav = adalah bilangan bulat, maka
n—-m+2
1-~=(l+k§] * [, (b)+ BiH, (b)), (10.1.12)
Di mana
n—m+2
h= 2% (1+ki) :
n—m+2 /
0y

G (X1 po(X1) % 1

Gi(Xi)i pi(Xs) Xi

G‘I’l"‘ l[Xn+1): pﬂ"‘i(X'l’H'i)

X

SRR ER R R RN N RN NN AEE]

Gambar 10.1 Diagram setengah ruang laminar.

Mari kita periksa osilasi ruang setengah laminar di bawah eksitasi gelombang geser seismik
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horizontal;, Gambar 10.1. Kami berasumsi bahwa perpindahan gelombang yang mendekati
batas lapisan n dan n + 1 diberikan, dan penentuan perpindahan di lapisan atas diperlukan.
Perpindahan wi di lapisan ke-i dicari dalam bentuk:

wi(x)=A4X;(x;)+BZi (x;): 0<x; <1, (10.1.13)

di mana X;(x;),Z;(x;) adalah solusi persamaan (9.9.10), yang ditentukan oleh ekspresi
(10.1.11) atau (10.1.12), A;, B; — adalah konstanta sembarang, [; — tinggi lapisan ke-i.
Memenuhi kondisi kontinuitas dan tegangan pada permukaan kontak lapisan ke-i dan ke-i +
1 kita memperoleh:

A1 Xis1(0)+ Bi1Zi41 (0) = 4 X; (1) + B.Z; (1;),
(10.1.14)
Giat (0)[ A1 X741 (0)+ Baa {21 (0)] = Gy (1) 47 (1) + BiZ{ (1) ].

di mana melalui G;(l;) dan G;,1(0) ditetapkan nilai variabel tinggi modulus geser lapisan ke-i
dan ke-i + 1,masing-masing pada penampang X; = [; dan X;,; = 0.
Dengan menyelesaikan persamaan (10.1.14) relatif terhadap A; dan B; , kita memperoleh:

A =401+ Biabiy, 1=12,...n

B; = 41641 + Bidia; (10.1.15)
Ay As; As; Ay

i1 =—C, bu=—2, Gu=—r, dag=—2
Api Ao, Ao, Ag;

Aoi =G (L) X (1) 2 (1) - Z; (1) X7 (1) ].
Aii = G; () Xi+1(0) Z{ (1) = Gi41 (0) Zi (I;) X741 (0),
Ayi =G (I) Z111(0) Z{ (1) = G141 (0) Z; (1) 2111 (0),
Asi =G (0) X (5) X0 (0) =Gy (1) X0y (0) X7 (1)
Agi = Gip1(0)X; (1) Z{41(0) = Gi (1) Zi41 (0) X7 (1)
Selanjutnya, kondisi tidak adanya tegangan pada permukaan bebas harus dipenuhi:
G (0)[AIX((0)+ BlZf(O]}zﬂ (10.1.16)
Nilai perpindahan gelombang datang pada penampang X;,; = 0 juga diberikan:
Gptl (0)[AHHX,,+| (0)+ B, s1Zp41 (U)] =C (10.1.17)

Dengan menggunakan kondisi (10.1.15), (10.1.16), dan (10.1.17) semua koefisien A; dan

B; (i = 1,2,..n+ 1) dapat ditentukan. Untuk melakukan ini, nilai A; dan B; [ditentukan dari

(10.1.15) dengan (i = 1,2, ...)] disubstitusikan ke dalam ekspresi A; dan B, [ditentukan dari

(10.1.15) dengan (i =1)], dan dengan menggunakan (10.1.16), dan (10.1.17), kita

memperoleh dua persamaan, yang darinya A; dan A;,,ditentukan. Dari (10.1.16) dan
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(10.1.17) kita hitung B; dan B;,4, sedangkan dari (10.1.15) semua koefisien yang tersisa
dinyatakan melalui C.

Mari kita periksa osilasi media nonhomogen dalam bentuk dasar satu lapis. Untuk
kasus ini, kita dapat menggunakan rumus yang diturunkan di atas dengan n = 1. Kita
asumsikan bahwa di lapisan atas, modulus elastisitas G meningkat dalam kedalaman menurut
hukum linier (m = 1), dan densitasnya p konstan (n = 0). Dalam kasus ini, kita asumsikan k =
1/ 2,2, yang sesuai dengan peningkatan modulus geser dalam batas lapisan atas sebesar 1,5
dan 3 kali. Sebagai perbandingan, kita juga memeriksa kasus G konstan dan p(m = 0,n = 0)
Kita tentukan perpindahan relatif W;(0) = W;(l,):

Wi(0) — X1(0)Z{(0)=Z(0)X{(0)

wi(h) X1 (h)Z{(0)-Zy (k) X{(0) (10.118)

Di mana

tu|_.

X, (x)=1I, 2a,fl(1+k§) :
1
x\2
Z|(x)=Y, 2“1!'1(”'%?)“ . 0 ==

(0]
1

W0}
wil)

10 T T
! :

l ——rm=0n=10 }:I

8 |

\
| etV L
. E \

1 2 3

Gambar 10.2 Ketergantungan perpindahan relatif permukaan bebas lapisan pada bilangan
gelombang.

Yo(x) — fungsi Bessel jenis kedua orde nol, c; — kecepatan rambat gelombang geser dalam
lapisan dengan modulus elastisitas konstan, [; — tinggi lapisan. Ketergantungan perpindahan
relatif lapisan permukaan bebas W;(0) = W;(l,) pada bilangan gelombang a;l; dihitung
menggunakan rumus (10.1.18), dan dibangun menurut Gambar 10.2.
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Untuk kurva ini, nilai-nilai yang ada di mana fenomena resonansi terjadi. Dalam kasus lapisan
dengan modulus elastisitas konstan a;l; = 1.57. Dengan modulus elastisitas variabel, lapisan
atas lebih kaku dan frekuensi resonansi sama dengan a;l; =1.775 dan a;l; =2.36, yaitu lebih
besar daripada lapisan dengan karakteristik konstan. Perpindahan permukaan bebas dengan
frekuensi tetap Bhi/1 pada lapisan dengan modulus geser konstan lebih besar daripada pada
lapisan dengan modulus geser variabel.

10.2 SOLUSI MASALAH BIDANG TEORI ELASTISITAS PADA LAPISAN TANAH

Selama gempa bumi, kondisi tanah memainkan peran penting dalam besarnya beban
seismik pada bangunan dan struktur. Standar desain saat ini memperhitungkan pengaruh
kondisi tanah terhadap beban seismik dalam desain, tetapi pekerjaan penelitian dalam arah
ini akan terus berlanjut untuk waktu yang lama. Alasannya adalah keinginan untuk
mendapatkan solusi yang benar-benar akurat secara matematis untuk masalah kompleks
interaksi struktur dengan tanah, dengan mempertimbangkan heterogenitasnya, koherensinya,
dan banyaknya lapisan.

Penelitian yang disajikan membahas masalah interaksi struktur dengan tanah di bawah
aksi seismik. Basisnya adalah media dua lapis. Lapisan atas diasumsikan heterogen secara
vertikal, yang bertumpu pada lapisan bawah yang benar-benar kaku, yaitu, pada dasar yang
benar-benar kaku. Dengan menggunakan metode fungsi awal V.V. Vlasov, masalah bidang teori
elastisitas dinamis untuk suatu lapisan dipecahkan. Nilai beban seismik yang bekerja pada
struktur yang terletak di atas dua lapisan tanah ditentukan.

Nilai beban seismik, yang bergantung pada parameter fisik dan mekanis tanah,
diperoleh. Pengaruh osilasi bangunan dan struktur yang terletak di dekat struktur yang
dipertimbangkan pada keadaan tertekannya juga diperhitungkan. Solusi yang diperoleh
memberikan kemungkinan untuk menentukan pengaruh interaksi bangunan dengan tanah
pada getaran horizontal dan vertikal. Metode yang diusulkan untuk perhitungan seismik
bangunan relatif sederhana tetapi pada saat yang sama, ia mendefinisikan interaksi bangunan
dengan tanah dengan akurasi yang memadai.

Masalah interaksi struktur dengan tanah berbeda dengan pilihan model dasar. Dalam
banyak karya, media elastis satu dimensi isotropik yang terdiri dari beberapa lapisan diambil
sebagai dasar tanah tempat gelombang elastis geser merambat. Penyederhanaan model ini
membuatnya relatif mudah digunakan dalam menentukan perambatan gelombang seismik
dari lapisan bawah ke permukaan tanah paling atas.

Penggunaan model pondasi satu dimensi memungkinkan memperoleh hasil kualitatif
dan kuantitatif yang andal. Perhitungan dilakukan baik untuk aksi harmonik maupun untuk
kasus ketika percepatan di lapisan bawah berubah sesuai dengan catatan percepatan gempa
bumi yang kuat. Analisis data yang diperoleh menunjukkan bahwa pada permukaan tanah
bebas terjadi perubahan akselerogram, amplitudo osilasi, serta perubahan frekuensi osilasi.

Untuk struktur kaku, kondisi tanah memiliki pengaruh besar pada efek seismik dan
dapat menyebabkan perubahan besarnya pengaruh seismik dalam 1-1,5 Ms. Berdasarkan
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penelitian yang dilakukan ditemukan bahwa interaksi optimal struktur dengan tanah adalah
kasus-kasus berikut: tanah yang dapat dideformasi — struktur kaku; tanah kaku — struktur
elastis. Metode elemen hingga digunakan untuk memecahkan masalah interaksi struktur
dengan tanah. Dampak seismik dapat direpresentasikan pada tingkat batuan keras (basal,
diorit, dolomit, granit) serta pada tingkat pondasi struktur.

Model matematika ini mengandung sejumlah besar derajat kebebasan dan
perhitungan pada komputer membutuhkan waktu dan memakan waktu serta melelahkan.
Interaksi horizontal suatu struktur dengan gelombang seismic. Secara awal (tentatif)
diasumsikan bahwa untuk suatu titik tertentu pada permukaan dasar, besarnya percepatan
diketahui. Dengan menggunakan penyelesaian masalah dinamika bidang teori elastisitas,
diperoleh persamaan integral tipe Volterra. Penyelesaiannya menentukan percepatan
permukaan tanah. Pada saat yang sama, percepatan tersebut sesuai dengan keberadaan
bangunan bertingkat. Dengan memiliki nilai percepatan pondasi bangunan, maka besarnya
gaya seismik yang bekerja pada bangunan ditentukan.

Dua jenis struktur bangunan dipertimbangkan: pembangkit listrik tenaga nuklir, yang
merupakan struktur yang sangat kaku; dan, bangunan sepuluh lantai yang dapat diterima
sebagai relatif fleksibel. Hasil kuantitatif diperoleh yang mengkarakterisasi besarnya gaya
seismik yang bekerja pada bangunan ini, tergantung pada kondisi tanah.

Data numerik yang diperoleh mengkonfirmasi pengaruh signifikan kondisi tanah
terhadap besarnya beban seismik yang berdampak pada bangunan dan struktur. Pada saat
yang sama, pengaruh kondisi tanah lebih signifikan untuk bangunan dan struktur kaku, yang
menyebabkan penurunan gaya inersia yang bekerja pada bangunan dan struktur. Untuk
bangunan bertingkat yang relatif fleksibel, dengan mempertimbangkan interaksi struktur
dengan tanah dapat menyebabkan penurunan gaya inersia dan peningkatannya. Dalam karya
lain dari penulis yang sama, interaksi struktur dengan tanah pada osilasi vertikal diselidiki.

Tinjauan terhadap tanggapan kritis terhadap penelitian di bidang ini menunjukkan
bahwa penelitian lebih lanjut diperlukan dalam arah ini untuk mendapatkan data yang dapat
diandalkan yang digunakan dalam praktik konstruksi.

Tugas prioritas meliputi yang berikut ini: memecahkan masalah interaksi struktur
dengan tanah, dengan mempertimbangkan kondisi kontak (kondisi kontak harus terpenuhi);
penelitian dan penilaian beban seismik dari pengaruh bangunan dan objek lain yang terletak
di sekitar struktur yang diselidiki; penelitian di bidang penilaian dan penghitungan
heterogenitas kondisi desain tanah/tanah memperhitungkan pengaruh kondisi tanah/tanah
terhadap beban seismik.

Penyelesaian masalah bidang teori elastisitas untuk lapisan yang tidak homogen dalam hal
ketinggian

Untuk menyelesaikan masalah interaksi struktur dengan tanah di bawah pengaruh
seismik, lapisan homogen dengan ketinggian konstan atau lapisan tidak homogen dengan
panjang tak terhingga yang terletak di atas dasar yang benar-benar kaku diambil sebagai model
dasar. Mari kita pertimbangkan penyelesaian masalah dinamika bidang teori elastisitas untuk
lapisan yang tidak homogen, sebelum melanjutkan ke penyelesaian masalah interaksi struktur
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dengan dasar.

Penulis menggunakan metode fungsi awal untuk menyelesaikan masalah dua dan tiga
dimensi keseimbangan statis. Persamaan keseimbangan untuk gerakan benda elastis dalam
keadaan tegangan bidang memiliki bentuk berikut:

E]o'_\. af_r__\' _ azﬂ
ox oy Poar
(10.2.1)
aT.\'. v agr al v
Rl By
dx dy dt-
Hubungan antara tegangan dan regangan disajikan sebagai berikut:
26 [ou v
O,=—|—+Vv—
1-v|ox Yy |
26 [dv ou]
o, =—|—+v— 10.2.2
Y ol-v]|ay ox | [ )

ou du
el L
Fx.) |:3y - ax]

Berikut ini adalah notasi yang diterima secara umum: u, v — perpindahan sepanjang arah
X,Y, 0y, 0, — tegangan normal pada penampang bidang x = konstan, dan y = konstan;
Ty,y —tegangan geser; G - adalah modulus geser; adalah rasio Poisson.
Mari kita tambahkan notasi berikut:

Tyy = X; Oy = Y % =0 % = }81{% = 5 (10.2.3)
Kami berasumsi bahwa parameter G dan v berubah tergantung pada tinggi lapisan, yaitu, G =
G(y); v = v(y).Dalam proses penyelesaian masalah, semua perpindahan dan tegangan pada
permukaan y = 0 dinyatakan menggunakan fungsi yang diberikan: U,(x,t),Y,(x,t),
af(x, t) =Y, Tg,y(x, t) = X,; Gambar 10.3. Dengan mempertimbangkan notasi tambahan
(9.10.3), kami mengecualikan tegangan normal o, dari (10.2.1) dan (10.2.2).

% Vﬂ[x: t) %

0 0 . ——
Tey(X, )
> ad(x,0) Uo(x,8)

= -Q—F'J‘—l-|

Gambar 10.3 Diagram lapisan.

Dengan demikian kita memperoleh ekspresi berikut:
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1
U=-ov+—=X
p G
BV = —wxu+1——v}’
2G
BX = [pﬁjz —20:G(l+v)]u— voY

(10.2.4)

BY = pEV —ax
Penyelesaian sistem persamaan yang diperoleh ditemukan dalam bentuk deret Maclaurin:
* U ﬁ Uo
; (1+;,3+J’ B, ] 2 (10.2.5)
R Xo

dimana Uy(x, 0,t),Y,(x, 0,t), Vo (x, 0, t)dan X,(x, 0, t) adalah fungsi awal; BU,, BV, BXo, BY,
ekspresi ini didefinisikan dari (10.2.4), misalnya:

ﬁUIU = —CCVU + LXU
Go

dan seterusnya.
Ekspresi f2U,, B2V,, B2X,, B2Y,, dan juga turunan orde yang lebih tinggi ditentukan dengan

penggunaan berulang dari ekspresi (10.2.4).
5 X 1 1
,ﬁ‘U:—aﬁV+ﬁ—G :—a(ﬁV]+E[,3X)+ﬁEX (10.2.6)

Kita substitusikan ekspresi BV's dan BX's ke dalam persamaan (10.2.6), kita peroleh:

BU = [Vaz +Ber 21+v) "](aGa)]U

(10.2.7)

,3 Yo [(1+v) ]Y
2G
Kami menggunakan skema yang sama untuk ekspresi berikut:
BV = [—“'V]gz P vaz]V——(1+v)aX+ U-vigly
2 G 2G 2 G
B2X =[&2(Bp)-2(1+v)(BG)a? |U +(1+v)[ -E2 por + 2Ge® |V
+ [EGﬂ- (2+v)052])( (10.2.8)
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BY = (1+v)[-Epa+2Ga* U +E (Bp)V
+ [M;z P _ wxz:IY
2 ° G

Kemudian kita tentukan turunan orde yang lebih tinggi (dalam kasus kita hingga orde
keenam). Kita substitusikan ekspresi yang diperoleh untuk turunan orde yang lebih tinggi
dalam (10.2.5). Ekspresi yang diperoleh untuk turunan orde yang lebih tinggi dihilangkan
dalam (10.2.5), dan kita lakukan penataan ulang (pengelompokan ulang) yang sesuai
sehubungan dengan perpindahan dan tegangan. Hasilnya, kita peroleh ekspresi berikut:

v ] Lyv  Lyy Lyx Lyy 1 Uy
V Lyy Ly Lyy Lyy Vo
X |=| Lyv Lxyr Lyxx Lyy || Xo (10.2.9)
Y Lyy Lyy Lyy Iyy Y,

[ 9] | Loy Loy Lox Loy || o |

Lyu, Lyy, ... dan juga ekspresi lainnya didefinisikan dengan presisi hingga y®. Namun, di sini
kita akan membatasi diri dan memberikan ekspresi dengan akurasi hingga y*, karena bekerja
dengan deret tak terhingga, dan dibatasi oleh persyaratan monograf, serta tidak praktisnya
(tidak praktisnya) menunjukkan semua perhitungan matematika yang monoton.

pG =1+ [g“é (2+v)a3]

0

+ %[gz(ﬁg)“ +§2(ﬁé)u “Po _E(Hﬂ(ﬁé]u 'Guﬂ’z]

(0 8) o) el L) o

- 201+v) B ) (86, =301+ B 5 ) G

0

N ﬂzjzoﬁ +(2v+3)a? +§4(£1) ]+ (10.2.10)
2 G

Kalau begitu mari kita perkenalkan notasi baru, sebagai pengganti ﬂg;ﬁG dan seterusnya kita

menulis

Loy :-yog+%[—%-§(3+v)+ (2+v)a’ ]+ (10.2.11)
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IR Tl P B IRl Y (- 20 B A LJ
IL'X_}'G+2[’BG]+24{§ ('BG ¢ Pt P

PR CLil0 RS P (10.2.12)
G 2 G
[ 1 N, (2
L”_z[ 2 Ga]+6[ y Pge
) 2 o
yvo-ov 3.52,%05_7(”4")-_32-lcx+(1+v]i-a3 +ee
24 4 G- 2 G G
(10.2.13)
32—y
Lyy = y(=va)+ %[VTME -goﬁ (1+2v)-a? ]
4 (2'.-'2—3'.-'—1] 2_y=2 1
y g2gP vV V=L 2 gt
+24” 2 T
+2(l+v)ﬁé-6a3}+--- (10.2.14)

(10.2.15)

- ,Bz-éa+{1+v)é-a3]+---

(10.2.16)
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2 PG

+--- (10.2.17)

Lyy = y[ p&> -2(1-v)Ga’® |+ é[ézﬁp—E(Hv]BGaz]

y?

s [54%2+§2,sz+ §3(v3—2v—4]pa 22(1+v) B*Ga?

+4(1+v)Ga'' | +§[545%2+ E2p*p+2(v: -v-3) & pa’

-2(1+v)B’Ga? +8|:1+V},BGITJ!4+§4,B,‘I)£ - 54,8,03 p
G G

—2(1+v).§2,BG%cx2—2{l+v)§2ﬁ%Gaz]+--- (10.2.18)

1=

¥ 2 3 }’3 2
Lyy = ?[(H v](-g‘ po+2Ga )]+ 3 [-2(1+v)&* Bpar

4

2 5
+4(1+v) BGo |+ L[w&%a—(3+v]ﬁ2p £

—(v2—4v—5)§2pa3+6(1+ v)fsza3—4{l+v)Gth:|+---
(10.2.19)
2 3
Lyy =1+ %[52 %‘ (2+ v]az:l + %[éz[ﬁpéJr ﬁg)—Z{Hv)ﬁGéaz]
1 (vi-2v=7) 2

4 2
! b 2 > 44
+}_{54P_’* B L U0 A

+(3+2v)at+ f,‘zﬁpﬁé +ep Lo 2(1+v],36,8éa2]+---
(10.2.20)
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Lyy = y(-va) + LB (v2—2v—1)£-£a+(1+2v)0{3
) 6 2 G

v:-—2v-3
o 3 52,9,0%0:+%ﬁ%a+2(l+v]ﬁ6éa3]+---

(10.2.21)

2

Lyy = [(1+v](§ po+2Ga ]]+—[ (1+2v)<§2pa+2(1+v],860:3]

2
‘ ;;:[—(l+3v)§2ﬁ2pa+ 2(1+v]ﬁZGa3+w§4~§a

+(<2v2 +5v+6)E2pa +2(-v2 = 3v-2)Ga® |+
(10.2.22)

2 31— 2
v =2(08)+ () | (506 e 1 pa

2(1+v)Ga |+ - + %[2(1-2@52,3;;0{2 - 4(1+v)BGa*

02 o2 | @é“ﬁ%pk
(10.2.23)

Lyy = —ya + «‘ﬂ 22 pa+2(l+v}a ] —[-—(1+v)§ ﬁp—

+z(1+v)56%-2§25§ _- ")gﬁp }

(10.2.24)

A2
+[ 2v +5v+1) ézﬁag_(v2+2v+1]a4]+,__

2 G

(10.2.25)

Dari ekspresi (10.2.9) dapat disimpulkan bahwa untuk menyelesaikan masalah tersebut,
diperlukan nilai dari empat fungsi awal. Empat kondisi batas ditetapkan pada permukaan
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bawah dan atas lapisan. Kondisi batas pada permukaan tersebut adalah sebagai berikut:
oy (x,ht)= fi(x.1)
Ty (X 0,1) = fo(x,1)
u(x,0,¢)=0 (10.2.26)
v(x,0,1)=0

Untuk permasalahan interaksi suatu struktur dengan gelombang seismik, kondisi batasnya
mempunyai bentuk sebagai berikut:

o, (xht)= fi(x.1); To(x.ht)=fr(x.1) (10.2.27)
u(x,0,6)=ywi(x,1); v(x,0,t)=y2(x,1).

Penyelesaian masalah perambatan gelombang pada lapisan homogen dengan metode
fungsi awal

Permasalahan perambatan gelombang pada lapisan homogen dapat dianggap sebagai
kasus khusus perambatan gelombang pada lapisan tak homogen jika (pada):

(G(»)=G; p(»)=p)

Metode lain untuk penyelesaian masalah ini digunakan di mana ekspresi untuk operator
diberikan. Kami juga memperoleh ekspresi untuk operator dan mengoreksi beberapa ekspresi
yang diperoleh dalam karya oleh V.C. Das dan AV. Setllur. Ekspresi lain untuk operator juga
diperoleh L,y; Lyy; Lox; Loy, yang tidak ada dalam studi di atas. Dengan mempertimbangkan
pentingnya operator ini, serta berbagai kegunaannya dari sisi kami, di bawah ini adalah
ekspresi untuk operator ini. Perhatikan bahwa untuk lapisan homogen dalam ekspresi (9.10.9)
nilai ditentukan U = uG;V = v(G. Dalam kasus ini, semua penunjukan yang diadopsi dalam
(9.10.8) valid, kecuali:

PO _ o
G or’ 5
(20’2 -8 20
Ly =Lyy =— 6—2005}’1}-‘4- 52 COs¥Y2V, (10.2.28)
20(a? - &2 al20? - &2
L[;[.' = L}’}_' = (—._,5)3111 Y y— 5 5 )Siﬂ Y2y, (10229]
71&” y26°
ol 2 4
o~ —E- 2
Lyy = -Qsiny.ﬁ“—,sinm: (10.2.30)
71&” 726"
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o o
Lyy =Lyx =— 5—2*205 niy+ 5—2*205 Y2
a(Zaz—sz) , 05[2052—(1—1»]52] )
Lyy =Lyy = s——siny;y— 3 sinysy;
né Y28
2 20‘.’2— 2
o
Lyy = Lyy = —5-cosyy ( 63 )cos Y2).
z 2000 —(1-v) 2] ‘
Lyy = ——smy y— 5 siny,y;
4! 2y,8°
(202 -82) [202-(1-v)&2]
Xt 52 sSmy;y— 52 vs smya2 v,
1
2a(20% - £2) 2a(20% - )
Lyy =Lyy = 2 cosyy— 22 cos Yy
2
—40? (az - “) ) (20{2 —sz) ‘
Lyy = 5 SNy y+-—————siny,y;
né” Y28
2a(20% - £ 2
Ly v=- %cos Yiy+ é—f(zaz +vE? )cc}s Y2y
40’ (a® - &%) (207 - &%) (202 +vE?)
Ly yp=————=sinyy - siny, y;
! g 728
205(052—52) _ a(2a2+§2] _
Loyx =— ——F——siny1y+ ———z——siny2y;
ns Y28
__ 2 (202+8%)
Lﬁ_\_}’ == —2{ osy1y+ T COsSY2 ¥,

Sebutan berikut diambil dalam ekspresi di atas:

J I-v
n= \fﬂfz-ézi?’z = az-Téz
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(10.2.31)

(10.2.32)

(10.2.33)

(10.2.34)

(10.2.35)

(10.2.36)

(10.2.37)

(10.2.38)

(10.2.39)

(10.2.40)

(10.2.41)

(10.2.42)

Solusi yang diperoleh dalam ekspresi (10.2.9), (10.2.10-10.2.25) serta (10.2.28-10.2.42)
mengkarakterisasikan keadaan tegangan bidang. Untuk memperoleh solusi yang sesuai
dengan keadaan tegangan-regangan bidang, perlu mengganti koefisien berikut v dan G dalam
rumus di atas dengan v*; G*. Koefisien tersebut terkait dengan yang sebelumnya sebagai
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v =—:G =G (10.2.43)

Interaksi struktur dengan tanah akibat benturan seismic

Kami berasumsi bahwa pondasi adalah lapisan dengan tinggi konstan yang bertumpu
pada pondasi yang benar-benar kaku. Struktur yang bertumpu pada lapisan tersebut berada
pada jarak yang sama satu sama lain.

q‘ﬂ(er) 1‘

Vuﬂx,r}l P 4 orn ()

b2 bj2 *

ST irrryrr i irrirrriiyrririrrriiy
— X

[ N A R T

1 A T A

1 i [ i I )

Gambar 10.4 Skema struktur dan lapisan pondasi.

Pondasi struktur juga diasumsikan benar-benar kaku (Gambar 10.4). Perpindahan vertikal dan
horizontal pada bidang y = 0 diberikan Uy(x,t) dan Yy(x,t). Berdasarkan (10.2.5) dapat
disimpulkan bahwa Uy (x, t) dan Y,(x, t). adalah fungsi awal. Dua fungsi awal lainnya dapat
diperoleh dengan menggunakan dua kondisi batas pada permukaan. Kondisi batas ini
ditetapkan pada permukaan lapisan y = h.

Perpindahan struktur dan besarnya gaya seismik ditentukan dengan menggunakan nilai
fungsi awal. Perlu untuk menentukan pengaruh perubahan parameter tanah terhadap
perpindahan struktur dan percepatan. Pernyataan masalah juga memungkinkan kita untuk
mempelajari pengaruh bangunan dan struktur di sekitarnya. Dengan mengubah jarak antara
struktur [, perlu untuk menentukan bagaimana kedekatan lokasi bangunan dan struktur
memengaruhi besarnya gaya seismik.

Pada permukaan y = h kita akan memenuhi kondisi batas:

Y (x,h,t) = Lyy (h)Uy (x)+ Lyy (h)Vo(x)+ Lyy (h) Xo(x)
+ Lyy UI)YQ (x] = Q(—Y:f];

X (x,h,t)= Lyy (h)Uy(x)+ Lyy (h)Vy(x)+ Lyy (1) Xo(x)

+ L‘X v (»':IT)YU ()J) = P();, 3]‘ (10244)

Mari kita pertimbangkan kasus ketika dampak seismik dimodelkan oleh hukum harmonik:
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Up (x,0,1) = Uge'® ; Vy (x,0,) = Voe™!. (10.2.45)

Dalam kasus ini dalam sistem persamaan (10.2.44), hal-hal yang tidak diketahui serta
tegangan-tegangan di dasar berubah seiring waktu menurut hukum harmonik. Dengan
mengingat bahwa dalam arah permasalahannya adalah periodik. Fungsi-fungsi awal yang tidak
diketahui serta tegangan-tegangan yang bekerja di dasar struktur dicari sebagai fungsi-fungsi
trigonometri dengan koefisien-koefisien yang tidak diketahui:
X, = e Z(.';c cosax+by sinax ; Yy =" 2{';{ cos o X +dj sinax;
k=0 k=0

oo

g = e Zl?k COS Oj X + [} sinoty x;
k=0

P =" Eg;( cos o x+ My sinagx.
k=0

Di mana
2T

oy :kT

Fungsi trigonometri yang disajikan dengan koefisien yang tidak diketahui disubstitusikan ke
dalam (10.2.44), kita memperoleh:

Lyy (h)e™" Z(ak COS 0 X + by sin o x)
k=0

oo

+Lyy (ll)eiQ’IZ(('k COS O X +dj, sin (Xk.\‘)
k=0

oo

= —Lyy (h)Vpe'® +e'®" Zek CoS Oy X + fi sSino x; (10.2.46)
k=0

Lyy (h)e'®" Z(ak Cos O X + by sinoyx) +
k=0

+Lyy (h)e'® Z(c'k COS O X +dy sinox) =
k=0

= — Lyy (h)Uge'®" + ™ E g) COS 0y X + Iy, sinay x;
k=0

Di sini, kami memperhitungkan bahwa:
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3

Lyy (f'-')[Uuim ] =

0
| (10.2.47)
Lyy (W)™ ]=0.

Mari kita tentukan pengaruh operator L yang diberikan oleh fungsi trigonometri dan
eksponensial, kita peroleh:

Lyy (Iz)[c)iw’ -sin ak-"] = Kyy (h)e™®" -cosay.x;

, _ (10.2.48)
Lyy (lz)[e’“” -cosak.\'] =—Kyy (h)e' -sinayx,
Di mana
2a} sinh7,h [ 20 sinh 7,/
Kyy (h)= | =k 20y [T | 0k g, 2122, (10.2.49)
w Y1 - Y2
_ _ I-v -
Ti=\ok -0 7= \/af _( 5 )mﬁ; (10.2.50)
Lyy [efﬂ" -sina, ] = Kyy (h)sinag, - (10.2.51)
Lyy [e”‘" - COS Oy ] = Kyy (h)cosay, -¢'®"
Di mana
2a), _ 2a} _
Kyy (h)= —-coshyih— | —-—1 [cosh ),/ (10.2.52)
()] w
Lyy [ -sinoy, | = Kyy (h)sino - (10.2.53)
Lyxy [e“‘” -cosah] = Kyy (h)cos o, -e'®
207 202
Ky (h) = (-i;fw lJcosh Fih+ 22K cosh Foh: (10.2.54)
a -
Lyy [em" -sinah] = Kyy (h)cos oy, -e® (10.2.55)
Lyy [e“‘” - cosak_\.] =— Kyy (h)sinay, -

20j inh7ih (204 inh ¥
Kyy (;".-):{ j_f —akJsmlly‘h-( % —(l—v]ak]m (10.2.56)

71 ® 72

Perbandingan ekspresi Kyy, Kyy, Kxx, Kxyy dengan ekspresi untuk operator Lyy(h),
Lyy(h), Lxx(h), Lyy(h) menunjukkan bahwa jika pada ekspresi terakhir kita mengganti a,
dengan ay, ¢ dengan w, dan y4,y, dengan y;, dan y,, serta membandingkan fungsi
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trigonometri dengan fungsi hiperbolik:
LYV (Vof’jme‘ ) = .N'yy . VU - E’jmi;

it L ot (10.2.57)
LX[-"('LU*? ):NXU'LU'E' ;

o sinh @ M
Nyy = Nyp = - 2 (10.2.58)

\/(1;‘*’]

Dengan mempertimbangkan ekspresi (10.2.47-10.2.58), dari (10.2.46), kita memperoleh:

oo

Z (ap Ky +di Ky )sinagy + (BeK  + i Ky )cos g

k=0
= —Vy Nypy + ) e cosayx+ fi sinog.,
_ k=0 (10.2.59)
Z(;;k Koy + Ky Jsinagy + (ap Ky + di Koy ) cos
k=0

=-Uy Nyy+ E g1 COSOy X + My sin .,
k=0

Dari persamaan tersebut kita tentukan fungsi awal dan nilai koefisien deretnya

gr’cK_r_r — fiKix by = ka.\'_r +th_r.\'

i = A /. A
K. -hK,. K. .+ K,
o = Cl oy X T I\ dy = ey ‘&fk XX (10.2.60)
k=1,2,3,..; A=K, Kg+KqK,
co=— i\‘{;y .Vu + E’U ‘ap = — Vﬁ’f_ L-’ 4 gﬂu :
KY Y K} Y KXX KXX
b{] = 0, d{] = 0.

Perpindahan dan tegangan untuk suatu titik sembarang pada permukaan lapisan dengan
panjang tak terhingga ditentukan dengan menggunakan persamaan berikut:

Gu(x,y)=Uy coswy+ Z[K”-" (¥)ar + Ky (v)dy ]cc}sa;\.x
k=0

+[Knr_\' (J")bk - K,._\. (}’}C'k ]sin O X,
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Gv(x,y) =V Losm‘f Ky (y)abe + K,y [ll)t;{]aosa“

U
[ -K,(») a;\+K (»y)d ]mutxk\"

. (1=v
wsin,[—@®y
2

T_U. (.\',J"] = X() (.\'}’) = - L‘Fﬂ . =y

2
+2[K (y)ay +KU( )d;l]-;.()sak:t

k=0
+[K_\'_1' (¥)bi + Ky (¥) ek ]sin oy X;

. 1=V
1 51n Tﬂ)}"
Yy (xv)=-V,-
0 (\J] 0 \/m
2
+ z[xj._\. (5)bx + K,y (7) e Jeosagx

k=0
+ [‘K_r.\- )H_:\ +Kn a';\ ]1-.111 oy X (10.2.61)

Oy (x,y)=

Mari kita pertimbangkan masalah interaksi horizontal suatu struktur dengan fondasi.
Asumsikan bahwa bangunan atau struktur terletak simetris terhadap sumbu 0 — y, dan sumbu
simetri salah satu struktur berimpit dengan sumbu simetri 0 — y dari sistem bangunan dan
struktur. Kita juga berasumsi bahwa dalam kasus osilasi horizontal di dasar struktur, hanya
tegangan geser yang bekerja, tegangan normal sama dengan nol (10.2.60). Dengan
mempertimbangkan hal di atas, dalam ekspresi (10.2.61) kita akan berasumsi bahwa:

Vo =0; gr=h=0; by=c, = f;=0.

Di sini, kita akan menggunakan ekspresi yang terkenal untuk menentukan perpindahan non-
stasioner dari suatu sistem dengan jumlah massa terkonsentrasi ke-N. Untuk kasus osilasi
tetap, ekspresi berikut dapat diperoleh:

N o)
. N
— fwt p
Xﬁ. = Ae E T}'UEE’ f;tj
=t

1. = l (10.2.62)
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di mana X adalah perpindahan horizontal lantai ke—s, struktur; w; adalah frekuensi osilasi
bebas ke- j dari struktur; n,; — adalah koefisien yang mencirikan mode osilasi bebas ke- j dari
sistem; a— adalah koefisien yang memperhitungkan redaman. Persamaan (10.2.62) diperoleh
untuk kasus ketika perpindahan horizontal alas X, dari struktur berubah menurut hukum:

XU = A{’!wf.

Dalam kondisi seismik, beban seismik ditentukan oleh persamaan berikut:

N
S, = Amge'® z.q.w- -2 Aj: (10.2.63)
j=1
t /o, (10.2.64)
ang; = — = 2.
T (1+0?14)- 0?0}
di mana mg — massa terpusat pada tingkat lantai ke-s;
Nilai gaya geser pada lantai dasar ditentukan oleh persamaan berikut:
N
O =AY M A; = A" (10.2.65)
j=1

Dimana

N

N 2
M; = {Zﬂi‘sk’.g] /) mg X (10.2.66)

5=1 =1

di mana ij — adalah koefisien bentuk osilasi ke-j, yang didefinisikan dengan akurasi konstan.
Kondisi batas mengambil bentuk berikut:

u(x,h) = A 0 €£x<b/2 (10.2.67)
cr_,._l.{_\',f?] =0; (10.2.68)
Tyy (x,h) = 0; bl2 <x<I1/2 (10.2.69)
Oy (x,1) = 0. (10.2.70)

Dari kondisi batas (10.2.68) dan (10.2.70) dapat disimpulkan bahwa:

(10.2.71)

Persamaan (10.2.67) dan (10.2.69) dapat direpresentasikan sebagai berikut:
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- _ K. .(WK,. (/] ~08
zﬂj\r Ku_\ (!r?)_{_ VX ( I) _1.\( '-') COS QX = A—UU cos @t : 0< x<b/?
s G K, (h)G G

(10.2.72)

N K,y (h) K, (h)
Y ar| K (h)+ =220 | cos ox
,=U{m|: wx () X, () COS Ol X

. 1=V
wsin, [—— wh
Uy - 2 . p2<x<I2

1-v ’
2

Koefisien A ditentukan dari kondisi kesetimbangan basa. Persamaan kesetimbangan basa
memiliki bentuk sebagai berikut:
bi2
—myw* A +0, +2 j Ty (x,h)dx =0, (10.2.73)
0
di mana m, — adalah massa alas.
Persamaan untuk Q; dan untuk 7, (x, h) disubstitusikan ke dalam (10.2.73). Hasilnya, kita
memperoleh persamaan berikut:

i“k {K\:\- (h)+ Ko (WK ("')] 2sin 0 b1

=0 K_l‘}' (.".!] oy

wsin, 2= o
= A(J:‘?{jwz —R€§)+ bUy - 1 2 (10.2.74)
-V

2

Dengan demikian, penyelesaian masalah direduksi menjadi penyelesaian persamaan
kesetimbangan berpasangan (10.2.72) dan (10.2.74). Persamaan yang dihasilkan biasanya
diselesaikan. Penyelesaian persamaan ini menghasilkan sistem persamaan aljabar tak
terhingga terhadap koefisien a,. Koefisien a; ditentukan dengan metode reduksi.

Sebelum memulai studi sistem persamaan (10.2.72) dan menemukan
penyelesaiannya, mari kita lanjutkan ke definisi penyelesaian rekayasa yang mendekati, tetapi
cukup berdasar untuk masalah bangunan dan struktur. Karena kita terutama tertarik pada nilai
gaya inersia yang bekerja pada struktur, mari kita lanjutkan ke definisinya.

Nilai gaya inersia ditentukan dengan syarat hukum distribusi tegangan diketahui. Kami
berasumsi bahwa distribusi tegangan 7, (x, h) di alasnya seragam.

Txy (x,h)=Fy; —=bl2 <x<bl2 (10.2.75)
Selanjutnya, koefisien g, yang dimasukkan ke dalam ekspresi untuk P(x, t) mengambil bentuk
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berikut:

bi2
g =2 j Py cos oy xdx = Psin K0 j _ 15 (10.2.76)
I kw1

-bi2
Koefisien a; dan d; memiliki bentuk sebagai berikut:

2B . knb K,,
ap = sin —; k=12,.; =
kT A 0=

:ZPUIJ_ 1 _ Ny Up (10.2.77)
I K% KO

Dari kondisi persamaan perpindahan, kita peroleh:
u(0,h)= A (10.2.78)

Pada kondisi (10.2.73), kita ambil my = 0, karena biasanya dalam perhitungan teknik praktis
untuk bangunan dan struktur diambil pertidaksamaan berikut:

myw* A < O (10.2.79)

kemudian dari ekspresi (10.2.77), serta dari ekspresi (10.2.73)

P _HU% (10.2.80)

il-v
i , @ - SIna
D, = coswh + Ny, ] K:;\ - Ny . (10.2.81)
G G K\_\ K\\RE"; Re C f

- Jsin kmh
2h K,‘,ﬁ 2b 1 z = (K,,_\. K, + K,._\.K_,._I.J
Gk

maka dari itu:

O, = 9 4
271 GKY. 1 KYRel A
sinz kmh
A -(K-"-"K“"+ K—“"K“'-"); (10.2.82)
Rel (kx) A
0 0
A="2coswh - —K‘U“ Ny, + 2£-—K‘G" 2
G -K.\'.\' l K.\.‘.\' d)Z
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A= ”—U|:c05wh' - Kﬁ"' Ny, + 2EK—IE‘ D
T K.\'.\' [ K.\'.\' (DZ
= 2sin@
Ll I (Km-’f.m:v* KK] (10.2.83)
o, km A

Dengan demikian, penyelesaian masalah diperoleh dalam pendekatan pertama. Persamaan
(10.2.78) menentukan nilai tegangan pada dasar struktur. Persamaan (10.2.80) menentukan
nilai amplitudo atau perpindahan amplitudo bidang kontak dasar dan tanah. Dengan nilai A4,
kita dapat menentukan besarnya gaya seismik yang bekerja pada lantai bangunan atau struktur
yang dipilih secara sembarangan. Gaya seismik ditentukan dengan menyelesaikan persamaan
(10.2.62) dan (10.2.63), berturut-turut.

Pengaruh tanah terhadap derajat perubahan gaya seismik yang bekerja pada struktur
dapat ditentukan dengan menggunakan persamaan (10.2.63) dan (10.2.65). Pada saat yang
sama, derajat perubahan gaya seismik ditentukan oleh perubahan parameter G,v pondasi.
Hasil dan simpulan utama dari kajian interaksi struktur dengan tanah pada saat terjadi
tumbukan seismik adalah sebagai berikut:

1. Telah diperoleh penyelesaian masalah bidang teori elastisitas untuk lapisan tak
homogen dalam arah vertikal. Penyelesaian yang diperoleh dapat digunakan dalam
mempelajari masalah yang berkaitan dengan perambatan gelombang seismik dan
interaksinya dengan struktur.

2. Disajikan penyelesaian masalah interaksi struktur dengan tanah di bawah aksi seismik.
Penyelesaian ini diperoleh dengan menggunakan metode fungsi awal. Pengaruh
bangunan dan struktur yang terletak di dekat struktur yang diberikan pada kondisi
tertekannya diperhitungkan. Dengan bantuan penyelesaian yang diperoleh,
dimungkinkan untuk mempelajari interaksi antara struktur dan tanah dalam osilasi
seismik horizontal dan vertikal.

3. Rumus yang dihasilkan memungkinkan untuk menentukan pengaruh interaksi antara
tanah dan dasar struktur dalam arah horizontal dengan akurasi yang memadai.
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