Dr. Ir. Agus Wibowo, M.Kom, M.Si, MM

Analisis Matrix
Kerangka Struktur
“s_ Bangunan




Dr. Ir. Agus Wibowo, M.Kom, M.Si, MM

Analisis Matrix
Kerangka Sirukiur
Bangunan

YAYASAN PRIMA AGUS TEKN IK

J1. Majapahit Ne. 605 Semarang =

Telp. (024) 6723456. Fax. 024-6710144
vavasanprimancus TNk | Email : penerbit_ypat@stekom.ac.id




Analisis Matrix Kerangka Struktur Bangunan

Penulis :
Dr. Ir. Agus Wibowo, M.Kom, M.Si, MM

ISBN :

Editor :
Dr. Joseph Teguh Santoso, S.Kom., M.Kom.

Penyunting :
Dr. Mars Caroline Wibowo. S.T., M.Mm.Tech

Desain Sampul dan Tata Letak :
Irdha Yunianto, S.Ds., M.Kom

Penebit :
Yayasan Prima Agus Teknik Bekerja sama dengan

Universitas Sains & Teknologi Komputer (Universitas STEKOM)

Anggota IKAPI No: 279 / ALB / JTE / 2023

Redaksi :

JI. Majapahit no 605 Semarang
Telp. 08122925000

Fax. 024-6710144

Email : penerbit_ypat@stekom.ac.id

Distributor Tunggal :
Universitas STEKOM

JI. Majapahit no 605 Semarang
Telp. 08122925000

Fax. 024-6710144

Email : info@stekom.ac.id

Hak cipta dilindungi undang-undang
Dilarang memperbanyak karya tulis ini dalam bentuk dan dengan cara
apapun tanpa ijin dari penulis



KATA PENGANTAR

Puji syukur penulis panjatkan ke hadirat Tuhan Yang Maha Esa, karena atas rahmat dan
karunia-Nya buku berjudul “Analisis Matrix Kerangka Struktur Bangunan” ini dapat
diselesaikan dengan baik. Buku ini hadir sebagai respons terhadap kebutuhan akan sumber
belajar yang sistematis, komprehensif, dan terstruktur dalam bidang analisis struktur berbasis
matriks, khususnya bagi mahasiswa sarjana teknik sipil, teknik mesin, dan program studi
terkait yang mendalami mekanika struktur dan metode numerik dalam rekayasa.

Analisis struktur merupakan fondasi utama dalam perancangan dan evaluasi sistem
struktur bangunan, jembatan, menara, dan berbagai infrastruktur lainnya. Dalam
perkembangan ilmu teknik struktur kontemporer, pendekatan matriks telah menjadi bahasa
universal yang menghubungkan teori mekanika bahan, statika, dan kinematika struktur
dengan implementasi komputasi modern. Melalui formulasi matriks, kompleksitas perilaku
struktur—mulai dari rangka batang, balok, hingga sistem rangka-kolom—dapat
direpresentasikan secara ringkas, konsisten, dan siap diproses secara numerik. Buku ini
berupaya menjembatani pemahaman konseptual dengan keterampilan prosedural, sehingga
pembaca tidak hanya memahami "mengapa" suatu metode bekerja, tetapi juga "bagaimana"
menerapkannya secara tepat dan efisien.

Materi dalam buku ini disajikan dalam sembilan bab yang saling berkaitan dan
dirancang untuk membangun pemahaman secara bertahap. Bab 1 membuka pembahasan
dengan menguraikan hakikat analisis struktur matriks, prinsip dasar, ruang lingkup, komponen-
komponen fundamental, metode-metode analisis yang umum digunakan, sistem koordinat
struktur, definisi dan sifat derajat kebebasan (DOF), tingkat elemen dan struktur, serta posisi
metode matriks dalam relasinya dengan metode elemen hingga. Bab 2 mengembangkan
landasan teoretis melalui teori rangka, mencakup pemodelan bangunan rangka-dinding,
persamaan dasar elemen batang, serta teori balok Euler—Bernoulli dan Timoshenko yang
menjadi dasar pemodelan elemen lentur.

Bab 3 dan Bab 4 masing-masing menitikberatkan pada dua pilar utama analisis
struktur: kesetimbangan dan kompatibilitas geometris. Bab 3 membahas kesetimbangan statis
pada struktur rangka, gaya elemen dasar, transformasi gaya ujung antara sistem koordinat lokal
dan global, keseimbangan dalam sistem acuan global, persamaan kesetimbangan matriks,
analisis struktur rangka batang, serta teknik penyusunan otomatis persamaan keseimbangan.
Bab 4 melanjutkan dengan konsep kompatibilitas dalam analisis struktur, kompatibilitas dalam
sistem referensi lokal, transformasi komponen vektor perpindahan, kompatibilitas dalam
sistem referensi global, persamaan matriks kompatibilitas untuk struktur rangka, elemen
rangka batang (ujung sendi) dan struktur sambungan sendi, pendekatan master—slave, serta
kendala ketidakmampuan memanjang dan ketidaklenturan.

Bab 5 memperdalam fondasi mekanika struktur melalui penerapan prinsip kerja maya
(virtual work). Bab ini menguraikan tiga persyaratan dasar dalam menganalisis struktur, konsep
partikel dan benda tegar, definisi energi regangan virtual dan variasi energi, ekspresi kerja



virtual internal dan eksternal, prinsip perpindahan virtual, kerja virtual komplementer,
formulasi energi regangan virtual komplementer aksial, usaha virtual eksternal komplementer
pada elemen rangka, prinsip gaya virtual, karakteristik sistem gaya virtual yang dapat diterima
secara statis, derivasi hubungan kontragradien gaya—perpindahan, prinsip kerja virtual untuk
struktur rangka, medan pergeseran virtual untuk aksi struktural, hingga prinsip kerja virtual
komplementer pada struktur rangka. Pembahasan ini memberikan landasan teoretis yang
kokoh bagi penurunan metode-metode matriks selanjutnya.

Bab 6 hingga Bab 8 mengembangkan Metode Kekakuan secara komprehensif dalam
tiga tingkatan pendekatan. Bab 6 menyajikan pendekatan konseptual, mencakup matriks
kekakuan dasar untuk elemen rangka prismatik, matriks kekakuan lengkap, transformasi
kekakuan, ringkasan transformasi, serta metode kekakuan dengan pendekatan konseptual dan
semi-otomatis. Bab 7 melanjutkan dengan pendekatan kekakuan langsung, membahas
perkembangan dan konsep metode kekakuan langsung, persamaan kekakuan lengkap struktur
rangka, teknik perakitan berdasarkan kode elemen, prosedur umum analisis struktur, serta
perlakuan terhadap elemen rangka dengan pelepasan gaya ujung. Bab 8 mengorientasikan
pembahasan ke aspek komputasi, mencakup prosedur komputasi analisis struktur, algoritma
umum, diagram alir program komputer, data masukan, perakitan matriks kekakuan struktur,
perakitan vektor beban ekuivalen, substitusi balik untuk menentukan perpindahan titik simpul,
serta penentuan perpindahan ujung elemen, gaya ujung, dan reaksi tumpuan. Rangkaian bab
ini dirancang agar pembaca mampu beralih dari pemahaman analitik ke implementasi
algoritmik yang siap diprogram.

Sebagai penutup, Bab 9 menyajikan Metode Fleksibilitas sebagai perspektif alternatif
dalam analisis matriks. Bab ini menguraikan metode gaya matriks, persamaan fleksibilitas
struktur untuk sistem statis tentu, serta pendekatan fleksibilitas untuk sistem statis tak tentu.
Pembahasan ini melengkapi wawasan pembaca mengenai dualitas antara pendekatan
kekakuan dan fleksibilitas, serta memberikan alternatif solusi untuk masalah struktur dengan
karakteristik tertentu.

Buku ini ditujukan terutama bagi mahasiswa sarjana yang sedang mempelajari analisis
struktur lanjutan, mekanika bahan tingkat lanjut, atau metode numerik dalam teknik struktur.
Namun, materi yang disajikan juga diharapkan dapat bermanfaat bagi dosen, peneliti, dan
praktisi yang membutuhkan rujukan sistematis mengenai formulasi matriks dalam analisis
struktur. Penulisan naskah ini mengupayakan konsistensi notasi, kejelasan alur penurunan
persamaan, serta keseimbangan antara rigor matematis dan intuisi mekanika, sehingga
pembaca dapat membangun pemahaman yang mendalam sekaligus aplikatif.

Penulis menyadari sepenuhnya bahwa naskah ini masih jauh dari sempurna.
Keterbatasan waktu, ruang, dan kapasitas keilmuan tentu mempengaruhi kualitas sajian. Oleh
karena itu, saran, kritik, dan masukan konstruktif dari para pembaca, rekan sejawat, dosen,
dan praktisi sangat diharapkan untuk penyempurnaan edisi-edisi berikutnya. Penulis juga
mengucapkan terima kasih kepada semua pihak yang telah memberikan dukungan, baik secara
langsung maupun tidak langsung, dalam proses penyusunan buku ini.



Akhir kata, semoga buku ini dapat memberikan kontribusi nyata bagi perkembangan
keilmuan teknik struktur di Indonesia, memperkaya literatur akademik berbahasa Indonesia,
dan mendukung proses pembelajaran yang lebih mendalam, terstruktur, dan aplikatif bagi

generasi insinyur masa depan.

Semangat & Selamat Membaca. ...!!!!!

Semarang, September 2026
Penulis

Dr. Ir. Agus Wibowo, M.Kom, M.Si, MM
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1  ANALISIS STRUKTUR MATRIKS: HAKIKAT DAN PERANNYA

Statika, Dinamika, Mekanika Bahan, dan Analisis Struktur Dasar merupakan
serangkaian mata kuliah inti rekayasa struktur dalam sebagian besar kurikulum teknik sipil.
Mata kuliah terakhir tersebut membekali mahasiswa dengan kemampuan untuk menentukan
reaksi, lendutan, dan gaya dalam pada struktur statis tertentu (statically determinate) maupun
statis tak tentu (statically indeterminate) di bawah pembebanan statis. Selain pendekatan
vektor, pendekatan skalar (energi) juga telah diperkenalkan. Pada umumnya, permasalahan
yang dibahas terbatas pada masalah dua dimensi. Masalah tiga dimensi jarang ditemui dalam
mata kuliah tersebut karena penekanannya terletak pada perhitungan manual.

Namun, mahasiswa yang ingin mengambil spesialisasi di bidang rekayasa struktur dan
mekanika struktur harus menempuh mata kuliah analisis struktur yang lebih lanjut, seperti
Analisis Struktur Matriks. Gambar 1.1 memperlihatkan urutan umum mata kuliah rekayasa
struktur. Terlihat bahwa Analisis Struktur Matriks berada pada tingkat ketiga dari rangkaian
panjang mata kuliah rekayasa struktur tersebut. Meskipun demikian, mata kuliah ini menjadi
penghubung krusial antara mata kuliah rekayasa struktur tingkat sarjana dan pascasarjana.
Oleh karena itu, tidak mengherankan jika materi ini kerap muncul dalam Ujian Komprehensif,
Ujian Pendahuluan, dan Ujian Kualifikasi pada Program Rekayasa Struktur dan Mekanika
Struktur (misalnya di University of Colorado at Boulder, AS). Analisis Struktur Matriks atau
Analisis Struktur Lanjut secara otomatis mengharuskan mahasiswa untuk terlibat dalam
implementasi komputer. Oleh karena itu, dalam buku teks ini, dipandang perlu untuk
memberikan penekanan yang seimbang baik pada metode klasik maupun metode modern
dalam analisis struktur, serta membangun pemahaman yang komprehensif mengenai analisis
struktur berbantuan komputer.

Dalam praktik rekayasa struktur saat ini, perangkat lunak komputer melakukan
sebagian besar, jika bukan seluruh, analisis struktur. Sebagai insinyur struktur, seseorang tidak
boleh hanya sekadar menggunakannya, melainkan harus berupaya memahami apa yang
terjadi di dalam "kotak hitam" (black box) tersebut dengan membangun keyakinan diri yang
cukup untuk mampu menelaah dan memodifikasinya guna melakukan tugas-tugas spesifik
tertentu, dan yang terpenting, menyadari keterbatasannya.

Analisis struktur matriks juga berfungsi sebagai mata kuliah pengantar untuk analisis
elemen hingga (finite element analysis) dan mata kuliah lanjutan lainnya. Namun, memahami
hubungan dan peran kedua metode analisis ini dianggap sangat penting. Metode elemen
hingga melibatkan analisis kontinuum dua atau tiga dimensi. Besaran tak diketahui yang
mendasar adalah perpindahan titik simpul (nodal displacements), sedangkan gaya dalamnya
biasanya berupa tegangan. Meskipun beberapa struktur teknik sipil (misalnya bendungan atau
struktur cangkang) memerlukan pemodelan kontinuum dua atau tiga dimensi, sebagian besar
struktur teknik sipil dapat dianggap tersusun dari elemen satu dimensi berbentuk batang
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(stick), seperti balok, gelagar, kolom, dan sebagainya. Pada elemen-elemen ini, karakteristik
perpindahan dan gaya dalamnya cenderung lebih kompleks dibandingkan dengan yang
terdapat pada elemen hingga kontinum.

1.2 PRINSIP DASAR DAN RUANG LINGKUP ANALISIS STRUKTUR

Secara umum, respons model struktur terhadap serangkaian beban dan perpindahan
yang dikenakan ditentukan sepenuhnya oleh perpindahan titik simpul (nodal) pada model
tersebut. Hal ini berarti bahwa perpindahan internal, deformasi, dan gaya dalam dapat
dinyatakan dalam bentuk perpindahan titik simpul. Untuk struktur yang bersifat elastis linear,
hubungan antara besaran-besaran tersebut bersifat unik.

Metode Elemen Metode Elemen Mekanika
Hingga Adaptik Hingga Nonlinier Komputasi
t 1 }
Optimasi Rekay Dinamika Struktur Mekanika Kontinuum Stabilitas
Kegempaan Lanjutan dan Elastisitas Struktural | Pelat & Cangkang |
Struktural

__________________ ¥ E . Ph.D
t T “Master

I Keandalan Struktural I Dinamika Metode Elemen Mekanika Solid Master

rswmml Dasar Hingga Dasar Lanjutan

| Desain Beton Bertulang Lanjutan |[ Desain Baja Lanj | t ssior

_______ . O Analisis Struktural | _ _ _ _ _ ) _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ ____ - __
Matriks
Desain Beton Sarjana
I od J | Desain Kayu & Baja l 1
[ Analisis Strukturai 1 | [
[ Analisis Struktural 1 | [ Mekanika Padatan 1
) ]
[}
[ Mekanika Padatan 1 |
[ Mekanika Teknik I (Statika) |

Gambar 1.1 Urutan umum mata kuliah rekayasa struktur.

Akibatnya, masalah tersebut dapat diselesaikan baik dengan menghitung perpindahan titik
simpul terlebih dahulu (metode perpindahan) maupun dengan memulai dari gaya-gaya dalam
(metode gaya). Secara umum, tujuan analisis struktur dapat diringkas sebagai berikut:
e Diketahui: Sebuah model struktur dengan geometri dan sifat material tertentu yang
dikenai beban serta perpindahan yang telah ditentukan sebelumnya.
e Dicari: Perpindahan titik simpul, gaya batang, gaya dalam, deformasi batang, dan
reaksi tumpuan yang dihasilkan.
Penting untuk membedakan antara analisis struktur dan analisis tegangan. Tugas utama
analisis struktur adalah menentukan reaksi, lendutan, dan gaya dalam, sedangkan tugas
analisis tegangan adalah menentukan tegangan pada titik mana pun di dalam struktur.

1.3 KOMPONEN DASAR ANALISIS STRUKTUR
Keseimbangan, kompatibilitas, dan kekakuan (atau fleksibilitas) adalah tiga komponen
dasar yang diperlukan dalam setiap metode analisis struktur.
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Keseimbangan

Syarat pertama yang diperlukan dalam setiap pendekatan analisis struktur adalah
keseimbangan. Hal ini berarti bahwa sistem gaya yang bekerja pada struktur secara
keseluruhan, pada bagian mana pun, atau pada segmen struktur yang sangat kecil
(infinitesimal) harus dalam keadaan seimbang. Sering kali terdapat anggapan keliru bahwa
syarat keseimbangan hanya berlaku untuk struktur yang menerima beban statis. Anggapan ini
tidak benar. Pada kasus struktur yang menerima beban dinamis, syarat keseimbangan juga
harus dipenuhi, namun kondisinya terus berubah seiring waktu. Pada setiap saat tertentu,
gaya-gaya perlawanan (baik elastis maupun inelastis) harus berada dalam keseimbangan
dengan gaya-gaya luar yang bekerja pada struktur. Gaya-gaya luar ini mencakup beban dinamis
serta gaya redaman dan gaya inersia. Akibatnya, ditinjau dari prinsip d’Alembert,
keseimbangan statis hanyalah kasus khusus dari keseimbangan dinamis, namun tanpa adanya
gaya redaman dan gaya inersia.

Struktur statis tertentu (statically determinate structure) adalah struktur di mana
syarat-syarat keseimbangan sudah cukup untuk menghitung gaya-gaya dalamnya akibat
sekumpulan beban luar yang diberikan. Jenis struktur ini termasuk dalam kelompok struktur
penting yang banyak dibangun dalam praktik rekayasa. Contoh struktur statis tertentu adalah:
gelagar jembatan dengan tumpuan sederhana (Gambar 1.2a) dan jembatan rangka batang
(truss) tipe Parker terbalik (Gambar 1.2b). Keunggulan paling nyata dari struktur statis tertentu
(statically determinate) adalah ketidakpekaannya terhadap perubahan suhu atau penurunan
tumpuan. Dengan kata lain, gaya-gaya dalam tidak timbul pada struktur tersebut akibat
kondisi-kondisi semacam itu. Selain itu, struktur statis tertentu juga berperan penting sebagai
struktur dasar dalam proses analisis struktur statis tak tentu (statically indeterminate)
menggunakan metode gaya.

(a) Gelagar Jembatan Dudukan (b) Jembatan Truss Parker
Sederhana Terbalik

Gambar 1.2 Contoh struktur statis tertentu (statically determinate).
Struktur statis tak tentu adalah struktur di mana syarat-syarat keseimbangan tidak cukup untuk

menghitung gaya-gaya dalamnya berdasarkan beban luar yang diberikan. Akibatnya,
penentuan gaya-gaya dalam untuk beban tertentu tidak sesederhana pada kasus struktur
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statis tertentu. Hal ini disebabkan oleh fakta bahwa, secara umum, terdapat lebih dari satu
kemungkinan distribusi gaya dalam karena kemampuan struktur tersebut untuk
mendistribusikan ulang gaya-gaya dalamnya. Kemampuan redistribusi ini memberikan
keamanan struktural tambahan terhadap keruntuhan akibat beban ekstrem atau tidak wajar.
Ciri khas lain dari struktur statis tak tentu adalah timbulnya gaya-gaya dalam tanpa adanya
beban luar yang nyata ketika struktur mengalami perubahan suhu, rangkak (creep),
ketidakpasan pemasangan elemen (lack of fit), atau penurunan tumpuan. Sebagian besar
struktur nyata bersifat statis tak tentu; contohnya adalah rangka atap bentang panjang
(Gambar 1.3a) dan bangunan rangka bertingkat banyak (Gambar 1.3b).

ol 4
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z M > -

=
(a) Truss Atap Bentang Lebar (b) Gedung Apartemen
Gedung Olahraga Bertingkat Banyak

Gambar 1.3 Contoh struktur statis tak tentu (statically indeterminate).

Kompatibilitas

Setiap struktur akan mengalami deformasi begitu tegangan internal (tegangan
resultan) terbentuk akibat beban yang diberikan secara mekanis maupun non-mekanis. Akibat
adanya tegangan internal tersebut, setiap titik pada struktur berpindah posisi ke titik di
sekitarnya. Pada umumnya, pergerakan titik-titik ini berbeda antara satu titik dengan ftitik
lainnya dan bervariasi secara kontinu di dalam struktur. Akibatnya, terjadi perpindahan relatif
dan perubahan sudut. Secara keseluruhan, perpindahan relatif dan perubahan sudut ini
disebut sebagai "deformasi".

Perlu dicatat bahwa jika tidak terdapat perpindahan relatif atau perubahan sudut relatif
antar-titik, hal ini berarti struktur tersebut bergerak secara keseluruhan sebagai benda tegar
(rigid body). Deformasi umum pada elemen struktur meliputi pemanjangan/pemendekan
batang akibat tarik/tekan, rotasi penampang melintang relatif terhadap penampang di
dekatnya pada balok yang mengalami lentur, serta defleksi penampang melintang relatif
terhadap penampang di dekatnya pada balok yang mengalami geser. "Regangan" (strain)
umumnya didefinisikan sebagai laju perubahan deformasi. Untuk batang yang mengalami gaya
tarik, regangan aksial penampang didefinisikan sebagai perpanjangan per satuan panjang
serat; untuk balok yang mengalami momen lentur, kelengkungan penampang didefinisikan
sebagai deformasi sudut per satuan panjang balok; dan untuk balok yang mengalami gaya
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geser, regangan geser penampang didefinisikan sebagai defleksi relatif per satuan panjang
balok. Regangan-regangan penampang ini sering disebut sebagai regangan resultan, dan gaya-
gaya yang bersesuaian dengannya disebut sebagai tegangan resultan.

Hubungan geometris antara deformasi dan perpindahan dapat ditentukan semata-
mata berdasarkan pertimbangan kompatibilitas atau kinematika. Pada umumnya, kondisi
kompatibilitas atau kinematika bersifat nonlinier. Namun, seperti halnya kondisi
kesetimbangan, kondisi-kondisi tersebut dapat dilinierisasi dengan asumsi bahwa baik
deformasi maupun perpindahan bernilai kecil. Linierisasi ini menyiratkan bahwa pengaruh
perpindahan dan deformasi struktur terhadap kesetimbangan struktur diabaikan.

Elemen-elemen struktur tidak dapat berdeformasi secara independen karena elemen-
elemen tersebut saling terhubung pada titik-titik simpul (nodes) membentuk kerangka
struktur. Secara keseluruhan, struktur mengalami perpindahan yang bergantung pada
konektivitas antar-elemen serta batasan yang diberikan oleh tumpuannya. Sebagai contoh,
perpindahan titik simpul pada struktur rangka batang (truss) hanya dapat dihitung jika
deformasi aksial seluruh elemen serta batasan akibat konektivitas elemen diperhitungkan
secara simultan. Hal ini melahirkan diagram perpindahan Williot-Mohr yang terkenal.

Penerapan penting lainnya dari pertimbangan kinematika adalah pada kondisi
keruntuhan struktur. Untuk struktur rangka (frame), awal keruntuhan terjadi ketika terbentuk
cukup banyak sendi plastis yang menyebabkan struktur berperilaku sebagai suatu mekanisme.
Teori garis leleh (yield line theory) dikembangkan berdasarkan pertimbangan kinematika pada
pelat yang mengalami keruntuhan.

Kekakuan atau Fleksibilitas

Hubungan antara gaya-gaya elemen dan deformasi elemen yang bersesuaian dapat
didefinisikan dalam bentuk kekakuan elemen atau fleksibilitas elemen. Kedua sifat ini bersifat
dual; kekakuan menunjukkan seberapa kuat elemen menahan gaya, sedangkan fleksibilitas
menunjukkan seberapa besar elemen dapat berdeformasi akibat gaya tersebut. Hubungan
kekakuan atau fleksibilitas dapat diperoleh berdasarkan sifat material yang diketahui serta
hipotesis yang tepat mengenai distribusi tegangan dan regangan pada elemen. Untuk analisis
struktur linier, nilai kekakuan bersifat konstan dan hanya bergantung pada sifat geometris
elemen, seperti tinggi penampang. Nilai kekakuan ini tidak bergantung pada besarnya
deformasi.

1.4 METODE ANALISIS STRUKTUR
Secara umum, metode analisis struktur dapat diklasifikasikan ke dalam dua kategori
utama: metode perpindahan dan metode gaya.
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Metode Perpindahan

Dalam metode perpindahan, perpindahan titik simpul (nodal) diperlakukan sebagai
variabel yang tidak diketahui (unknowns) yang mendasar. Besaran masalah bergantung pada
derajat ketidaktentuan kinematik. Untuk setiap perpindahan titik simpul, terdapat persamaan
kesetimbangan independen vyang relevan. Dengan demikian, jumlah persamaan
kesetimbangan independen sama dengan jumlah perpindahan titik simpul yang tidak
diketahui. Oleh karena itu, jumlah persamaan kesetimbangan independen tersebut mencukupi
untuk menentukan nilai perpindahan titik simpul yang tidak diketahui. Karena persamaan
kesetimbangan digunakan untuk menentukan perpindahan titik simpul yang tidak diketahui,
metode ini juga disebut sebagai "metode kesetimbangan". Karena hubungan kekakuan
(stiffness) digunakan untuk menyatakan gaya titik simpul dalam bentuk perpindahan titik
simpul, metode ini juga dikenal sebagai "metode kekakuan".
Metode Gaya

Layaknya dua sisi mata uang, keberadaan metode perpindahan dan metode gaya
secara berdampingan merupakan contoh lain dari dualisme. Dalam metode gaya, sekumpulan
gaya reaksi dan/atau gaya internal yang dikenal sebagai gaya redundan diperlakukan sebagai
variabel yang tidak diketahui yang mendasar. Jumlah gaya redundan yang dipilih sama dengan
derajat ketidaktentuan statik struktur, dan besaran masalah bergantung pada derajat tersebut.
Untuk setiap gaya redundan, terdapat kondisi kompatibilitas yang relevan. Akibatnya, jumlah
persamaan kompatibilitas sama dengan jumlah gaya redundan yang tidak diketahui. Oleh
karena itu, jumlah persamaan kompatibilitas tersebut mencukupi untuk menentukan nilai gaya
redundan yang tidak diketahui. Karena persamaan kompatibilitas digunakan untuk
menentukan gaya redundan yang tidak diketahui, metode ini juga disebut sebagai "metode
kompatibilitas". Karena hubungan fleksibilitas digunakan untuk menyatakan deformasi titik
simpul dalam bentuk gaya titik simpul, metode ini juga dikenal sebagai "metode fleksibilitas".

Pada kedua metode tersebut, diperlukan penyelesaian suatu sistem persamaan
simultan. Jumlah persamaan simultan ditentukan oleh derajat ketidaktentuan kinematik untuk
metode perpindahan dan oleh derajat ketidaktentuan statik untuk metode gaya. Dalam
aplikasi rekayasa struktur, derajat ketidaktentuan kinematik dan statik pada struktur nyata
umumnya bernilai besar. Oleh karena itu, tugas menyelesaikan sistem persamaan simultan
yang besar mungkin tampak mustahil untuk dilakukan tanpa bantuan komputer. Inilah aspek
penting dari buku teks ini. Dengan menyusun variabel-variabel yang tidak diketahui tersebut
ke dalam bentuk vektor, metode aljabar matriks dapat digunakan dalam proses
penyelesaiannya. Hal ini pada akhirnya mengarah pada metode "perpindahan matriks" (matrix
displacement) dan metode "gaya matriks" (matrix force). Apa yang disebut sebagai "Diagram
Tonti" (Gambar 1.4) digunakan untuk memvisualisasikan secara skematis peran komponen-
komponen dasar yang telah disebutkan sebelumnya, yang diterapkan dalam metode
perpindahan dan metode gaya.
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Metode Perpindahan
- === Metode Gaya

Perpindahan Beban Teraplikasi
* 1
|
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Kompatibilitas Keseimbangan |

| 1
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I Kekakuan > L 4
Deformasi . Gaya Internal

Fleksibilitas

Gambar 1.4 Diagram Tonti untuk Metode Perpindahan dan Metode Gaya.

Dalam praktiknya, hampir seluruh analisis struktur berbasis komputer dilakukan
menggunakan metode perpindahan matriks. Hal ini dikarenakan kemudahan dalam
pemrograman dan implementasinya pada komputer. Oleh karena itu, buku teks ini akan lebih
berfokus pada metode perpindahan. Namun, metode gaya matriks belakangan ini kembali
mendapat perhatian karena keunggulannya dalam bidang analisis rangka non-linear, berkat
karya perintis oleh Mahasuverachai dan Powell serta Zeris dan Mahin. Pembaca yang memiliki
minat besar terhadap model rangka berbasis gaya disarankan untuk meninjau disertasi
doktoral dari mahasiswa Prof. F.C. Filippou (University of California, Berkeley, AS) dan Prof. E.
Spacone (saat ini di University “G. D’Annunzio” of Chieti, Pescara, Italia, dan sebelumnya di
University of Colorado, Boulder, AS).

15 SISTEM KOORDINAT STRUKTUR

Biasanya, terdapat dua sistem koordinat Cartesian dasar: sistem referensi ortogonal
tangan-kanan lokal atau anggota (sumbu x, y, z) dan sistem referensi ortogonal tangan-kanan
global atau struktur (sumbu X, Y, Z), sebagaimana ditunjukkan pada Gambar 1.5 untuk rangka
dua dimensi. Kedua sistem koordinat ini sangat penting dalam komunikasi antara struktur dan
anggota-anggota penyusunnya, seperti yang akan dijelaskan pada bab-bab selanjutnya.
Meskipun pemilihan titik asal sistem koordinat global bersifat bebas, titik asal sistem koordinat
lokal biasanya berimpit dengan salah satu titik simpul ujung elemen. Titik simpul ujung yang
berimpit dengan titik asal sistem koordinat lokal dinamakan titik simpul i, sedangkan titik
simpul di ujung lainnya dinamakan titik simpul j.

Untuk struktur bidang, hal ini menghasilkan sumbu-y lokal yang unik pada bidang
tersebut jika sumbu-z lokal searah dengan sumbu-Z global, yaitu mengarah tegak lurus
terhadap bidang ke arah pembaca. Gaya simpul dan perpindahan simpul dianggap positif jika
searah dengan sumbu koordinat positif. Momen dan rotasi pada bidang tersebut dianggap
positif jika bekerja berlawanan arah jarum jam.
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Sumbu Koordinat Lokal
y N
Sumbu Koordinat Global
4
X

Gambar 1.5 Sumbu Koordinat Lokal dan Global (Struktur Bidang).

1.6 DEFINISI DAN SIFAT DERAJAT KEBEBASAN (DOF)

Secara umum, derajat kebebasan (degree of freedom atau DOF) suatu struktur sama
dengan jumlah minimum komponen independen dari perpindahan tergeneralisasi titik-titik
simpul struktur yang diperlukan untuk menentukan posisi konfigurasi struktur yang telah
berpindah akibat pembebanan. Istilah "independen" menyiratkan bahwa semua DOF tidak
boleh saling bergantung satu sama lain. Dua contoh berikut digunakan untuk memberikan
pemahaman mengenai derajat kebebasan yang independen.

Tumpuan rol (Titik Simpul A) pada bidang miring di Gambar 1.6a memiliki tiga
perpindahan: rotasi 0, translasi u sepanjang sumbu-X, dan translasi v sepanjang sumbu-Y.
Namun, kedua translasi tersebut tidak independen karena terdapat batasan kinematik yang
mengharuskan tumpuan rol bergerak mengikuti bidang miring. Akibatnya, hanya terdapat dua
perpindahan independen (6, serta u atau v). Perlu dicatat pula bahwa perpindahan-
perpindahan tersebut disebut sebagai perpindahan tergeneralisasi karena istilah ini mencakup
baik rotasi maupun translasi.

Struktur rangka yang ditunjukkan pada Gambar 1.6b memiliki tiga derajat kebebasan
perpindahan: rotasi 8, translasi u sepanjang sumbu-X, dan translasi v sepanjang sumbu-Y,
dengan asumsi semua elemen rangka dapat mengalami perubahan panjang (extensible). Jika
deformasi aksial pada semua elemen rangka tidak diperbolehkan, perpindahan u dan v akan
bernilai nol akibat adanya batasan ketidakmampuan elemen untuk berubah panjang
(inextensible). Dengan demikian, rangka ini hanya memiliki satu derajat kebebasan, yaitu 6.
Kondisi dengan batasan ini akan dibahas pada bab selanjutnya.

Bergantung pada jenis strukturnya, mungkin terdapat satu atau beberapa perpindahan
pada setiap titik simpul. Pada umumnya, jumlah derajat kebebasan (DOF) dalam koordinat
lokal dan global adalah sama. Salah satu pengecualian yang jelas adalah elemen rangka batang
(truss) dengan dua titik simpul. Dalam koordinat lokal, deformasi aksial dinyatakan oleh satu
translasi pada setiap titik simpul, sedangkan dalam koordinat global, deformasi aksial
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dinyatakan oleh dua translasi (untuk masalah dua dimensi) atau tiga translasi (untuk masalah
tiga dimensi) pada setiap titik simpul.

X, a 1

v=u=0

v+rtana=0 Persamaan kendala

Persamaan kendala

(@) (b)

Gambar 1.6 Perpindahan Bebas. (a) Kendala Tumpuan Miring, (b) Kendala Tak-Dapat-
Diperpanjang.

Balok Rangka Batang 2D

[F 2.,
Lo o). “{m =)

Rangka 2D Kisi-kisi

| P A &
u, u, W u, u,
— B i— & 2l
2 " S 7 G
W Wa W, W,
Rangka Batang 3D Rangka 3D

Gambar 1.7 Jenis-jenis Elemen Rangka (Struktur Rangka Batang).
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Tabel 1.1 Derajat Kebebasan untuk Berbagai Jenis Elemen Rangka Batang.

Jenis Node 1 Node 2 Kiocat K giobal

Balok 2D Fy1, M4, 0, Fyp, My50,, 0, 4x4  Ax4

Rangka Fypiuy Fyou, 2x2  4x4

Batang 2D

Portal 2D Fy1, Fy1, My1uq, 04,6, Fyo, Fyp, Mppuy, v, 0, 6x6  6x6

Grid Ty1, Fy1, Mz101, 11,64 T2, Fy2, Mz2902, 02,0, 6x6  6x6

Rangka Fy1,Fyq, Fpiuq, v, wq Fyo, Fyo, Fpoup, vy, wy 2x2  6%x6

Batang 3D

Portal 3D Fy1, Fy1, Fz1, Ty, Myq, Mpuq, v, Fy2, Fy, Fp, Tyay Myp, Mjouy, 12x12 12x12
w1, ¢1,01,60, V2, W2, 92,07,0;

Oleh karena itu, penting untuk memahami derajat kebebasan yang terkait dengan berbagai
jenis struktur rangka sebagaimana ditunjukkan pada Gambar 1.7. Derajat kebebasan (DOF)
perpindahan titik simpul dan DOF gaya titik simpul yang bersesuaian untuk berbagai jenis
elemen dirangkum dalam Tabel 1.1.

1.7  TINGKAT ELEMEN DAN STRUKTUR

Baik metode matriks perpindahan maupun metode matriks gaya yang digunakan untuk
menganalisis struktur, proses analisis dilakukan pada dua tingkat, yaitu tingkat elemen dan
tingkat struktur. Dalam buku teks ini, fokus utama akan ditujukan pada struktur rangka
(skeletal) yang ditunjukkan pada Gambar 1.8.

A A A 4 4
Balok Rangka Bidang Portal Bidang
Rangka Ruang (Truss) Kisi-kisi Portal Ruang (Frame)

Gambar 1.8 Jenis-Jenis Struktur Rangka (Skeletal).

Pada tingkat elemen, setiap elemen (Gambar 1.7) dianggap secara independen sebagai benda
bebas dengan mode benda kaku dalam metode perpindahan matriks (pendekatan kekakuan
langsung) dan tanpa mode benda kaku dalam metode gaya matriks (pendekatan fleksibilitas).
Sifat-sifat elemen (misalnya matriks kekakuan atau fleksibilitas, vektor beban elemen, dll.)
ditentukan. Pada tingkat ini, kuantitas perpindahan atau gaya elemen tertentu diperlakukan
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sebagai variabel yang tidak diketahui, dan persamaan elemen dinyatakan dalam variabel yang
tidak diketahui ini.

Pada tingkat struktural, persamaan struktural yang dikumpulkan dari persamaan
elemen dinyatakan dalam variabel yang tidak diketahui dari semua elemen yang terhubung.
Namun, variabel yang tidak diketahui ini saling terkait meskipun diperlakukan secara
independen pada tingkat elemen. Akibatnya, diperlukan hubungan antara elemen dan
kuantitas struktural. Hal ini dapat dicapai melalui vektor pemetaan elemen (LM). Vektor
elemen tertentu ini menghubungkan derajat kebebasan struktural dengan setiap derajat
kebebasan elemen. Cara membangun vektor ini paling baik diilustrasikan melalui contoh-
contoh berikut. Namun, sebelum melanjutkan lebih jauh, perlu dicatat bahwa pembaca harus
memiliki latar belakang yang cukup tentang cara menomori anggota, simpul, dan derajat
kebebasan dari suatu struktur yang diberikan. Jika tidak, disarankan untuk merujuk pada buku
teksnya tentang analisis struktur dasar.

Contoh 1.1

Untuk sistem penomoran anggota, simpul, dan derajat kebebasan yang diberikan untuk
rangka yang ditunjukkan pada Gambar 1.9, buatlah vektor pemetaan untuk semua anggota.

e Solusi: Berdasarkan sistem penomoran anggota, simpul, dan derajat kebebasan yang
diberikan, vektor pemetaan LM dari anggota 2 adalah

LMZ =

BwWw N -
444
(e BEN I W&, |

member

Hal ini pada dasarnya menunjukkan bahwa DOF elemen 1 terhubung ke DOF struktur 5, DOF
elemen 2 terhubung ke DOF struktur 6, DOF elemen 3 terhubung ke DOF struktur 7, dan DOF
elemen 4 terhubung ke DOF struktur 8. Proses penyusunan vektor pemetaan LM, disajikan
secara skematis pada Gambar 1.10.

E==9 DK Terkekang

2 4 —» (Constrained DOF)
1 4 [ DK Bebas
(Unconstrained DOF)

Gambar 1.9 Contoh 1.1.
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6 8 2 4
5 T 2 T 7 Vektor Pemetaan 1 T 2 T 3
3 4 i 5 )
Sistem Struktural Sistem Batang

Gambar 1.10 Contoh 1.1 (Lanjutan).

Dengan mengikuti pendekatan yang sama, vektor pemetaan anggota lainnya adalah

1 7 5 7 5 1 3
2 8 8 2 4
iy =420 iy ={ o LM, = ? LMs =430 LMg= g p LMy =420 My ={ 2
4), 10/, 2), 4) 4) ¢ 8), 10/
2 3 5 6 8 9
1 ™ iR
1 4 2 4 3 3 L—» 7
1 IR B §
N
3 4
1
14
‘1-\12 15
Y 4 11 5 f - --3 DOF Terkendala
\@L_* 10 ;L_+ 43 —> DOF Tidak Terkendala
X
Gambar 1.11 Contoh 1.2.
Contoh 1.2

Untuk sistem penomoran anggota, simpul, dan derajat kebebasan (DOF) yang diberikan
pada rangka yang ditunjukkan pada Gambar 1.11, buatlah vektor pemetaan untuk semua
anggota.

e Solusi: Berdasarkan sistem penomoran anggota, simpul, dan derajat kebebasan (DOF)
yang diberikan, vektor pemetaan LM dari anggota 1 adalah
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1 = rl
2] =[]
3 =)3
LM1 == 4 = 4
5 =15
6 member:> 6 1

Pada dasarnya ini menunjukkan bahwa anggota DOF 1 terhubung ke struktur DOF 1, anggota
DOF 2 terhubung ke struktur DOF 2, anggota DOF 3 terhubung ke struktur DOF 3, anggota DOF
4 terhubung ke struktur DOF 4, anggota DOF 5 terhubung ke struktur DOF 5, dan anggota DOF
6 terhubung ke struktur DOF 6. Proses pembuatan vektor pemetaan LM, disajikan secara
skematis pada Gambar 1.12. Dengan mengikuti pendekatan ini, vektor pemetaan anggota
lainnya adalah

Q@
LMZ={§}; LM3={112}? LM4:{145}
A R

1.8 RUANG LINGKUP METODE MATRIKS DAN METODE ELEMEN HINGGA

Meskipun fokus utama buku teks ini adalah pada metode matriks untuk analisis
struktur, ada baiknya memperkenalkan gagasan umum mengenai metode elemen hingga.
Pembaca mungkin sudah tidak asing dengan istilah "metode elemen hingga" mengingat
popularitasnya di kalangan akademisi dan industri. Metode matriks yang akan dibahas secara
mendalam dalam buku teks ini hanya dapat digunakan untuk menganalisis struktur yang terdiri
dari balok, rangka (frame), dan rangka batang (truss).

Secara umum, satu elemen rangka saja (seperti yang ditunjukkan pada Gambar 1.7)
sudah cukup untuk merepresentasikan setiap komponen struktur, karena hubungan gaya-
perpindahan elemen tersebut dapat diturunkan secara "eksak" dengan asumsi-asumsi dasar
tertentu (misalnya elemen prismatik, material homogen, dll.). Namun, representasi elemen
rangka tunggal ini menjadi tidak valid untuk jenis elemen tertentu, contohnya: balok dengan
penampang berubah (tapered beam) (lihat Gambar 1.13a) atau balok di atas fondasi elastis.
Dalam situasi seperti ini, elemen balok perlu didiskritisasi menjadi sejumlah elemen balok
sederhana yang terbatas, sebagaimana ditunjukkan pada Gambar 1.13b.
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(a) Batang Tirus Tunggal (b) Multi Batang Seragam

Gambar 1.13 Idealisasi struktural balok tirus.

Gambar 1.14 Soal 1.1.

Inti dari metode elemen hingga bermula dari pemahaman bahwa mencari solusi yang "baik"
untuk keseluruhan domain (misalnya balok dengan penampang berubah) bisa jadi sangat
rumit dan hampir mustahil dilakukan. Akibatnya, keseluruhan domain didiskritisasi menjadi
beberapa sub-domain (elemen), dan solusi pendekatan disusun hanya di dalam domain setiap
elemen berdasarkan prinsip-prinsip energi dan konsep interpolasi.

Hal ini dapat dilakukan karena medan solusi diasumsikan secara terpisah untuk setiap
domain elemen, dan integral atas keseluruhan domain solusi yang biasanya muncul dalam
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rumusan energi atau usaha dapat dianggap sebagai jumlah dari integral-integral pada berbagai
domain elemen tersebut. Pada batasnya, ketika jumlah elemen mendekati tak hingga, solusi
pendekatan tersebut pada akhirnya akan konvergen menuju solusi yang sebenarnya. Untuk
struktur kontinu (misalnya bendungan, pelat datar) yang tidak dapat dimodelkan dengan
elemen rangka, diperlukan elemen dua dimensi atau tiga dimensi seperti elemen segitiga atau
tetrahedron untuk memodelkan struktur tersebut; topik ini akan dibahas lebih lanjut dalam
mata kuliah Metode Elemen Hingga (lihat Gambar 1.1).
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BAB 2
TEORI RANGKA

2.1 PEMODELAN BANGUNAN RANGKA-DINDING

Bangunan dengan sistem rangka-dinding yang diperlihatkan pada Gambar 2.1a terdiri
atas balok, kolom, pasangan bata pengisi (masonry infills), dan dinding struktural. Berbagai
jenis elemen rangka (skeletal) yang disajikan dalam Bab 1 dapat dikombinasikan untuk
memodelkan bangunan rangka-dinding ini sebagaimana ditunjukkan pada Gambar 2.1b. Balok
dapat dimodelkan menggunakan elemen balok Euler-Bernoulli, kolom dapat dimodelkan
menggunakan elemen rangka Euler-Bernoulli, pasangan bata pengisi dapat dimodelkan
menggunakan elemen batang (bar), dan dinding struktural dapat dimodelkan menggunakan
elemen rangka Timoshenko. Tujuan utama bab ini adalah menurunkan persamaan diferensial
yang mengatur perilaku elemen-elemen rangka tersebut.

Perlu dicatat bahwa di sepanjang elemen rangka, terdapat wilayah di mana teori balok
konvensional (teori balok Euler-Bernoulli atau Timoshenko) dapat diterapkan biasanya jauh
dari sambungan balok-kolom dan titik pembebanan serta wilayah di mana teori balok
konvensional tidak dapat diterapkan (biasanya pada sambungan balok-kolom, corbel, dll.).
Wilayah yang pertama disebut sebagai Wilayah-B (B-Regions), di mana B merupakan
singkatan dari beam (balok), sedangkan wilayah yang kedua disebut sebagai Wilayah-D (D-
Regions), di mana D merupakan singkatan dari discontinuity (diskontinuitas), disturbance
(gangguan), atau detail; wilayah ini harus didiskritisasi menggunakan model elemen hingga
kontinuum. Penjelasan lebih lengkap mengenai wilayah B dan D disajikan dalam makalah
penting karya Schlaich.

Bab ini hanya berfokus pada wilayah-B dan menurunkan persamaan diferensial yang
mengatur teori balok klasik Euler-Bernoulli dan Timoshenko. Sebagai langkah awal, elemen
batang (bar) dibahas terlebih dahulu bukan balok karena persamaan diferensial yang
mengatur jenis elemen ini lebih sederhana dibandingkan dengan persamaan untuk balok.
Perlu dicatat bahwa semua persamaan diferensial yang disajikan dalam bab ini diturunkan
berdasarkan asumsi bahwa deformasi dan perpindahan bernilai kecil; dengan demikian,
persamaan kesetimbangan diterapkan terhadap konfigurasi awal (sebelum deformasi).
Selanjutnya, istilah "batang" (bar) dan "balok" (beam) digunakan untuk menggantikan istilah
"rangka" (frame) pada bagian-bagian berikutnya agar lebih relevan dengan konteks
pembahasan.

2.2 PERSAMAAN DASAR ELEMEN BATANG

Diagram benda bebas dari bagian infinitesimal elemen rangka yang mengalami beban
aksial diperlihatkan pada Gambar 2.2. Kondisi kesetimbangan aksial pada batang tersebut
menghasilkan persamaan berikut:

16



Analisis Matrix Kerangka Struktur Bangunan
Dr. Ir. Agus Wibowo, M.Kom, M.Si, MM

Ujung Kaku
B » VI/////////A
zzzzZZZ728
zzZzZZZ48
x_ =
Qi\v Batang ekuivalen ‘\i\“ X
(a) Sebuah Bangunan Rangka-Dinding (b) Model Struktural Sebuah Bangunan Rangka-Dinding
Gambar 2.1 Dinding Rangka dan Model Strukturalnya.
w_(x)
N(x) N(x)+dN(x)
< » P > > >
dx __|
Gambar 2.2 Segmen infinitesimal dari sebuah batang.
Keseimbangan:
dN (x)
—N(x)+ N(x) +dN(x) + w,(x)dx =0 o —w,(x) (2.1)

dengan N(x) sebagai gaya aksial pada batang dan w,(x) sebagai beban yang terdistribusi
secara aksial. Perlu dicatat bahwa gaya aksial N (x) dapat dianggap sebagai resultan tegangan
karena didefinisikan sebagai integral dari tegangan aksial o,,(x) terhadap luas penampang
batang A:

N(x) =f0xx(x)dA (2.2)

A

Berdasarkan asumsi perpindahan kecil, regangan aksial £,(x) dikaitkan dengan perpindahan
aksial uy(x) melalui persamaan kompatibilitas berikut:
Kompatibilitas:

T 25
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Ukuran regangan yang didefinisikan dalam Persamaan (2.3) umumnya dikenal sebagai
"regangan teknis uniaksial". Hubungan antara gaya aksial dan regangan aksial didefinisikan
melalui hukum konstitutif:

Hukum konstitutif:

N(x) = EA(x)gy(x) (2.4)

dengan EA(x) adalah kekakuan aksial batang.

Substitusi Persamaan (2.3) dan (2.4) ke dalam Persamaan (2.1) menghasilkan persamaan
diferensial yang mengatur sistem:

Persamaan diferensial yang mengatur sistem:

d”"f“)] = —wy () (25)

d

—|EA
dxl D=
Untuk kasus sederhana dengan kekakuan aksial konstan EA, persamaan diferensial penentu
(2.5) dapat disederhanakan menjadi:

2
EA(x) =EA = EAdZ;—zgx) = —w,(x) (2.6)

Bentuk umum solusi untuk persamaan diferensial penentu (2.5) adalah:
o (%) = ug (x) + uf (x) (2.7)

di mana ug(x) adalah solusi homogen yang mewakili perpindahan aksial tanpa adanya beban
anggota, sedangkan ug(x) adalah solusi partikular yang mewakili perpindahan aksial akibat
adanya beban anggota. Diasumsikan bahwa pembaca memiliki latar belakang yang cukup
dalam matematika teknik. Jika tidak demikian, disarankan untuk berkonsultasi dengan buku
teks matematika tekniknya (misalnya Kreyszig).

Persamaan diferensial pengatur batang adalah orde kedua dalam medan perpindahan
yang tidak diketahui uy(x). Selain persamaan diferensial pengatur, kondisi batas perlu
ditambahkan untuk menentukan solusi masalah. Kondisi batas dapat diklasifikasikan menjadi
dua kategori: Esensial dan Alami. Yang pertama juga dikenal sebagai tipe batas Dirichlet,
sedangkan yang terakhir juga dikenal sebagai tipe batas Neumann. Kedua kondisi batas
tersebut secara fisik diinterpretasikan, masing-masing, sebagai batasan pada perpindahan
(geometris) dan gaya di ujung anggota. Gambar 2.3 memberikan representasi umum dari
domain solusi (2, batas esensial I, dan batas alami I}; untuk benda satu dan dua dimensi.
Secara matematis, kita mencari fungsi uy (x), yang memiliki karakteristik berikut:

1. Medan gaya aksial N(x) yang dihitung dari medan perpindahan aksial uy(x) melalui
hubungan kompatibilitas (2.3) dan konstitutif (2.4) harus memenuhi persamaan
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kesetimbangan diferensial (2.1) secara titik demi titik di seluruh domain solusi
Q0 <x<L).
2. Harus memenuhi kondisi batas yang ditentukan di ujung anggota (pada x = O danx =
L).
Perlu dicatat bahwa, untuk derajat kebebasan tertentu, hanya satu dari dua kondisi batas yang
dapat ditentukan. Dalam kasus batang, kita memiliki salah satu dari

uy(0) = ugor N(0) = N, (2.8)
dan salah satu dari

ug(L) =u,orN(L) = N, (2.9)

Benda 2D

7 Benda 1D
",

I

Q : domain solusi
I', : batas esensial
I', : batas alami

Gambar 2.3 llustrasi domain solusi utama (, syarat batas esensial I[;;, dan syarat batas alami
Ft (Fu U Ft = F).

Dengan kata lain, baik gaya maupun perpindahan dapat ditetapkan pada batas yang sama.
Gambar 2.4 memperlihatkan keempat kemungkinan kombinasi kendala batas. Namun, hanya
tiga yang pertama (Gambar 2.4a, b, dan c) yang dapat diterima secara kinematik, sedangkan
yang terakhir pada Gambar 2.4d tidak dapat diterima secara kinematik karena tidak mencegah
batang tersebut mengalami translasi sebagai benda tegar.

Perlu dicatat bahwa cara yang elegan untuk merepresentasikan persamaan-persamaan
penentu ((2.1), (2.3), dan (2.4)) bagi masalah batang beserta kondisi batasnya (esensial dan
alami) secara bersamaan adalah melalui apa yang disebut sebagai "Diagram Tonti" yang
ditampilkan pada Gambar 2.5. Diagram ini juga dapat digunakan untuk menyajikan persamaan
diferensial penentu bagi masalah medan lainnya (misalnya Elektromagnetisme, Dinamika
Fluida, Mekanika Kuantum).
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Tidak Diketahui: NV (0) =N, Tidak Diketanui: N (L) =N,

2
rrd % Q E ru
Z

Diketahui: 4, (0) = %, Diketahui:.uo (L)=14,
(©)

Tidak Diketahui: 4, (0) =4,  Tidak Diketahui: 2, (L) =2,

T 0 | T,
. .
Diketahui: N(U) =N, Diketahui: N(L) =N
(d) (Tidak Dapat Diterima)

Gambar 2.4 Empat Kemungkinan Kombinasi Kendala Batas: Masalah Batang.

B.C. Esensial
padaTl,

uO (x) Wx (x)
| |
Kesesuaian Keseimbangan
du, (x dN(x) _
& (x)= ;—)E) — =" (x)
£y(x) N(x)=EA(x)&,(x) N(x)
Hukum Konstitutif
B.C. Alami
pada T,

Gambar 2.5 Diagram Tonti untuk Masalah Batang + Kondisi Batas.

Contoh 2.1

Berdasarkan persamaan diferensial yang relevan, tentukan distribusi perpindahan
aksial dan gaya aksial sepanjang kolom dengan penampang konstan yang mengalami beban
berat sendiri serta beban titik pada ujung bebasnya, sebagaimana ditunjukkan pada Gambar
2.6.

e Penyelesaian: Untuk kasus kekakuan aksial EA yang konstan, persamaan diferensial
yang berlaku adalah:
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d?uy(x) d*uo(x) p
EA7—Wx(X)—Ap — W_E

Solusinya berbentuk
U (%) = ug (x) + ug (x)
di mana ug(x) adalah solusi homogen dan dapat didefinisikan sebagai:
ul(x) = Cix + C,

ug(x) adalah solusi khusus dan dapat didefinisikan sebagai:

p
ub(x) = ﬁxz

—
R

>
—
-
~—
[l
o)
N
= e o G G Gom G G
~

Gambar 2.6 Contoh 2.1.

Solusi total uy(x) adalah:

uy(x) = ul () +ub(x) = Cix + C, + %xz

Konstanta C; dan C, ditentukan dari syarat batas. Syarat Batas:
Syarat Batas Esensial pada I';:

uO(O) =0 = CZ =0

Syarat Batas Alami pada I7:
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dugy(x)
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N(L) = EA

x=L
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pL P

=P > (=-—-—

E EA

Teramati bahwa syarat batas hanya memengaruhi solusi homogen.

Medan perpindahan aksial adalah:

) P(, x?\ Px
=—— —_—— - =
Yo = T\ T2 ) T 4E
Medan regangan aksial adalah:
dug(x) p P
A

Medan gaya aksial adalah:

N(x) = EAgy(x) = —pA(L —x) — P

Quadratic

= Linear

= Linear

Verifikasi terhadap keseimbangan global maupun lokal diserahkan kepada pembaca.

2.3

TEORI BALOK: EULER-BERNOULLI DAN TIMOSHENKO

Dua teori balok yang banyak digunakan dibahas di sini: balok Euler-Bernoulli dan balok

Timoshenko. Balok Euler-Bernoulli hanya memperhitungkan deformasi lentur, sedangkan

balok Timoshenko memperhitungkan baik deformasi

lentur maupun geser. Sebelum

membahas teori-teori balok ini lebih lanjut, beberapa asumsi dasar perlu dikemukakan:

1. Simetri Bidang: Sumbu longitudinal berbentuk lurus, dan penampang melintang balok

memiliki bidang simetri longitudinal. Resultan beban transversal yang bekerja pada

setiap penampang terletak pada bidang tersebut. Kondisi tumpuan juga simetris

terhadap bidang ini. Hal ini menghasilkan lenturan yang simetris.

2. Penampang Melintang: Penampang melintang balok bersifat konstan atau berubah

secara bertahap (balok tirus/tapered).

3. Linearitas Geometris: Perpindahan transversal, rotasi, dan deformasi bernilai kecil

sehingga asumsi deformasi infinitesimal berlaku.

4. Linearitas Material: Material diasumsikan bersifat elastis dan isotropik. Balok

heterogen yang dibuat dari beberapa material isotropik, seperti beton bertulang, tidak

termasuk dalam cakupan ini.
Teori Balok Euler-Bernoulli

Hipotesis dasar teori balok Euler-Bernoulli adalah bahwa "Penampang datar tetap

datar dan tegak lurus terhadap sumbu longitudinal". Asumsi ini dikaitkan dengan nama

Kirchhoff untuk pelat (plate) dan Love untuk cangkang (shell). Deskripsi kinematika dan definisi

deformasi titik-titik penampang untuk balok Euler-Bernoulli masing-masing disajikan pada
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Gambar 2.7 dan Gambar 2.8. Penampang ab tegak lurus terhadap sumbu longitudinal balok
sebelum mengalami deformasi. Pada konfigurasi terdeformasi, penampang a'b’ tetap datar
dan tegak lurus terhadap sumbu longitudinal. Hal ini secara sederhana menyiratkan bahwa
medan perpindahan aksial u(x, y) dan perpindahan vertikal v(x, y) pada titik mana pun yang
berjarak y dari sumbu longitudinal dapat dituliskan sebagai berikut:

dvy(x)
dx

ulx,y) = up(x) —y dan v(x,y) = vo(x) (2.10)

Deformasi yang bersesuaian adalah: Regangan aksial (regangan teknis):

du(e,y) _dugx)  d*uy(x)

Regangan geser:
dv(x,y) du(x,y) dve(x) dvy(x)
— = — = 2.12
Yo(®) dx + dy dx dx 0 ( )
¥, v(x.y)
A
Tidak . u(xy) vo(x)
. Teredeformasi  , \ i
[\ Sumbu.referenm . f, u(x,y)
- R S —— \] : >
uy(x)

Gambar 2.7 Deskripsi kinematika titik-titik penampang melintang untuk balok Euler-
Bernoulli.
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normal terhadap sumbu balok tedeformasi

a,(x) deformasi lentur

- ok edeformas!

B - Sumb‘lba\

A Y vxy) a(x)

Tedeformasi

X \
de L P . ’ vo(x)

d
' a x, u(x,y)

Tanpa Deformasi

b H
()

Gambar 2.8 Deformasi Penampang Balok Euler-Bernoulli.

dimana g4(x) = duy(x)/dx adalah regangan pada sumbu referensi dan ky(x) = d?vy(x)/
dx? adalah kelengkungan penampang.

Perlu dicatat bahwa Persamaan (2.12) secara sederhana menunjukkan bahwa,
berdasarkan asumsi kinematik yang diperlihatkan pada Gambar 2.7, regangan geser
penampang bernilai nol.

Kesetimbangan:

Diagram benda bebas dari bagian infinitesimal elemen balok yang mengalami beban
transversal diperlihatkan pada Gambar 2.9. Kondisi kesetimbangan vertikal balok
menghasilkan hubungan berikut:

dV(x)
dx

+w,(x) =0 (2.13)

w, (%)
M(x)  t4t44p4tt444 M)TMEy)

| P)
S

V(x V(x)+dV (x)

-

dx

Gambar 2.9 Segmen infinitesimal dari suatu balok.
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dengan V(x) adalah gaya geser yang bekerja pada penampang balok, dan Wy(x) adalah beban
terbagi rata arah vertikal. Kesetimbangan momen menghasilkan hubungan berikut:

dM(x)
dx

+V(x) =0 (2.14)

di mana M (x) adalah momen lentur yang bekerja pada penampang balok.

Perlu dicatat bahwa momen lentur M (x) dapat dianggap sebagai tegangan resultan
karena besaran ini didefinisikan sebagai integral dari tegangan aksial o,,(x) terhadap luas
penampang balok A:

M(x) = —fycxx(x)dA (2.15)
A

Berdasarkan hipotesis balok Euler-Bernoulli, pengaruh gaya geser V(x) terhadap perilaku
balok tidak diperhitungkan. Hal ini merupakan pendekatan yang wajar untuk elemen dengan
rasio bentang terhadap tinggi penampang yang sedang hingga besar. Akibatnya, gaya geser
V (x) perlu dihilangkan dari Persamaan (2.14). Hal ini dapat dilakukan dengan menurunkan
Persamaan (2.14) terhadap x dan menggabungkannya dengan Persamaan (2.13) untuk
memperoleh:

d*M(x)
W - Wy(X) =0 (216)
Berdasarkan asumsi perpindahan kecil, kelengkungan penampang k,(x) berhubungan dengan
perpindahan transversal v, (x) melalui persamaan kompatibilitas berikut:

Kompatibilitas:

d*vy(x)

e (2.17)

Ko(x) =

Hukum konstitutif:
Hubungan antara momen penampang dan kelengkungan penampang didefinisikan
melalui hukum konstitutif:

M(x) = IE(x)xy(x) (2.18)

di mana IE (x) adalah kekakuan lentur balok tersebut.

Substitusi Persamaan (2.17) dan (2.18) ke dalam Persamaan (2.16) menghasilkan
persamaan diferensial yang mengatur sistem:
Persamaan diferensial yang mengatur sistem:
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2

d— IIE(x) = wy (x) (2.19)

dx? dx?

dzvo(x)l
Untuk kasus sederhana dengan kekakuan lentur IE yang konstan, persamaan diferensial yang
mengatur sistem, yaitu Persamaan (2.19), dapat disederhanakan menjadi:

d*v,(x) _

IE(x) = IE JE—272
(x) = It

wy (x) (2.20)

Persamaan diferensial yang mengatur perilaku balok Euler-Bernoulli merupakan persamaan
orde empat terhadap medan tak-diketahui vy(x). Selain persamaan diferensial tersebut,
syarat batas perlu ditambahkan untuk menyelesaikan masalah ini. Syarat batas esensial dan
alami secara fisik diinterpretasikan sebagai kendala pada perpindahan (perpindahan
transversal vy (x) dan rotasi v}(x)) serta gaya (gaya geser V(x) dan momen M(x)) masing-
masing pada ujung-ujung elemen.

Secara matematis, tujuannya adalah mencari fungsi vy(x) yang memiliki karakteristik
berikut:

1. Medan momen lentur M (x), yang dihitung dari medan perpindahan transversal v, (x)
melalui hubungan kompatibilitas (2.17) dan hubungan konstitutif (2.18), harus
memenuhi persamaan diferensial kesetimbangan (2.16) di setiap titik di seluruh
domain solusi Q(0 < x < L).

2. Fungsi tersebut harus memenubhi syarat batas yang telah ditentukan pada ujung-ujung
elemen (padax = 0danx = L).

Berbeda dengan masalah batang (bar), pada masalah balok, baik syarat esensial maupun alami
dapat ditetapkan pada batas yang sama, sebagaimana ditunjukkan, misalnya, pada Gambar
2.10.

Pada ujung kiri (x = 0), dapat ditetapkan:

v9(0) =0 = Essential dan M(0)=M, = Natural (2.21)
Demikian pula, pada ujung kanan (x = L), kita dapat menetapkan:

0(L) =vy(L) =0 = Essential dan V(L)=V, = Natural (2.22)
Namun, untuk suatu derajat kebebasan tertentu, hanya satu dari kedua kondisi batas yang
dapat ditetapkan.

Gambar 2.11 memperlihatkan semua kendala batas yang dapat diterima secara

kinematik pada sebuah balok. Kendala-kendala batas ini dapat diterima karena mencegah
balok mengalami translasi dan rotasi sebagai benda tegar. Terlihat pula bahwa setidaknya dua
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kondisi batas esensial harus ditetapkan. Selain itu, balok menjadi statis tak tentu jika terdapat
lebih dari dua kendala batas esensial.

X l:

|—.
M, \

v, (0)=0 Il
\M([]): M, . O(L)=v,(L)=0

Gambar 2.10 Contoh Kondisi Batas Campuran untuk Balok Euler-Bernoulli.

Diketahui: €(0), ¥ (0) Diketahui: v, (L), M(L)
Diketahui: v,(0), M(0) Diketahui: v, (L), M (L) §
]
N

| Q Q |

e K A

Tidak diketahui: 77(0), 8(0) Tidak diketahui: (L), O(L)  Tidak diketahui: M (0), v, (0) Tidak diketahui: (L), O(L)

(a) balok tumpuan sederhana (b) balok rol pelepasan geser
Diketahui: v, (0), 8(0) Diketahui: v, (L), M (L) Diketahui: v, (0), 6(0) Diketahui: v, (L), O(L)
§ Q ] §' Q
Tidak diketahui: V'(0), M (0) Tidak dik;tahui: V(L),6(L) Tidak diketahui: 1/ (0), M (0) Tidak diketahui: /(L), M (L)
(c) balok kantilever berpenopang (d) balok jepit-jepit
Diketahui: v, (0), 6(0) Diketahui: ¥'(L), M(L)
Q |
Tidak diketahui: ¥ (0), M (0) Tidak diketahui: v, (L), O(L)

(e) balok kantilever

Gambar 2.11 Kendala yang Memenuhi Syarat Kinematis pada Balok Euler-Bernoulli.

Persamaan-persamaan yang mengatur perilaku sistem ((2.16), (2.17), dan (2.18)), beserta
syarat-syarat batasnya (baik yang bersifat esensial maupun alami), membentuk masalah nilai
batas untuk menentukan medan perpindahan vertikal balok; hal ini direpresentasikan secara
skematis melalui Diagram Tonti pada Gambar 2.12.

Contoh 2.2
Berangkat dari persamaan diferensial yang mengatur sistem, tentukan distribusi

perpindahan transversal, rotasi, momen lentur, dan gaya geser di sepanjang balok kantilever
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dengan tumpuan tambahan (propped cantilever) Euler-Bernoulli yang bersifat prismatik dan
menerima beban terbagi rata, sebagaimana ditunjukkan pada Gambar 2.13.
e Penyelesaian: Untuk kasus kekakuan lentur IE yang konstan, persamaan diferensial
yang mengatur sistem adalah:

d*vy(x)
IEW = Wy(X) = —Wyo
Syarat batas:
(1) v4(0) = 0: Essential
(2) 9(0)—dv° = 0: Essential
= dxl,_, = ssentia
d?v d*v
B)ML)=0 = I[E—| =0 = ’l = 0: Natural
dx? | _ dx? | _
x=L x=L
(4) v(L) = 0: Essential
Syarat Batas Esensial
pada I,
Vo(X) w (x)
|
Kesesuaian Keseimbangan
d*v, (x) dlM("') " -
I\‘“(.\‘)=T T_"" (x}=0
Ko (X) M (x) = Elx, (x) ————| M (%)

Hukum Konstitutif

Syarat Batas Alami
pada I,

Gambar 2.12 Diagram Tonti untuk masalah balok Euler-Bernoulli + syarat batas.
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H‘_r (X) - _H1_1'0

VYVYVYVYVVYVY

[E = const &
L »

NN

Gambar 2.13 Contoh 2.2.
Solusinya berbentuk

vo(x) = v (%) + v (x)
Solusi homogen vl (x):

d*v,(x) _

IE ppe =0 = vl(x)=C +Cx+C3x%+ Cox®

Solusi khusus v} (x):

d*vy(x) p Wyo
IE—dx“' =wy(x) =-wy, = (x)=—24”5,x4
Solusi totalnya adalah:
Vo (x) = C; + Cox + C3x? + Cyx® — Wyo x*

Konstanta Cy, C,, C3, dan C, dapat ditentukan dari keempat syarat batas:

(1) v,(0)=0: €, =0

=0: C,=0

x=0

dv,
@ 80 =—

dZVO WyO 2
Ix? =0: 2C;+6CL——=L"=0

3) 2IE
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(4) vo(L)=0: C3L2+C L3—Wy°L4—
0 - * 241E
. _ WyoLZ _ 5Wy0L
Dari (3) dan (4), C5 = T dan C, = ToIE
Solusi lengkap untuk masalah ini adalah
wyol? . Swyel Wy,

vo() == TerE* t a8 X T 7alE”

Momen lentur sepanjang balok adalah

—+

8 8 2
Gaya geser sepanjang balok adalah

V(x)=—15m= yO(SL )

dx3

Bentuk Terdeformasi Berdasarkan Teori Jurawsky

Bentuk Terdeformasi Berdasarkan Teori Balok Timoshenko

Gambar 2.14 Deformasi Penampang Melintang: Teori Jourawsky vs. Teori Balok Timoshenko.

Verifikasi terhadap keseimbangan global maupun lokal diserahkan kepada pembaca.
TEORI BALOK TIMOSHENKO
Latar Belakang Teoretis

Teori balok Timoshenko merupakan penyederhanaan dari teori balok yang lebih akurat
dengan memperhitungkan pengaruh deformasi geser. Hipotesis dasar teori balok Timoshenko
adalah bahwa "penampang bidang tetap berupa bidang datar namun tidak lagi tegak lurus
terhadap sumbu memanjang balok akibat adanya deformasi geser". Asumsi ini dikaitkan
dengan nama Mindlin dan Reissner (antara lain) untuk pelat serta Naghdi untuk cangkang.
Implikasi dari hipotesis tersebut ditunjukkan pada Gambar 2.14 dan menghasilkan deformasi
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(tegangan) geser yang konstan di sepanjang penampang melintang. Hal ini bertolak belakang
dengan kondisi yang terjadi menurut teori Jourawsky. Perbandingan antara distribusi tegangan
geser konstan tersebut dengan distribusi yang dihitung berdasarkan teori Jourawsky disajikan
pada Gambar 2.15.

i 2 i 7, () ,
% | - ave
y z_max |
- 4 3
'l B T N Y N
- |
2 bh A
' |
- } i 2 ) : ;
) 6’ I’- - ‘
T, ( ‘,) = =| —=y° L. —=— constant
o " bh\ 4 A
Beam Section '
(Rectangular) Jourawsky’s Theory Timoshenko Beam Theory

Gambar 2.15 Distribusi Tegangan Geser pada Penampang Persegi Panjang: Teori Jourawsky
vs. Teori Balok Timoshenko.

Inti dari argumen Timoshenko adalah sebagai berikut: Gaya geser V (x) dihitung dari integral

tegangan geser di atas luas penampang A.
Dalam kasus elastis linier dengan modulus geser konstan G,

V(x) = ery(x)dA = jG(x)yxy(x)dA S1f6x)=6=>Vkx)=G6 jyxy(x)dA (2.23)
A A A

Jika yo adalah regangan geser pada sumbu sentroidal, diperoleh hubungan berikut:
V < GAy, (2.24)

Jika kesamaan gaya geser yang dihasilkan diberlakukan, faktor koreksi geser k dapat dihitung:
V= JnyydA = (GAyy)k; wherek <1 (2.25)
A

Faktor koreksi geser k biasanya disebut koefisien geser Timoshenko yang bergantung pada
bentuk penampang dan didefinisikan untuk setiap jenis penampang. Jika kita menyebut A, =
kA sebagai luas geser, maka

V = GAgy, (2.26)
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Nilai k untuk beberapa penampang melintang sederhana adalah:
k = 5/6 untuk penampang persegi panjang dan k = 9/10 untuk penampang lingkaran (2.27)

Pembahasan dan penurunan rumus koefisien geser Timoshenko yang lebih mendalam dapat
ditemukan dalam Timoshenko dan Gere.

Perpindahan vertikal total sumbu referensi balok dapat diuraikan menjadi lendutan
lentur dan lendutan geser, sebagaimana ditunjukkan pada Gambar 2.16.

Vo (%) = vp(x) + vs(x) (2.28)

di mana v;(x) adalah defleksi akibat lentur saja, sedangkan v, (x) adalah defleksi akibat geser
saja. Berdasarkan Persamaan (2.28) dan Gambar 2.16, diperoleh:

dvy(x) _ dvs(x) N dvg(x)

dx dx dx (2.29)

0(x) =

Deformasi Fleksural Saja Deformasi Geser Saja

Gambar 2.16 Dekomposisi Perpindahan Balok Timoshenko.
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Sumbu balok yang mengalami deformasi normal
\
Deformasi geser 7,(x) | — Deformasi lentur a(x)

p asi
arimi deform
k yang meng
mbu palo
Sul x

Teori Balok Timoshenko:
Penampang bidang tetap
tetap bidang, tetapi tidak
normal terhadap sumbu balok
Arah bagian

¥, v(x, y) day, \ terdeformasi

A

| Balok tidak terformasi } > X, u(x,y)

Gambar 2.17 Deskripsi Kinematika Titik-titik Penampang Melintang untuk Balok Timoshenko.

6(x) = ap(x) + vo(x) (2.30)

Persamaan (2.30) menyiratkan adanya dua kontribusi terhadap total rotasi penampang 6(x);
salah satunya berasal dari rotasi lentur o (x) = dvy(x)/dx dan yang lainnya dari rotasi geser
Yo(x) = dvs(x)/dx-

Berdasarkan deskripsi kinematika yang diperlihatkan pada Gambar 2.17, dapat diamati
bahwa penampang melintang yang terdeformasi a'b’ tetap berupa bidang datar namun
berotasi dengan sudut total sebesar dv,y(x)/dx. Selisih antara dv,(x)/dx dan ay(x) (rotasi
lentur) mendefinisikan deformasi geser penampang y,(x).

Berdasarkan Gambar 2.17, medan perpindahan aksial u(x, y) dan perpindahan vertikal
v(x,y) dapat dituliskan sebagai berikut:

u(x,y) = up(x) — yoo(x) and v(x,y) = vy(x) (2.31)
Deformasi yang bersesuaian adalah:

du(x,y) _ dug (x) _ dag(x)

et y) = dx dx Y dx (2.32)
o2 Y) avCey) | dn) '
YolX) = dy dx GolX dx

Deformasi penampang yang digeneralisasi adalah:
Regangan aksial penampang pada sumbu referensi:
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dug(x)
g (x) = —
Kelengkungan penampang:
dag(x)
Ko(x) = c(;x

Regangan geser penampang:

d
vo) = 20 )

Dari hubungan konstitutif untuk tegangan normal dan geser:

Oxx (1) = E(x)&xx ()
Ty (1) = G(X) Yy (%)

Gaya penampang tergeneralisasi adalah:
Gaya aksial penampang pada sumbu referensi:

N(x) = f 0, (x)dA = EA(x) duc‘l’ix) — EA(x)eo(x)
A
Momen lentur penampang:
M) = = [ )y da = 15Go) 2608 _ 1B )

Gaya geser penampang:

V() = j Ty (OdA = GAL(X)Yo(x)
A

berdasarkan prinsip kerja maya.
Persamaan Diferensial Pengatur
Kesetimbangan:

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

Perlu ditekankan bahwa deformasi penampang tergeneralisasi ((2.33), (2.34), dan (2.35))
merupakan pasangan konjugat dari gaya penampang tergeneralisasi ((2.37), (2.38), dan (2.39))

Diagram benda bebas dari bagian infinitesimal elemen rangka yang mengalami beban

persamaan-persamaan berikut:

34
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dv(x) B dM (x) _
dx —+w y( ) 0 dan 7‘}‘ V(X) =0 (240)

Berdasarkan asumsi kinematik teori balok Timoshenko, deformasi penampang (Ko(X) dan
Yo(x)) dikaitkan dengan perpindahan transversal v,(x) dan rotasi lentur penampang a,(x)
melalui persamaan kompatibilitas berikut:

Kesesuaian:
o) = 200
(2.41)
d
Yolx) = ”"(") — ()

Hukum konstitutif:
Hukum konstitutif penampang untuk lentur dan geser adalah:

M(x) = IE(x)xo(x) and V(x) = GA;(x)yo(x) (2.42)

Substitusi Persamaan (2.41) dan (2.42) ke dalam Persamaan (2.40) menghasilkan persamaan
diferensial yang mengatur sistem sebagai berikut:
Persamaan diferensial yang mengatur sistem:

d dvy(x)
o GA(x )l —oco(x)l +w,(x) =0
(2.43)
GA,(x )[ Yolx )—ao(x)l+:—xl1E(x)daO(x) -0

Terdapat dua persamaan diferensial bergandengan yang mengatur perilaku balok Timoshenko.
Keduanya merupakan persamaan orde dua terhadap medan tak-diketahui v (x) dan ay(x).

Pada kasus sederhana dengan kekakuan lentur [E dan kekakuan geser GA yang
konstan, persamaan diferensial penentu (2.43) dapat disederhanakan menjadi:

d?vy(x) day(x) 3
GAS[ 2 dx l Ty =0 (2.4
GA, Idvc‘l’ix) — o (x)l +IE d;‘—)‘zg") =0

Sama halnya dengan balok Euler-Bernoulli, selain persamaan diferensial yang mengatur
perilaku sistem tersebut, syarat batas juga harus ditetapkan untuk menyelesaikan masalah ini.
Syarat batas esensial dan alami secara fisik masing-masing diinterpretasikan sebagai kendala
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terhadap perpindahan (perpindahan transversal dan rotasi lentur) serta gaya (gaya geser dan
momen) pada ujung-ujung elemen.

Secara matematis, tujuannya adalah mencari fungsi vy(x) dan o, (x) yang memiliki
sifat-sifat berikut:

1. Medan gaya penampang (M(x) dan V(x)) yang dihitung dari medan perpindahan
(vo(x) dan ay(x)) melalui hubungan kompatibilitas (2.41) dan konstitutif (2.42) harus
memenuhi persamaan diferensial kesetimbangan (2.40) di setiap titik di sepanjang
domain solusi 2 (0 < x < L).

2. Fungsi-fungsi tersebut harus memenuhi syarat batas yang telah ditentukan pada
ujung-ujung elemen (pada x = 0 danx = L).

Seperti halnya pada masalah balok Euler-Bernoulli, baik syarat esensial maupun alami dapat
ditetapkan pada batas yang sama, sebagaimana ditunjukkan dalam Gambar 2.18 sebagai
contoh.

V(L)=V,

T
S M,
v, (0)=0 | §

.-"vf(ﬂ} =M, a, ( =

i Ll

Gambar 2.18 Contoh Kondisi Batas Campuran untuk Balok Timoshenko.
Di ujung kiri (x = 0), kita dapat menentukan:
v,(0) = 0 = Essential dan M(0) = M, = Natural (2.45)
Demikian pula, pada ujung kanan (x = L), kita dapat menetapkan:
ay(L) = 0 = Essential dan V(L) =V, = Natural (2.46)

Namun, untuk derajat kebebasan tertentu, hanya satu dari dua syarat batas yang dapat
ditetapkan.

Gambar 2.19 memperlihatkan semua kendala batas balok yang dapat diterima secara
kinematik. Kendala batas ini dikatakan dapat diterima karena mencegah balok mengalami
translasi dan rotasi sebagai benda tegar. Terdapat empat syarat batas (esensial dan alami) yang
mutlak diperlukan untuk memperoleh solusi lengkap bagi suatu masalah tertentu. Perlu
dicatat pula bahwa setidaknya dua di antaranya haruslah berupa syarat batas esensial; jika
tidak, sistem tersebut akan menjadi sebuah mekanisme. Persamaan-persamaan penentu
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((2.40), (2.41), dan (2.42)), bersama dengan syarat-syarat batas (esensial dan alami),
membentuk masalah nilai batas untuk menentukan medan perpindahan vertikal dan rotasi
balok, yang secara skematis digambarkan melalui diagram Tonti pada Gambar 2.20.

Contoh 2.3
Berangkat dari persamaan diferensial masalah tersebut, tentukan distribusi

perpindahan dan gaya di sepanjang balok kantilever Timoshenko yang dikenai beban pada
ujungnya seperti yang ditunjukkan pada Gambar 2.21.
e Penyelesaian: Untuk kasus kekakuan lentur IE dan kekakuan geser GA, yang konstan,
persamaan diferensial penentunya adalah:

d?vo(x)  dag(x)
GAs l dxz  dx | (@)
d
GA, [”"—(x) ot (x )l+1E 0( Tl (b)
dx
Diketahui: v,(0), M(0) Diketahui: vy(L), M (L) Diketahui: ay(0), V(0) Diketahui: v (L), M(L)
[ Q | Q |

Tidak diketahui: V(0), @y(0)  Tidak diketahui: V'(L), ay(L) Tidak diketahui: V(0), v,(0) Tidak diketahui: V'(L), (L)

(a) Balok yang ditopang sederhana (b) Balok jepit-sederhana-rol
Diketahui: v;(0), a(0) Diketahui: v (L), M(L) Diketahui: v,(0), ay(0) Diketahui: vy(L), a;(L)
\
\ Q | N\ Q N
N x A\
Tidak diketahui: V(0), M(0) Tidak diketahui: V'(L), (L) Tidak diketahui: V(0), M(0) Tidak diketahui: V(L), M(L)
(c) Balok kantilever di ujung dengan penopang (d) Balok dengan ujung tetap di kedua sisi
Diketahui: v;(0), a,(0) Diketahui: V(L), M(L)
N
N o) —I
A\
Tidak diketahui: V(0), M(0) Tidak diketahui: v(L), (L)

(e) Balok kantilever

Gambar 2.19 Kendala yang Dapat Diterima secara Kinematis pada Balok Timoshenko.
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Syarat Batas Esensial

pada I,
Vo (x) w,(x)
aO(x) I
Kompatibilitas Keseimbangan
da,(x dv, (x dM (x) dv (x
(=2l ) g B y0 D, (=0
K,(x), 7,(x) ——Hukum Konstitutif —— M(x),V(x)

M (x) = E1(x)1 ()
V (x) = GA, (x) Yo (x)

Syarat Batas Alami

pada I,

Gambar 2.20 Diagram Tonti untuk Masalah Balok Timoshenko beserta Syarat Batas.

y
IE = konstan %
GA, = konstan
P
Z
| L \/
[ |
Gambar 2.21 Contoh 2.3.
Syarat Batas:
(1) M(0) = 0: Alami
da da
IE=2 =0=>— =0
dx x=0 dx x=0
(2) V(0) = P:Alami
dv,
GAvo(0) = 64, [ —ap(@)] =P
X lx=0

(3) ap(L) = 0: Esensial

(4) vy (L) = 0: Esensial
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Dari persamaan pengatur kedua (b),

dvo(x) ) IE d?ay(x)
dx oV GA, dx?

(o)

Dengan menyubstitusikan (¢) ke dalam persamaan penentu pertama (a), diperoleh hubungan
berikut:

o (x) _
a0 (@)

Mengintegralkan (d) menghasilkan:
oo (x) = C; + Cox + C3x? (e)
Mensubstitusikan (e) ke dalam (c¢) menghasilkan:

dvo(x)  2IE

p ——GASC3+61+sz+C3x2 ()

Mengintegralkan (f) terhadap x:

2IE ) C,x?  (C3x3
X

Vo(x)=C4+<C1_GA Cs > + 3 @)
S

Dengan menerapkan syarat batas, konstanta integrasi dapat ditentukan:

day
1 e — = =
(1) Bl =026 =0
(2) GA Vo (0)] CPoC= -
7 i I 37 T 2IE

PL?
(3) (L) =0=C, =5

21E

@ D)0 P} PL
= = - e —_—_—_———

Ve *T T3IE GA,

Medan perpindahan vertikal adalah:
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P PL3 PIL? P
_ _ _ _ 3
() == L) — g+ o ¥~ eE” (h)
Medan rotasi lentur adalah:
PI* P
— a2 ;

%) = 275 " g @

Dalam persamaan (h), kontribusi deformasi geser adalah
vs(x) = — (x — L) 9)

GA,
dan kontribusi deformasi lentur adalah

PI3 N PI? P ©
31E " 21E" T GIE

ve(x) = —

Total lendutan ujung adalah

o PL_ PP _PLPD
YNV = T Ga, T 31E T GA, | 3IE

Shear  Flexure

Rotasi lentur pada ujung-ujung balok adalah:

2

PL
ay(0) = STE dan oo(L) =0

Total rotasinya adalah:

dvo(x) P +PL2 Px?
dx  GAg 2IE 2IE

0(x) = )

Total rotasi pada ujung-ujung balok adalah:

2

6(0) = — d 0(L) =
O=gat zg 4 W=
[—— - [——]
Shear  Flexure Shear

Menarik untuk dicermati bahwa pada ujung jepit, hanya rotasi lentur « yang bernilai nol. Hal
ini ditunjukkan dengan jelas pada Gambar 2.16.
Medan regangan geser adalah:

40



Analisis Matrix Kerangka Struktur Bangunan
Dr. Ir. Agus Wibowo, M.Kom, M.Si, MM

dvo (x)
Vo) =———— () =~ a (m)
Momen lentur sepanjang sumbu balok adalah:
dog(x
M(x) = IE o®) _ —Px (n)

dx

Contoh 2.4

Turunkan matriks kekakuan Kr_geqm untuk elemen balok berdasarkan persamaan
diferensial yang mengatur perilaku balok prismatik Timoshenko dengan tumpuan sederhana,
sebagaimana ditunjukkan pada Gambar 2.22.

e Penyelesaian: Untuk kasus elemen balok Timoshenko dengan kekakuan lentur IE dan
kekakuan geser GAy; yang konstan, kinematika balok (sistem perpindahan)
didefinisikan sepenuhnya oleh perpindahan ujung (nodal) (a; dan a,), sedangkan
kinetika balok (sistem gaya) digambarkan sepenuhnya oleh gaya ujung (nodal) (M; dan
M,). Hal ini berarti bahwa jika perpindahan nodal dan gaya nodal diketahui, maka
perilaku keseluruhan balok dapat ditentukan secara lengkap. Perlu diingat kembali dari
materi dasar analisis struktur bahwa matriks kekakuan elemen balok Timoshenko
K1 _geam, Yang menghubungkan gaya nodal dengan perpindahan nodal, adalah:

P = Kr_geamU

P=|M;, MT dan U=]a; o]"

M, i,
K™ LA JE T
L ‘Iigilim;

Gambar 2.23 Contoh 2.4 (Lanjutan).
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K _ K11 K12
T—Beam — K21 KZZ

Matriks kekakuan elemen balok ini juga dapat diperoleh dari persamaan diferensial yang
mendasarinya.

Perlu dicatat bahwa koefisien pengaruh kekakuan K;; bersesuaian dengan reaksi pada
derajat kebebasan i akibat perpindahan satuan pada derajat kebebasan j. Kolom 1 dari
Kr_peam diperoleh dengan menerapkan syarat batas esensial berikut, sebagaimana
ditunjukkan pada Gambar 2.23a:

15(0) =0, ap(0) =1.0, vy(L) =0,dan ay(L) =0

Perlu diingat bahwa:

d?vo(x) dog(x)
GA; [ . dr | T 0 (a)
dvy(x) d*ay(x)
GAS[ dx —OLO(X)I +1E7— 0 (b)
Dari persamaan pengatur kedua (b),
dvy(x) IE d?oy(x)
dx 0 () = GA;, dx? ©)

Dengan menyubstitusikan (c¢) ke dalam persamaan penentu pertama (a), diperoleh hubungan
berikut:

d®a (x)
——F—=0 d
Mengintegralkan (d) menghasilkan:
oo (x) = C; + Cox + C3x? (e)
Mensubstitusikan (e) ke dalam (c¢) menghasilkan:
dvy(x) 2IE
dx =_GASC3+Cl+sz+C3x2 (f)

Mengintegralkan (f) terhadap x:
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2IE
GA,

C,x*> C.x3
Q>x+ Z + 2 (9)

vo(x) = Cy + (Cl -

Syarat Batas:
(D 19(0) = 0 = C, = 0:Essential
(2) a,(0) = 1.0 = C; = 1.0:Essential

QE+Qﬁ
2 3

2IE
(3) vo(L)=0= (— Cs; + 1) + = 0:Essential

GA;

(4) ao(L) = 0= 1+ C,L + C3L% = 0:Essential
0 2 3

C ——1 d C, = ! —L
” (B i L (ELZE
6 ' GA, 6 ' GA,
_ (1 L 1 ,
ag(x) =1- Z+—2(£+21E> x+—2<£+£>x
6 ' GA, 6 ' GA,
Dengan demikian:
y _IEdoco(x)_IE 1 L 1
W =lE—— = _Z_Zgg+y5>+g+zmx
6 TGA,) 6 TG4,
Dengan demikian:
Kiy=M;,=-M) =IE ! L d
11 =M; =-M(0) = Z"‘m an
6 T G4,

1 L
K21 =M2 =M(L)=IE ——+

L L2 2IF
2 (?* G—AS)

® = 12IE/GA,L? didefinisikan sebagai ukuran tak berdimensi dari hubungan kekakuan
lentur-geser. Oleh karena itu, ekspresi di atas dapat disederhanakan menjadi
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_Gro)E _@2-®)E
nTTa+e) "N T TA o)

Kolom 2 dari Kr_geqm diperoleh dengan menerapkan syarat batas esensial berikut
sebagaimana ditunjukkan pada Gambar 2.23b:

15(0) =0, ap(0) =0, vy(L) =0,danay(L) = 1.0
Mengikuti prosedur yang sama akan menghasilkan:

PO (4 +D)IE
2T Ta+e) " t2T T o)

Akibatnya, matriks kekakuan adalah:

X _IE [4+0) 2-9)
f=Beam — 11+ @) 2 - @) (4 + D)

Jika balok bersifat langsing, deformasi geser akan sangat kecil dibandingkan dengan deformasi
lentur, sehingga ® — 0 (GA; bernilai besar dibandingkan dengan EI) dan matriks kekakuan
balok Timoshenko pada akhirnya tereduksi menjadi matriks kekakuan balok Euler-Bernoulli.

IE4 2
® =0 = Kgp_peam = Kr—peam = T 4
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BAB 3
PERSAMAAN KESETIMBANGAN

3.1 KESETIMBANGAN STATIS PADA STRUKTUR RANGKA

Sebagaimana disebutkan dalam Bab 1, kesetimbangan merupakan salah satu dari tiga
unsur dasar yang diperlukan dalam setiap pendekatan analisis struktur. Dalam bab ini, fokus
utamanya adalah pada berbagai sudut pandang mengenai pertimbangan kesetimbangan
(statis) yang dihadapi dalam analisis struktur. Terdapat beragam bentuk untuk
mendeskripsikan kondisi kesetimbangan. Kondisi tersebut dapat dinyatakan dalam bentuk
tegangan atau gaya (resultan tegangan). Bentuk pertama sering dijumpai dalam mata kuliah
Mekanika Kontinum, sedangkan bentuk kedua yang telah dibahas pada Bab 2 ditemukan
dalam mata kuliah dasar Mekanika Bahan dan Analisis Struktur. Hubungan kesetimbangan
harus berlaku untuk semua tingkatan benda bebas, termasuk segmen diferensial, elemen
struktur, bagian struktur, maupun struktur secara keseluruhan. Dalam buku teks ini,
pembahasan hanya mencakup pertimbangan kesetimbangan untuk struktur rangka.
Pertimbangan kesetimbangan bagi jenis struktur lainnya (misalnya pelat atau cangkang) akan
dipelajari dalam mata kuliah yang lebih lanjut, seperti Metode Elemen Hingga.

3.2 GAYA ELEMEN DASAR DAN KESETIMBANGAN RANGKA 2D

Sebuah struktur rangka dua dimensi yang mengalami pembebanan umum
diperlihatkan pada Gambar 3.1. Sistem referensi Cartesian X —Y — Z digunakan untuk
mendeskripsikan geometri dan besaran-besaran global struktur tersebut. Sumbu Z tegak lurus
terhadap bidang struktur dan mengarah ke arah pembaca. Gelagar pada tingkat ketiga diambil
sebagai contoh elemen rangka umum. Bidang potong imajiner digunakan untuk mengisolasi
gelagar ini. Karena buku teks ini hanya membahas struktur bidang, setiap potongan imajiner
tersebut menghasilkan tiga pasang gaya, yaitu sepasang gaya yang sejajar dengan sumbu
elemen, sepasang gaya yang tegak lurus terhadap sumbu elemen, dan sepasang momen.
Gelagar yang telah diisolasi, beserta beban elemen dan gaya ujung yang timbul akibat
pemotongan tersebut, diperlihatkan pada Gambar 3.2.

Pada bagian ini, hubungan kesetimbangan untuk elemen rangka umum tersebut
dirumuskan berdasarkan sistem referensi lokalnya. Sistem referensi Cartesian x —y —z
digunakan sebagai sumbu referensi lokal untuk setiap elemen. Secara konvensional, simpul i
dipilih sebagai titik awal sedangkan simpul j dipilih sebagai titik akhir. Sumbu x lokal yang
positif mengarah dari simpul i menuju simpul j. Untuk struktur bidang, sumbu z lokal
umumnya ditetapkan agar berimpit dengan sumbu Z global yang mengarah ke pembaca.
Dengan demikian, sumbu-y lokal terdefinisi secara unik. Diasumsikan bahwa gaya-gaya yang
bekerja pada sisi elemen di setiap titik potongan memiliki arah positif terhadap sumbu-sumbu
lokal. Berdasarkan hukum gerak ketiga Newton, arah gaya yang bekerja pada sisi simpul (node)
dari potongan tersebut dapat ditentukan.
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Gambar 3.2 Elemen Rangka Dua Dimensi.

Gaya-gaya pada ujung elemen dalam sistem acuan lokal (Gambar 3.2) dapat dikelompokkan

ke dalam vektor P sebagai berikut:
— — — T — R — — = 5T
P=|P, P,| =|P, P, P; P, P; Pl (3.1)

Komponen-komponen vektor gaya ujung P disusun dengan cara berikut: dimulai dari titik
simpul i, pertama-tama ditetapkan derajat kebebasan (DOF) pada sumbu-x lokal (komponen
pertama), kemudian DOF pada sumbu-y lokal (komponen kedua), lalu DOF terhadap sumbu-z
lokal (komponen ketiga), dan seterusnya hingga mencapai titik simpul j pada elemen tersebut.
Keenam komponen ini membentuk rangkaian lengkap gaya ujung untuk elemen yang ditinjau
sebagai benda bebas dalam sistem acuan lokal.

Namun, hanya tiga dari keenam gaya tersebut yang bersifat independen. Akibatnya,
hanya tiga dari enam gaya itu yang dapat dipilih sebagai gaya independen yang dikenal sebagai
"gaya elemen dasar" (basic member forces). Tiga gaya ujung lainnya bersifat dependen dan
dapat dinyatakan dalam bentuk gaya elemen dasar tersebut. Hubungan antara gaya ujung
independen dan dependen dapat ditentukan berdasarkan kondisi kesetimbangan elemen
sebagai benda bebas. Dalam hal ini, sistem "balok dengan tumpuan sederhana" (simply
supported beam) yang diperlihatkan pada Gambar 3.3 digunakan untuk menetapkan
hubungan antara gaya ujung independen dan dependen tersebut.
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Gambar 3.3 Model Balok Tumpuan Sederhana: (a) Sistem Lengkap, (b) Sistem Dasar, (c)

Sistem Dasar dengan Gaya Reaksi.

Dengan meninjau tiga kondisi kesetimbangan pada elemen rangka yang ditunjukkan dalam

Gambar 3.3a, diperoleh hal berikut:
Penjumlahan gaya pada sumbu-x lokal:

L
zFx=0;171+F4+j wy(x)dx =0=> P, = -P, — N,
0

Penjumlahan momen terhadap titik simpul j pada elemen rangka:

— — .= (" — P P Mo
ZMZ:O,P3_P2L+P6_j- (L_x)Wy(X)dx:0:>P2:I+T_V0+T
- 0
Penjumlahan momen terhadap titik simpul i pada elemen rangka:
— = .. [ —_ Ps Pg M,
ZMZ=O'P3+P5L+P6+1Wy(x)de=0:P5= ————— e
: 0 L L L
Di mana

L L L
N, =j w,(x)dx; =J wy(x)dx; dan M, =f wy, (x)xdx
0 0 0

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

Berdasarkan ketiga persamaan kesetimbangan ((3.2), (3.3), dan (3.4)), P3, P,, dan P, dipilih
sebagai gaya ujung bebas. Dengan demikian, P;, P,, dan Ps merupakan gaya ujung terikat dan

47



Analisis Matrix Kerangka Struktur Bangunan
Dr. Ir. Agus Wibowo, M.Kom, M.Si, MM

dapat dinyatakan dalam bentuk gaya ujung bebas melalui tinjauan kesetimbangan. Untuk
kemudahan, gaya ujung bebas tersebut dapat dinamai ulang sebagai berikut:

Py —qy; Py—qy dan Pg— g3 (3.6)
Akibatnya, vektor gaya elemen dasar g didefinisikan sebagai:

=l 9. qzl" =P, P; Pg|" (3.7)

Sistem dasar ini dapat dipandang sebagai balok dengan tumpuan sederhana seperti yang
ditunjukkan pada Gambar 3.3b. Sistem tumpuan virtual ini semata-mata membantu pembaca
dalam memilih kondisi kesetimbangan dan digunakan oleh Limkatanyu untuk mendeskripsikan
sistem dasar bagi model rangka dengan nonlinearitas geometris yang didasarkan pada
penyatuan teori balok Euler-Bernoulli-von Karman dan konsep corotational. Akan tetapi,
konsep visualisasi ini dapat menimbulkan kesalahpahaman. Berdasarkan Persamaan (3.2),
(3.3), dan (3.4), bentuk matriks persamaan kesetimbangan untuk sistem balok dengan
tumpuan sederhana tersebut dapat dinyatakan sebagai berikut:

Py [ 0 1 1 ] a1 v M,
P, = L L {qz}+ Vot (3.8)
Ps 0 _L_1ilas _M,
L L L
Py} 1 0 0](9) (0
P;p=10 1 0f392¢+40 (3.9)
P, 0 0 11\g3 0
dan untuk sistem lengkap (Gambar 3.3a dan c) sebagai:
= —1 1 ( —N
(P (1) (1) o )
P, o - - ~Vo +—
P_z L L q1 L
3l _ |0 1 0 0
X B, > = 1 0 0 {Zi} + < 0 > (3.10)
Pl |o -1 _1 _Mo
\P,) L
“ Lo o 1 . 0
atau dalam format ringkas sebagai:
P, b.p Pio _
{_1} = Ibl_Bl q+ {LO} atau P =bgq+ P, (3.11)
P, b, Py
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di mana vektor P;, dan P,, memuat gaya-gaya ujung batang akibat beban batang, dan by
adalah matriks kesetimbangan batang untuk model balok dengan tumpuan sederhana. Terlihat
bahwa hanya gaya-gaya dependen yang dipengaruhi oleh adanya beban batang.

Untuk kasus beban batang terbagi rata (Gambar 3.4), komponen-komponen vektor
beban batang P, adalah:

- S Wyol - S w,,oL
Pu=—wol; Po==—2"; Pi=0; Pg=0; Pog=——2=;

2 1

dan Py, =0 (3.12)

Catatan

(i) Perludicatat bahwa pemilihan sistem gaya dasar tidaklah tunggal, dan terdapat pilihan
lain untuk sistem gaya dasar tersebut, misalnya: sistem balok dengan sambungan jepit
(fixed) dan tumpuan rol. Penurunan persamaan kesetimbangan matriks untuk sistem
balok dengan sambungan jepit dan tumpuan rol ini diserahkan kepada pembaca
sebagai latihan.

(ii) Untuk jenis pembebanan elemen lainnya (misalnya beban terbagi rata linear pada
elemen), penurunan vektor beban elemen P, dapat dilakukan dengan cara serupa dan
diserahkan kepada pembaca sebagai latihan akhir bab.

w,(x)= W,

w, (\) =w, f):. =0 ’ 13, =0
A i — N (ITTTTTTTTTTTHTT)“’
I — = —————— i}
Py=-w,L Py =0
10 0 40 - o i T T P - -W,oL
(a) Pembebanan Aksial 205 5 (b) Pembebanan Transversal 2

Gambar 3.4 Beban Terbagi Rata: Model Balok dengan Tumpuan Sederhana.

3.3  TRANSFORMASI GAYA UJUNG ANTARA SISTEM KOORDINAT LOKAL DAN GLOBAL

Pada bagian sebelumnya, persamaan kesetimbangan matriks (3.11) telah dinyatakan
terhadap sistem acuan lokal (x, y, dan z). Namun, penting juga untuk menyatakan persamaan
kesetimbangan matriks tersebut dalam sistem acuan global (X,Y, dan Z). Dengan kata lain,
hubungan antara gaya-gaya di ujung elemen dalam sistem acuan lokal dan global harus
ditetapkan. Hal ini dapat dicapai melalui transformasi komponen-komponen vektor.

Pada Gambar 3.5, sumbu acuan lokal membentuk sudut ¢ terhadap sumbu acuan
global. Ini berarti sudut ¢ diukur dari sistem acuan global ke sistem acuan lokal. Tanda sudut
¢ mengikuti aturan tangan kanan. Vektor A pada Gambar 3.5 dapat diuraikan menjadi
komponen-komponen x — y maupun X — Y. Perlu dicatat bahwa A dapat dianggap sebagai
vektor gaya yang bekerja pada titik simpul i atau j. Kini perlu dicari hubungan antara
komponen-komponen vektor yang didefinisikan terhadap sistem acuan global dan lokal.
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Berdasarkan tinjauan geometris terhadap vektor A pada Gambar 3.5, hubungan untuk
mentransformasikan komponen vektor dari sistem acuan x — y ke sistem acuan X — Y adalah:

Ay =Aycosp —Aysing dan Ay = A,sind + Ay, cosd (3.13)
atau dalam bentuk matriks sebagai:

Ax) _[cosd —sind](Ax o
{Ay}_ [Sind) cos ¢ {Ay} atau  Axy = TrorAxy (3.14)

Gambar 3.5 Transformasi Komponen Vektor Bidang—> A.

di mana Ay dan Ay masing-masing merupakan komponen X dan Y dari vektor 4; serta Ay dan
Ay, masing-masing merupakan komponen x dan y dari vektor A. Matriks Tror dikenal sebagai
"Matriks Rotasi". Sebaliknya, hubungan untuk mentransformasikan komponen vektor dari
sistem acuan X — Y ke sistem acuan x — y adalah:

Ay = Axcosd + Aysing dan A, = —Axsin¢ + Ay cos ¢ (3.15)

atau dalam bentuk matriks sebagai:

Ay) _[cosd sind](Ax B
{Ay} B [— sing cosd {AY} atau Ay = TrorAxy (3.16)

Berdasarkan Persamaan (3.14) dan (3.16), dapat disimpulkan bahwa Tyor merupakan matriks
ortogonal yang memiliki sifat yang sangat berguna:

Tror = Tror dan  |Tgor| =1 (3.17)

Seperti disebutkan sebelumnya, akan lebih mudah untuk menjaga sumbu z lokal tetap
bertepatan dengan sumbu Z global untuk struktur bidang. Oleh karena itu, jika vektor A
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mempunyai proyeksi sepanjang sumbu z, maka vektor tersebut adalah sama seperti sepanjang
sumbu Z, atau sebaliknya. Hubungan transformasi Persamaan. (3.14) dan (3.16) dapat
ditambah menjadi:

Ax cos¢p —sind 0] (Ax
{Ay} = [sinq) cos¢p O0[{4y; atau Ayyz = TrorAxy: (3.18)
A, 0 0 11 {4,
Dan
Ay cos¢ sing O0](Ax
Ayt = [— singp cos¢p O {AYI atau  Ayy, = TrorAxyz (3.19)
A, 0 0 114,

secara berturut-turut. Perlu dicatat bahwa sifat ortogonal dari matriks rotasi Tror tetap
terjaga. Karena tujuan saat ini adalah menetapkan hubungan transformasi antara komponen
gaya ujung yang bekerja pada sistem koordinat lokal dan global, maka gaya yang bekerja pada
titkk simpul i sebagaimana ditunjukkan pada Gambar 3.6 akan ditinjau. Gambar 3.6a
memperlihatkan komponen-komponen gaya dalam sistem acuan lokal, sedangkan Gambar
3.6b memperlihatkannya dalam sistem acuan global. Berdasarkan hubungan transformasi
pada Persamaan (3.18), hubungan antara komponen-komponen gaya yang ditunjukkan pada
Gambar 3.6a dan b adalah:

(a) Sistem Koordinat Lokal (b) Sistem Koordinat Global

Gambar 3.6 Transformasi gaya ujung elemen pada titik simpul i.

P
2

o

singp cosd P,¢ atau P, =Ti,+P; (3.20)

cos¢ —sing O] P
0 0 1

dan sebaliknya,

Py cos¢p sing 0](P B
Py = [— sing cos¢ 0 {Pz} atau Py = TgrorPy (3.21)
2 0 0 15
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Pertimbangan serupa diterapkan pada gaya yang bekerja pada titik simpul j (Gambar 3.7) dan
menghasilkan hubungan transformasi yang sama, yaitu:

P, cos¢ —sind 0](Fa o
{PS} = [Sincp cos ¢ o] P atau P, =TI, P, (3.22)
P 0 0 11 (P,

dan sebaliknya,

E cos¢ sing 0] (P o
P = [— sing cosdp 0 {P5} atau P, = TgorP; (3.23)
P, 0 0 1P

Menggabungkan Pers. (3.20) dan (3.22) menghasilkan hubungan transformasi untuk gaya
ujung batang:

Py feos¢ —sing 0 0 o op(h)
P, | sing cosdp O 0 0 0 é
Pg} 0 0 1 0 0 0|)Ps T 5
= - = .
<P4 0 0 0 cosd —sind 0 <P4 atau P = TgorP (3.24)
P5J 0 0 0 sindg cos¢ Of|p
\Pe 0 0 0 0 o 1\p)

(a) Sistem Koordinat Lokal (b) Sistem Koordinat Global

Gambar 3.7 Transformasi gaya ujung batang pada titik simpul j.

atau sebaliknya

riw rcosd sing 0 0 0 07 (P
& —sinp cos¢p O 0 0 0| P
Py 0 0 1 0 0 0f)Fs 5
< P, 0 0 0 cos¢p sing Of|P atau kot (325)
Ps 0 0 0 —sing cosd Of|Ps
p) L 0 0 0 0 0 1\P/
6
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Di mana

_ TROT 0
Teor = | &7 1 | (3.26)

Terlihat bahwa suku-suku di luar diagonal pada matriks [ror bernilai nol. Hal ini
mengimplikasikan bahwa komponen gaya ujung pada titik simpul i dan j ditransformasikan
secara independen. Perlu dicatat bahwa susunan komponen vektor P serupa dengan susunan
komponen vektor P. Dimulai dari titik simpul i, derajat kebebasan (DOF) ditetapkan terlebih
dahulu pada sumbu X global (komponen pertama), kemudian DOF pada sumbu Y global
(komponen kedua), lalu DOF terhadap sumbu Z global (komponen ketiga), dan seterusnya
dengan urutan yang sama hingga mencapai titik simpul j pada elemen tersebut.

Dalam implementasi komputer program analisis matriks, nilai sudut ¢ untuk setiap
elemen tidak harus diberikan secara eksplisit karena nilai kosinus arah (cos ¢ dan sin ¢) tidak
dihitung secara langsung. Sebaliknya, nilai-nilai tersebut dihitung secara tidak langsung
berdasarkan data koordinat titik simpul i dan j (Gambar 3.8) sebagai berikut:

(X,.Y))

AY

AX

Gambar 3.8 Perhitungan Tak Langsung Kosinus Arah.

AX=X;—X;; AY =Y, -V dan L = \/(AX)2 + (AY)? (3.27)
cosd = AX/L dan sind = AY/L (3.28)

3.4 KESEIMBANGAN DALAM SISTEM ACUAN GLOBAL: ELEMEN RANGKA

Sejauh ini, persamaan keseimbangan matriks untuk sistem balok dengan tumpuan
sederhana telah dirumuskan berdasarkan sumbu acuan lokal. Selain itu, hubungan
transformasi (3.24) antara gaya-gaya ujung elemen yang dinyatakan dalam sistem koordinat
lokal dan global juga telah diperoleh. Berdasarkan hubungan transformasi tersebut,
persamaan keseimbangan matriks untuk sistem balok dengan tumpuan sederhana dapat
dengan mudah dinyatakan terhadap sumbu acuan global.
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Substitusi Persamaan (3.10) ke dalam (3.24) menghasilkan persamaan keseimbangan

matriks terhadap sistem acuan global sebagai berikut:

) : L M
—cos¢ _512¢ _512¢ (— cosd Ny — sinq)(TO— VO)\
P M
(pl] —sin¢ cos ¢ cos ¢ cos ¢ (—0 - VO) —sin¢ Ny
PZ 0 % 6 7 g 0
30 _
P sin ¢ sin ¢ {Z;} 9 . M, ( (3.29)
P cos ¢ L L squT
Pe _ cos ¢ cos ¢ M,
sing  — L I —Cos q;T
0 0 1 \ 0 J
atau dalam format ringkas sebagai:
P1} blB] {Pw}
= + atau P = bgq + P, 3.30
{es} = [ing )+ o sa+ T (3:30)

di mana bg adalah matriks kesetimbangan untuk model balok dengan tumpuan sendi-rol
(simply supported beam) dalam sistem acuan global. Proses transformasi gaya elemen dari
sistem dasar ke sistem lengkap dalam sumbu acuan global disajikan secara skematis pada
Gambar 3.9.

3.5 PERSAMAAN KESETIMBANGAN MATRIKS UNTUK STRUKTUR RANGKA

Pada bagian ini, tujuan utamanya adalah merumuskan persamaan kesetimbangan
matriks untuk struktur rangka. Persamaan matriks ini menghubungkan gaya-gaya elemen
dasar dengan beban luar yang bekerja pada struktur. Beban luar dapat dikategorikan menjadi
beban elemen dan beban yang bekerja pada titik simpul (nodal). Aksi beban elemen telah
diperhitungkan dalam persamaan kesetimbangan elemen sebagaimana dibahas pada bagian-
bagian sebelumnya, sehingga menghasilkan beban simpul ekuivalen. Beban yang bekerja pada
titik simpul dapat dibagi menjadi dua bagian berdasarkan kondisi kekangan pada derajat
kebebasan.

Bagian pertama adalah gaya-gaya yang umumnya diketahui nilainya, yang terkait
dengan derajat kebebasan yang tidak terkekang (bebas). Bagian kedua adalah gaya-gaya yang
umumnya tidak diketahui nilainya (reaksi tumpuan) dan terkait dengan derajat kebebasan
yang terkekang. Persamaan kesetimbangan matriks struktur dapat diperoleh dengan meninjau
kondisi kesetimbangan pada seluruh derajat kebebasan secara bersamaan.
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(a)

Gambar 3.9 Model Balok Tumpuan Sederhana: (a) Sistem Dasar; (b) Sistem Lengkap dalam
Sumbu Referensi Lokal; (c) Sistem Lengkap dalam Sumbu Referensi Global.

Untuk struktur rangka secara keseluruhan, sebuah vektor yang diperluas Q memuat gaya-gaya
dasar dari seluruh elemen dan didefinisikan sebagai:

Q:lQ1 Q ... Qr .. Qmjgmxl (3-31)

dengan m adalah jumlah elemen dan sub-vektor Q; memuat gaya-gaya dasar elemen k. Oleh
karena itu, ukuran Q adalah 3m x 1.

Demikian pula, beban simpul dikelompokkan ke dalam vektor F yang didefinisikan
sebagai:

F=|F, F, .. Fo .. El%.. (3.32)

dengan n adalah jumlah titik simpul dan sub-vektor F;, memuat beban yang bekerja pada titik
simpul k. Oleh karena itu, ukuran F adalah 3n x 1.

Setelah kondisi kesetimbangan ditinjau secara keseluruhan pada semua derajat
kebebasan, diperoleh persamaan kesetimbangan matriks sebagai berikut:

b p@ 0, F? F,
0 F
b pPD L ¢ +{Fz = {2 (3.33)
. A3nxam Qm 3mx1 Fno 3nx1 E, 3nx1

atau dalam format ringkas sebagai:

BQ+F°=ForBQ=F—-F° (3.34)
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di mana vektor F® memuat beban nodal ekuivalen akibat adanya beban pada elemen.
Selanjutnya, persamaan kesetimbangan matriks pada Pers. (3.34) dapat dipartisi
berdasarkan beban nodal yang diketahui dan yang tidak diketahui sebagai berikut:

e { Free }: [ Bfree ]Q +{ P;,f’ } oy B = { Free }_{ Ffree } _ [ Brree ]Q (3.35)

Feonstr Bconstr constr Feonstr Fcoonstr Bconstr

di mana Fpee dan Feopngr masing-masing memuat beban nodal yang bekerja pada derajat
kebebasan bebas dan terkekang, Bfree dan Bionsr Masing-masing merupakan matriks
kesetimbangan yang terkait dengan derajat kebebasan bebas dan terkekang, serta Fforee dan
F2 ,str Masing-masing memuat beban nodal ekuivalen elemen yang bersesuaian dengan
derajat kebebasan bebas dan terkekang.

—»

iy

/.

(a) (h)

Gambar 3.11 Portal Prototipe: (a) Sumbu Referensi Lokal; (b) Sistem Penomoran Simpul,
Elemen, dan Derajat Kebebasan (DOF).

Dapat diamati bahwa dengan memindahkan beban elemen ke ruas kiri, aksi beban elemen
tersebut pada akhirnya diubah menjadi beban nodal terapan ekuivalen F°.
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Gambar 3.12 Kondisi Kesetimbangan Titik Simpul.

Untuk mengilustrasikan konsep penyusunan persamaan kesetimbangan matriks struktur yang
telah disebutkan sebelumnya, ditinjau sebuah rangka prototipe yang diperlihatkan pada
Gambar 3.10. Gambar 3.11 menampilkan sumbu acuan lokal serta sistem penomoran untuk
titik simpul, elemen, dan derajat kebebasannya.

Berdasarkan kondisi kesetimbangan titik simpul yang ditunjukkan pada Gambar 3.12,
kondisi kesetimbangan pada titik simpul 1 adalah:

POy (p®
Z Fr=0p= {Fz} ={pW} +{p@ ¢ atau F, = PV + P (3.36)
p®)  (p®

Diasumsikan bahwa model balok dengan tumpuan sederhana (Gambar 3.9) digunakan untuk

merepresentasikan sistem elemen dasar. Akibatnya, gaya-gaya ujung Pz(l) dan Pl(z) dapat
dinyatakan dalam bentuk gaya-gaya elemen dasar Q; dan Q, sebagai berikut:

Pz(l) = bng)Ql + Pz(ol) adP1(2) = bizB)QZ + P1(02) (3.37)

Persamaan kesetimbangan nodal pada titik simpul 1 dapat dinyatakan dalam bentuk gaya-gaya
dasar elemen dengan menyubstitusikan Persamaan (3.37) ke dalam Persamaan (3.36):
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Fy = b330, + b3 Qs + Py + P (3.38)
Demikian pula pada
Node 2:
F,=b3Q, + b0, + P2 + p& (3.39)
Simpul 3:
F; = b5 0, + By’ (3.40)
Simpul 4:
Fy = b3 Qs + P (3.41)

Persamaan (3.38), (3.39), (3.40), dan (3.41) dapat ditulis secara kolektif, sehingga
menghasilkan persamaan kesetimbangan matriks struktur sebagai berikut:

0 @ (1) (2)
F, [bZB byg 0] 0 Py’ + Py
2 5,03 (2) (3)
F3 €Y (1)
v b 0 0 Qs)y s Py
4/ 12x1 3 3
0 0 bp 12x9 Fro 12x1
atau dalam format ringkas sebagai:
F=BQ+F°0F—-F°=BQ (3.43)
atau dalam format terpartisi sebagai:
0
B { Frree }_{ Frree } _ [ Brree ]Q (3.44)
Fconstr Fcoonstr Bconstr
Dimana
Ffree = lFl FZJT dan Feonser = lFB F4JT (3.45)
b(l) b(z) 0 b(l) 0 0
Brroe = | 22 1B dan B =18 (3.46)
free [ 0 bg? bi? constr 0 0 bé?
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T T
Fforee = lPZ(Ol) + Pl(OZ) Pz(g) + P1(03)J dan Fcponstr = lp1(01) Pz(g) (3-4‘7)

Dalam persamaan kesetimbangan matriks ini, terdapat 15 gaya yang tidak diketahui, yaitu 9
gaya elemen dasar Q dan 6 gaya yang bekerja pada derajat kebebasan yang terkekang (gaya
reaksi) F.ynstr, N@amun hanya tersedia 12 persamaan kesetimbangan. Oleh karena itu, struktur
ini bersifat statis tak tentu, dan terdapat jumlah solusi kesetimbangan yang tak terhingga.
Derajat ketidaktentuan statis sistem tersebut adalah 15 —-12 = 3.

Perlu dicatat pula bahwa derajat ketidaktentuan statis dapat ditentukan dengan mudah
berdasarkan ukuran matriks kesetimbangan Bf,c.. Matriks By, pada Persamaan (3.46)
memiliki ukuran 6x9. Hal ini menunjukkan adanya enam persamaan kesetimbangan pada
derajat kebebasan bebas, namun terdapat sembilan gaya elemen dasar dalam sistem tersebut.
Dengan demikian, derajat ketidaktentuan statis sistem adalah 9 — 6 = 3. Hasil ini sama persis
dengan yang diperoleh ketika seluruh persamaan kesetimbangan struktur dipertimbangkan.
Perlu ditekankan bahwa persamaan kesetimbangan pada derajat kebebasan yang terkekang
tidak membantu dalam menentukan gaya elemen dasar. Hal ini dikarenakan pada derajat
kebebasan yang terkekang, jumlah persamaan kesetimbangan sama dengan jumlah gaya yang
tidak diketahui (reaksi).

Secara umum, matriks kesetimbangan Bp., memiliki jumlah baris yang sama dengan
jumlah persamaan kesetimbangan yang tersedia pada derajat kebebasan bebas dan jumlah
kolom yang sama dengan jumlah gaya dasar sistem yang tidak diketahui. Akibatnya, derajat
ketidaktentuan statis (SI) merupakan selisih antara jumlah kolom n.,;mn dan jumlah baris

Nyow-
SI = Neorumn — Nrow (3.48)

Secara matematis, derajat ketidaktentuan statis berkaitan dengan rank matriks kesetimbangan
Bfree- Hal ini dirangkum dalam Tabel 3.1 untuk berbagai skenario.
Contoh 3.1

Untuk struktur rangka yang ditunjukkan pada Gambar 3.13, tugas-tugas berikut
diberikan:

a) Berikan penomoran pada derajat kebebasan (baik yang terkekang maupun yang tidak
terkekang) dan gaya-gaya batang dasar (independen) dengan menggunakan model
balok dengan tumpuan sederhana (simply supported beam).

b) Rumuskan persamaan kesetimbangan pada derajat kebebasan yang terkekang dan
yang tidak terkekang dengan menggunakan model balok dengan tumpuan sederhana.

e Penyelesaian: Sistem penomoran batang, titik simpul, dan derajat kebebasan (DOF)
ditunjukkan pada Gambar 3.14a: Berdasarkan sistem penomoran DOF tersebut, vektor
pemetaan untuk setiap batang adalah:
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Tabel 3.1 Ketidaktentuan Statis dan Rank Matriks Kesetimbangan By,

Skenario 1y, XMo10m dari Rank r dari Tipe Struktur
Matriks B sy Matriks B sy
1 Nparis = Mkolom T = Nparis Statis Tertentu dan Stabil
Nparis < Mkolom T = Nparis Statis Tak Tentu dan Stabil
Tparis <= Mkolom T < Nparis Beberapa bagian struktur membentuk
mekanisme, atau moda benda tegar tidak
4 Nparis = Mkolom 7 < Nyolom dikekang dengan baik oleh tumpuan
LOEN { m
D0 AN — 1
I +')l =
|
4 m
™
im Sm
Gambar 3.13 Contoh 3.1.
7 1 10
8 2 11
9 3 12
LM; = ; LM, = ;dan LM =
171 27 )4 3 4
2 5 5
371 67 2 673

Sistem penomoran gaya batang dasar (independen) ditunjukkan pada Gambar 3.14b.
Berdasarkan persamaan kesetimbangan matriks untuk model balok dengan tumpuan

sederhana, dengan meninjau sistem gaya pada setiap batang:

Batang 1 (Gambar 3.15):

Dari Sistem Dasar ke Sistem Referensi Lokal
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(a) Sistem penomoran batang, simpul, dan (b) Sistem penomoran gaya batang dasar (Independen)
derajaat kebebasan (DOFs)

Gambar 3.14 Contoh 3.1 (Lanjutan).

A~ ~
T D

P(l)
(1) 5 A~ _ _ 5 (1)
‘13‘_7( g PO \/P‘” T P
3 A LN
A 4 J

Coahal’c - P
5
b & = ’ &
& o “
(n % (1)
\ % b T
v »N , )
( i 1 —p pih
>‘V \ qzl)+qgll 1—)2(,) ‘k\\/ O \A A
4 +50 . 1 B
Sistem Dasar Sistem Referensi Lokal Sistem Referensi Global

Gambar 3.15 Contoh 3.1 (Lanjutan).

q,

a5” (+

1 1|{gV

0
1
= |,
0
0

cocoocoow;

T
Menetapkan lqil) qgl) qgl)J sebagai |Q; Q, 0Qs|" Kemudian
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(D
A7l =1 0o o
(1 1 1 _
P, 0 - - ( 50]
o) 5 5ty |
Bl_fo 1 oflgt,]o
@D 1 0 0|5 0
4 1 1 Q3 O
= o =+ _1
Ps(l) 5 5 0
bo) oo
6
Dari Sistem Referensi Lokal ke Sistem Referensi Global
(Pl(l)\
p@ —0.6 —0.16 —0.16] (—30\
2
—-0.8 0.12 0.12 —40
P 0o 1 o |(9.] o
{3 b= Q¢ +
p4(1) 0.6 0.16 0.16 0 0
o 08 -0.12 -0.12] °° 0 J
ks L 0 0 1 0
LP(,(DJ
y y
qm{ 10kN /m @ . fi . ‘_\f)w)
2 4 P2 P;‘ 6
o (T T T T T3 ' 2 i
& %&-‘ Sm J, 9_’%‘” o= TP]TJbz Sm i p@ ¥
. ; T Sistem Dasar l S Sistem Referensi Lokal
95 +q5 g +q? |
{ = }25 { 5 } 25 v ﬂ
Psm‘ PO
sz 4\ Pﬁ(z; 4-\a
i A S
R{:)a Sm j a(z}

Sistem Referensi Global

Gambar 3.16 Contoh 3.1 (Lanjutan).

Elemen 2 (Gambar 3.16):
Dari Sistem Dasar ke Sistem Referensi Lokal
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(@\

@ —1 0 0 1 0
~& 0 02 02|(qg® 25
JB7L_|o 1 0 @,
58 1 0 0 qé)

%) 0 —-02 -02|\g3 25
P, L0 0 1 - 0
)

T
Menetapkan [qu) qu) qu)J sebagai [Q, Qs Q4]” Kemudian

(p@)
1
@D -1 0 0 0
2 0 02 02 fzs]
P(Z) Q4
Lo 1 0 1o, +{ 0 }
@ 1 0 0 0
4 Qs
L 0 —02 —0.2 25
P, 0 0 1 - 0
kPG(Z)J

Dari Sistem Referensi Lokal ke Sistem Referensi Global

(P
2 0 02 02 25
P2l 1o 1 o (% o
IR Qs +
p 10 0|, 0
p@ 0 -02 -02|°% |25
5 o o 1 0
P?)
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Sistem Acuan Lokal

P(B)

1”;(3) tﬂ\ 6
s P(B)
J -4

4dm

i X

_

— P]U)

P4

(3)
P

Sistem Acuan Global

Gambar 3.17 Contoh 3.1 (Lanjutan).

Elemen 3 (Gambar 3.17):
Dari Sistem Dasar ke Sistem Referensi Lokal

0 1
0.25
0
0
—0.25

1

0
0.25
0
0
—0.25
1

0,
B
0,

g
s
¥

NE)
fpl_\
P2(3) "—1 O
o) 0 0.25
4 b ,_| 0 1
E 1 0
4
-5 0 -0.25
P, Lo 0
)
T
Menetapkan qu) q§3) q§3)J sebagai |Q; Qg Qo|" Kemudian
53N
=
3) -
p2 1 0
o) 0 0.25
JEL_jo 1
W 1 0
4
= 0 -0.25
P5— L 0 0
kP6(3)J

Dari Sistem Referensi Lokal ke Sistem Referensi Global
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(P

p® 0 —0.25 -0.25]

2 -1 0 0 | o
JBE L _fo 1 0 |lo;
p® 0 025 025 []|5°
4 Q9
P

5 L0 0 1

kP6(3)J

[0 &N —im

Gambar 3.18 Contoh 3.1 (Lanjutan).

Tinjau kondisi kesetimbangan pada titik simpul bebas (tanpa kendala) yang ditunjukkan pada
Gambar 3.18:
Titik simpul 2:

Z Fe=0; 10—P® —P@ =05 10 = 0.6Q; + 0.160, + 0.1605 — Q,
Z Fo=0; —P® —pP® =0-0=080, —0.120, — 0.2Q5 + 0.2Q, + 0.2Q5 + 25

ZMZ=0; PV =P =0-0=0Q; +0Qs5

Simpul 3:
0 @ p® _ _
ZFX =0; —P® —P® =05 0=0,+ 0250 +0.25Q,

Z Fy, =0; —Ps(z) - P5(3) =0-0=-0205—-020Q6 + Q7 + 25

ZMZ =0; —100—P® —p® =05 -100= Q4 + Qo

Perhatikan kondisi kesetimbangan pada titik simpul dengan batasan seperti yang ditunjukkan
pada Gambar 3.19:
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f
Gambar 3.19 Contoh 3.1 (Lanjutan).

Z Fe=0; F,—P*=0-F,=-06Q, —0.16Q, —0.16Q; — 30
Z F,=0; Fg—P®" =05 Fy=-08Q; +0.12Q, + 0.12Q; — 40

dM=0; Fy-pP=0-F=0,

Simpul 4:
Z Fy=0; Fo—P® =05 F4=-025Q5 —0.25Q,

ZFY:OF F11_P2(3):0_’F11 =—Q7

ZMZZO; F12—P3(3) =0->F=0s

Secara keseluruhan, semua persamaan kesetimbangan simpul dapat ditulis dalam bentuk

matriks sebagai berikut:

atau dalam format ringkas:
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J-1001 _| o 0 0 0 0 1 0 0 1
F, -06 —016 —016 0 0 0 0 0 0
Fg -08 012 012 0 O 0 0 0 0
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F=BQ+F° atau {Ffree}=[BfTeG]Q {Ffree}

Feonstr Beonstr Feonstr

Secara terpisah, persamaan kesetimbangan pada derajat kebebasan bebas dan terkendala
dinyatakan sebagai berikut:

Ffree = BfreeQ + Fforee dan  Feonstr = Beonser@ + Fcoonstr

Dengan memindahkan beban batang ke sisi kiri, pengaruh beban batang tersebut diubah
menjadi beban terapan ekuivalen sebagai berikut:

Ffree - Fforee = BfreeQ dan  Feonser — Fcoonstr = Beonstr@

Persamaan kesetimbangan yang terkait dengan derajat kebebasan bebas (tanpa kendala)

adalah:

(Q1)
(10 06 016 016 -1 0 0 0 0 0 82
—25 08 —-012 -012 0 02 02 0 O 0 o,
0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 Lot
0 0 0 0 1 0 0 0 025 0.25 QS
—-25 0 0 0 0 —-02 —-02 1 0 0 Q6
-100 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1|7

Qs

\Qo/

Dalam bentuk matriks persamaan kesetimbangan yang telah disederhanakan ini, terdapat 6
persamaan kesetimbangan dan 9 variabel gaya batang dasar yang tidak diketahui. Oleh karena
itu, derajat ketidaktentuan statisnya adalah 9 — 6 = 3. Jika tiga sendi (pelepasan momen)
dipasang pada ujung-ujung batang seperti yang ditunjukkan pada Gambar 3.20, struktur ini
menjadi statis tertentu.

Persamaan kesetimbangan struktur yang telah dimodifikasi ini dapat diperoleh dari
persamaan kesetimbangan struktur aslinya dengan menetapkan Q, = Qg = Q¢ = 0. Terlihat
bahwa pelepasan momen tersebut dapat dengan mudah diterapkan dalam model. Hal ini
dimungkinkan karena penggunaan model balok dengan tumpuan sederhana sebagai sistem
dasarnya.

67



Analisis Matrix Kerangka Struktur Bangunan
Dr. Ir. Agus Wibowo, M.Kom, M.Si, MM

(Q1)
10 06 016 016 -1 0 0 0 ©0 0 - 5
-25 08 —-012 —-012 0 02 02 0 O 0 Q3
0 0 0 1 0 1 0 0 ©0 0 <Q4>
0 0 0 0 1 0 0 0 025 0.25 5
-25 0 0 0 0 —-02 —-02 1 0 0 ||
~100 0 0 o o0 o 1 0 0 1. %7
\ 0/
10kN/m 100 kN — m
i
engsel
Gambar 3.20 Contoh 3.1 (Lanjutan).
10 06 016 -1 0 0 07(@n
—25 08 —-012 0 02 02 0]|@s
0 _|o 1 0 1 0 0 <(24>
0 0 0 1 0 0 0/]0s
—-25 0 0 0 —-02 —-02 1|]|0s
—100 0 0 0 0 1 ol \g,/

Kini, terdapat 6 gaya dasar yang tidak diketahui dan 6 persamaan kesetimbangan. Dengan
demikian, sistem yang statis tertentu ini dapat diselesaikan dan menghasilkan:

Q, = 7.5kN; Qs =34375kN-m; Q,=0; Qs =—34375kN-m; Q,
= —100kN-m; dan Q, = —51.875kN

Q:lQ1 Q2 Q3 Qi Qs Qs Q7 Qg Q9]T
=75 0 34375 0 —34375 —-100 —-51.875 0 OJT

Gaya-gaya reaksi yang ditunjukkan pada Gambar 3.21 dapat diperoleh dengan mudah:

68



Analisis Matrix Kerangka Struktur Bangunan
Dr. Ir. Agus Wibowo, M.Kom, M.Si, MM

7.5
F, -06 -0.16 -016 0 0 0 O 0 0 34(;75 -30
Fy [—0.8 012 012 0 0 0 0 0O 0 ] o —40
F. 0 1 0 000 O 0 0 0
Fconstr:BcanstrQ+Fcoanstr atau Flgo :| O O 0 O 0 0 0 —025 —025| _3413(')75 + 0
an [ o 0 0 000 -1 0 0 | s1875 lOJ
Fy, L o 0 0 000 O 1 0o | 0 0
0

F7 = —40 kN; Fg = —41.875 kN; Fg = 0; F10 = 0; F11 = 51.875 kN; dan F12 =0

10&AN /m

{*ii4{l\

100AN —m

40 kN

%

51.875kN I

l 41.875kN

Gambar 3.21 Contoh 3.1 (Lanjutan).

Gaya-gaya ujung elemen dapat diperoleh dengan menyubstitusikan gaya-gaya dasarnya ke
dalam persamaan kesetimbangan elemen.
Sebagai contoh, elemen 1 (Gambar 3.22):

34.375kN —m

(P [-06 -0.16 -0.6] -30 —40 )

P l-0g 002 002 | . |40 —41.875
| pt | o 1 0 l 0 o |
4 s 5 [} + y =4 P
'f"' | L6 0.6 .16 0 10

' | 34.375

ok | 08 -012 -012| 0 1.875
P B 0 1| o) |34375)

i
l 41.875 kN

Gambar 3.22 Contoh 3.1 (Lanjutan).

3.6  ANALISIS STRUKTUR RANGKA BATANG

Sejauh ini, hanya struktur yang terdiri dari elemen rangka (frame) yang telah dibahas.
Pada bagian ini, perhatian difokuskan pada struktur dengan sambungan sendi yang umum
dikenal sebagai struktur rangka batang (truss). Persamaan keseimbangan matriks yang
diturunkan pada bagian-bagian sebelumnya dapat diterapkan dengan mudah pada struktur
rangka batang karena elemen rangka batang pada dasarnya hanyalah bentuk khusus dari
elemen rangka (frame).
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Hal ini dapat dilakukan dengan memodifikasi model balok dengan tumpuan sederhana
pada Gambar 3.3 sebagai berikut. Jika tidak ada beban pada elemen (Wx(x) =wy(x) = 0),
elemen rangka batang diperoleh dengan melepaskan momen ujung pada sistem dasar
(Gambar 3.3b). Secara fisik, hal ini setara dengan pemasangan sendi pada setiap ujung elemen.
Secara matematis, hal ini berarti bahwa:

g, =0dang; =0 (3.49)

Mensubstitusikan Pers. (3.49) ke dalam (3.10) dan menghilangkan momen ujung dari vektor
gaya ujung P menghasilkan:

[Tl _ _1 D _ t—
{P_z} = [ 1 ]ql atau P = ptrussq, (3.50)

di mana bt¥ss adalah matriks kesetimbangan sistem rangka batang dasar dalam sumbu acuan
lokal. Representasi skematis dari keseluruhan proses modifikasi tersebut ditunjukkan pada
Gambar 3.23.

Persamaan kesetimbangan matriks untuk elemen rangka batang dalam sumbu acuan
global dapat diperoleh dengan cara serupa. Substitusi Persamaan (3.49) ke dalam Persamaan
(3.29) serta penghilangan momen ujung dari vektor gaya ujung P menghasilkan:

Py —cos¢

P o

P; = Czlan)(l) q, atau P = pt"usSq, (3.51)
P, sin$

.I’_‘:—}rf

Gambar 3.23 Elemen Rangka Batang dalam Sistem Acuan Lokal: (a) Sistem Lengkap, (b)
Sistem Dasar, (c) Sistem Dasar dengan Gaya Reaksi.
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N

X (a) (/)) (c)

Gambar 3.24 Elemen Rangka Batang dalam Sistem Referensi Global: (a) Sistem Dasar, (b)
Sistem Lengkap dalam Sumbu Referensi Lokal, (c) Sistem Lengkap dalam Sumbu Referensi
Global.

di mana biuss adalah matriks kesetimbangan sistem rangka batang dasar dalam sumbu
referensi global. Representasi skematis dari keseluruhan proses modifikasi tersebut
ditunjukkan pada Gambar 3.24.
Contoh 3.2
Analisislah rangka batang yang ditunjukkan pada Gambar 3.25 untuk menentukan
gaya-gaya dalam dan reaksi tumpuan melalui langkah-langkah berikut:
(a) Berikan penomoran pada derajat kebebasan (baik yang terkekang maupun yang tidak
terkekang) dan gaya-gaya elemen dasar (independen).
(b) Rumuskan persamaan kesetimbangan pada derajat kebebasan yang tidak terkekang.
(c) Hitung nilai gaya-gaya elemen dasar tersebut.

S kN

!

"u mi

fim Bm

Gambar 3.25 Contoh 3.2.
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(d) Gunakan persamaan kesetimbangan yang terkait dengan derajat kebebasan yang
terkekang untuk menghitung reaksi tumpuan.

e Penyelesaian: Sistem penomoran elemen, titik simpul, dan derajat kebebasan (DOF)
ditunjukkan pada Gambar 3.26a: Berdasarkan sistem penomoran DOF tersebut, vektor
pemetaan untuk setiap elemen adalah:

LM, = ; LM, = ; dan LM; =

N = O U1
B W oy Ul

BN -

Sistem penomoran gaya batang dasar (independen) ditunjukkan pada Gambar 3.26b.

(a) Sistem penomoran Elemen, Simpul, dan DOF  (b) Sistem penomoran gaya elemen Dasar (Independen)

Gambar 3.26 Contoh 3.2 (Lanjutan).

<~
<

@ / R / (1)
S . 7y

I\- 1 % A
\ / 7'

1 [ —py
l)‘ ’ ()
ll
Sistem Dasar Sistem Referensi Lokal Sistem Referensi Global

Gambar 3.27 Contoh 3.2 (Lanjutan).

Berdasarkan persamaan kesetimbangan matriks untuk elemen rangka batang, dengan
meninjau sistem gaya pada setiap elemen:
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Elemen 1 (Gambar 3.27):
Dari Sistem Dasar ke Sistem Referensi Lokal

p(D o)
lof = [0 0=~ [} = [Vl

2

Dari Sistem Referensi Lokal ke Sistem Referensi Global

(1)

b o -0.6

2 —0 8

P(l) - Ql
¥ 0 8

PV '

Elemen 2 (Gambar 3.28):
Dari Sistem Dasar ke Sistem Referensi Lokal

P(ﬁ) /

Sistem Dasar Sistem Referensi Lokal Sistem Referensi Global

Gambar 3.28 Contoh 3.2 (Lanjutan).
(2 @)
Py 11 @ @ _ A 1
(o] = 3167 0= - {1 [

Dari Sistem Referensi Lokal ke Sistem Referensi Global

p®
(2)
(2) QZ
P<2)
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Elemen 3 (Gambar 3.29):
Dari Sistem Dasar ke Sistem Referensi Lokal

3) 3)
) l 11 @ @) _, {P } 1
—( = - 0Q;=q Qs
{Pz(s) [ 1 ] p® [ ]
Dari Sistem Referensi Lokal ke Sistem Referensi Global

P(3)
P(3)
o
P(3)

Tinjau kondisi kesetimbangan pada semua titik simpul sebagaimana ditunjukkan pada Gambar
3.30:
Titik simpul 1:

Z Fe=0; Fs—P®—p® =0-F;=-060, —Q;

Z F,=0; Fg—P®—P® =0-F=-080,

ZF)(:O; PP —p® =05 0=060Q, —0.60,

Z F,=0; —5-P" —p® =05 -5=1080Q, +0.80,

¥ y
(3)
o | ; AR )

Sistem Dasar Sistem Referensi Lokal
Y ﬂ 3)
£
3 JL X
8(3] }33(3)

Sistem Referensi Global

Gambar 3.29 Contoh 3.2 (Lanjutan).

74



Analisis Matrix Kerangka Struktur Bangunan
Dr. Ir. Agus Wibowo, M.Kom, M.Si, MM

P SEN l .
. l P

—
-— pi
P 5 kN
! l L B .
|1 — po P l
I

Lo e e

Gambar 3.30 Contoh 3.2 (Lanjutan).

sz=o; 5—P® —p® =0-5=060, + Qs

Z Fp=0; F,—P® -p® =0-F =-080Q,

Secara keseluruhan, semua persamaan kesetimbangan nodal dapat ditulis dalam bentuk
matriks sebagai berikut:

5 0 0.6
1 0 -08
Fs -06 0 -1
Fy —08 0 0

0y (06 —06 0]
(—5] 08 08 0
1
0

0
B
0;

atau dalam bentuk ringkas sebagai:

F, B
F = BQ atau { free }_ free ]Q

FCOTLStT‘ BCOTLStT

Secara terpisah, persamaan kesetimbangan pada derajat kebebasan bebas dan terkendala
dinyatakan sebagai berikut:

Ffree = BfreeQ dan  Feonstr = Beonstr@

Dalam persamaan kesetimbangan matriks ini, terdapat 6 gaya yang tidak diketahui; yaitu 3
gaya batang dasar Q dan 3 gaya yang bekerja pada derajat kebebasan yang terkekang (gaya
reaksi) F.onstr, Serta tersedia 6 persamaan kesetimbangan. Oleh karena itu, rangka batang ini
bersifat statis tertentu dan derajat ketidaktentuan statisnya adalah 6—6 = 0.

Persamaan kesetimbangan yang terkait dengan derajat kebebasan bebas (tidak
terkekang) adalah:
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—-0.6 07(Q:
0.8 OI{QZ}
Qs

5 0 06 1

Dalam bentuk matriks tereduksi dari persamaan kesetimbangan ini, terdapat 3 persamaan
kesetimbangan dan 3 variabel gaya batang dasar yang tidak diketahui. Oleh karena itu, derajat
ketidaktentuan statisnya adalah 3 — 3 = 0. Dengan demikian, penyelesaian persamaan matriks
tereduksi ini menghasilkan gaya-gaya batang dasar sebagai berikut:

Q, = —3.125kN; Q, = —3.125kN; dan Q53 = 6.875kN
SEKN
SkN 5 kN
-— —
T 2.5kN T 2.5kN
Gambar 3.31 Contoh 3.2 (Lanjutan).
2.5kN
i 1.875 kN
[ B = - ! -
PV [-06 1.875
J pu —0.8 2.5 1
" (-3.125) = kN
g 0.6 ~1.875 .
o 1.875 kN L
PI|::| i 08 ] =25 _PT

2.5kN

Gambar 3.32 Contoh 3.2 (Lanjutan).

Berdasarkan konvensi tanda, nilai positif gaya batang dasar menunjukkan tarik (tension),

sedangkan nilai negatif menunjukkan tekan (compression).
Dengan menyubstitusikan gaya-gaya batang dasar

ini

ke dalam persamaan

kesetimbangan yang terkait dengan derajat kebebasan yang terkekang, reaksi tumpuan

ditentukan sebagaimana ditunjukkan pada Gambar 3.31:
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0 -08 07(—3.125 2.5
—0.6 0 —1[{—3.125¢ ={=5¢ kN

-0.8 0 0 116.875 2.5

E,
Feonstr = Beonstr@  atau {FS} =
Fe

Gaya-gaya pada ujung elemen dapat diperoleh dengan menyubstitusikan gaya-gaya dasar yang
relevan ke dalam persamaan elemen. Sebagai contoh, elemen 1 (Gambar 3.32):

3.7 PENYUSUNAN OTOMATIS PERSAMAAN KESEIMBANGAN

Pada bagian-bagian sebelumnya, persamaan keseimbangan matriks suatu struktur
telah disusun dengan cara berikut: pertama, gaya ujung lokal P dari setiap elemen dinyatakan
dalam bentuk gaya elemen dasar (independen) q; kemudian, gaya ujung elemen lokal P
ditransformasikan menjadi gaya ujung elemen global P menggunakan matriks rotasi; dan
akhirnya, persamaan keseimbangan pada semua derajat kebebasan ditinjau secara kolektif.
Proses penyusunan persamaan keseimbangan tersebut bisa menjadi sangat melelahkan untuk
sistem struktur yang besar.

Pada bagian ini, disajikan pendekatan sistematis untuk menyusun persamaan
keseimbangan struktur. Pendekatan ini secara alami dapat dikembangkan menjadi
penyusunan persamaan keseimbangan yang berorientasi pada komputer. Untuk
mendemonstrasikan pendekatan penyusunan otomatis ini, struktur rangka pada Contoh 3.1
ditinjau kembali. Ditinjau dari sudut pandang setiap elemen, setiap gaya ujung pada derajat
kebebasan elemen hanya berkaitan dengan satu derajat kebebasan struktur. Korespondensi
satu-ke-satu ini direpresentasikan oleh vektor pemetaan sebagaimana dibahas dalam Bab 1.
Perlu ditegaskan kembali bahwa vektor pemetaan untuk elemen 1, 2, dan 3 adalah:

10

11

12
4
5

member 2 6 structure

(3.52)

N = O 0
UL WN -
Ul WN -
Ul WN -
Ul WN -

3 structure member 1 structure member 3

Persamaan kesetimbangan global pada semua derajat kebebasan dapat dituliskan dalam
bentuk gaya-gaya ujung batang sebagai berikut:

10 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 O

0 25 000010 010000 000000

0 0 00000 1™ (001 00 0P |00 00 0 0P

0 0 00000 Of|p,m|] [000 10 0|, (00010 0,®

0 25 00000 0|27 J000 0102/ 00001 0ff2
-100( J o (_jo o 0o 0o 0 ofJR +0000011’3 +000001P3 (3.53)
F =30 [t 0 0 0 0 of)p®@("|0 0 0 0 0 Oflp®[ 7|0 0 0 0 0 Of)p® :
Fg —40 0 1.0 0 0 0, | (000 0 0 0 | {000 0 0 0ff.

Fy 0 00100 0f] 0000 0 Of] 0000 0 oOff

Fio 0 00000 of\2” Jo oo o0 o0 of\P?) |1 00 0 o0 ofR®
Fiy 0 0 00O0O0TO 000000 010000

Fi, 0 lo o 0o 0 0 o lo 0 0 0 0 o lo o0 1 0 0 o

atau dalam bentuk ringkas sebagai:
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F —F0 = H(I)P(l) + H(Z)P(Z) + H(3)P(3) (354)

Dalam persamaan kesetimbangan global (3.54), matriks H yang mengalikan gaya-gaya ujung
elemen dari arah kiri disebut sebagai "matriks pemetaan" dan hanya memuat angka 1 dan 0.
Perlu dicatat bahwa matriks yang hanya memuat angka 1 dan O dikenal sebagai "matriks
Boolean". Vektor pemetaan dapat digunakan untuk menyusun matriks pemetaan bagi setiap
elemen.

Sebagai contoh, angka 1 pada matriks pemetaan untuk elemen 1 terletak pada posisi-
posisi berikut:

(1,4),(2,5),(3,6),(7,1),(8,2),dan (9,3)

Terlihat bahwa indeks baris sesuai dengan derajat kebebasan struktural, sedangkan indeks
kolom sesuai dengan derajat kebebasan anggota. Hal ini menjadi jelas ketika kita mengamati
korespondensi antara derajat kebebasan struktural dan anggota pada Persamaan (3.52).
Langkah selanjutnya adalah menyatakan gaya ujung anggota dalam bentuk gaya anggota dasar
melalui Persamaan (3.30) dan mensubstitusikannya ke dalam Persamaan (3.54).

Pada Persamaan (3.53), persamaan kesetimbangan tampaknya melibatkan perkalian
awal vektor gaya ujung anggota dengan matriks pemetaan anggota. Namun, pada
kenyataannya, proses operasional ini tidak diperlukan karena dapat dicapai dengan
pengindeksan langsung. Sebagai contoh, persamaan pertama pada Persamaan (3.53)

melibatkan gaya ujung P4(1) anggota 1. Seperti yang diingat dari Contoh 3.1,
P& =pP0, + b0, + bY0; = 0.60, + 0.16Q, + 0.160; (3.55)

Bayangkan, setelah melakukan perkalian antara matriks pemetaan dan gaya ujung elemen
yang dinyatakan dalam bentuk gaya elemen dasar, koefisien-koefisien Q4, Q,, dan Q3 masing-
masing akan mengisi baris pertama serta kolom 1, 2, dan 3 dari matriks kesetimbangan B.
Secara umum, baris ke-i dari matriks b untuk elemen 1 akan mengisi baris pada matriks
kesetimbangan B yang bersesuaian dengan derajat kebebasan struktur yang terletak pada
baris ke-i vektor pemetaan elemen 1. Tiga kolom pertama matriks kesetimbangan B masing-
masing berkaitan dengan @4, Q,, dan Q3. Untuk elemen 2, skenarionya sama dalam hal
penentuan nomor barisnya. Kolom-kolom matriks kesetimbangan b untuk elemen 2
bersesuaian dengan gaya dasar Q,, Qs, dan Q.

Oleh karena itu, kolom-kolom tersebut masing-masing mengisi kolom 4, 5, dan 6 dari
matriks kesetimbangan B. Representasi skematis mengenai pembentukan baris pertama
matriks kesetimbangan B ditunjukkan pada Gambar 3.33. Proses yang sama diterapkan untuk
semua derajat kebebasan lainnya.
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Contoh 3.3
Untuk rangka dengan pengaku (braced frame) yang ditunjukkan pada Gambar 3.34,
tugas-tugas berikut diberikan:

Elemen 1 2 Elemen 2
(1) R T
R™| [-06 -016 -016 -30 0 e T
1
B’ |08 o012 on2 o1 | y 0102 2 1P
P}(n 0 1 0 Ql 0 B 0] 1 0 o, bs 0
;e e s s 0 ), - 2! S
A(los_ o160t | ¥ o Lo o] |e
O 08 [-0.12” oz | or PO | 002 02 25
0] o0 1 0 o Lo 0 1 0
A A
__________ | —
7 R [lo6_016 0.16'::—1 0_o0ro o 07 O 10
2 8 F | |08 -016 012 0 02 02 0 0 0 0 25 0 2 2
3 . Eflo o 1 0o 1 0 0o o offf[fo]o]f 3 518
Ello o o 1 0o o o oxs o2 o 4 4
4 . . 0 0
2 i Ello o o o0 -2-2021 0 o0 Qj s 1ol P 3
elemen 1 struktur Fllo o o o 0o 1 0 0 1 Q‘ 0| |-j00| Yetemen2 \S)struktur
= + +
F| |-06 <006 <016 0 0 0 0 0 0 Q’ 30|
F| [08 012 012 0 0 0 0o 0 0 Q6 0| | g
Fl|lo 1 0 0o 0 0 0 0o o Q7 o| | g
R o 0 0 0o o o 0 -025-025("||o| |E
10 Q9 10
F,llo 0o o 0o 0o 0 -1 0 o0 ol |,
FoJ LO 0 o0 0o 0o o0 0o 1 o] o) |,

Gambar 3.33 Demonstrasi perakitan otomatis matriks kesetimbangan struktural: Baris
pertama.

5 kN-m 10 kN

4m

Gambar 3.34 Contoh 3.3.

(a) Berikan penomoran pada derajat kebebasan (baik yang terkekang maupun yang tidak
terkekang) dan gaya batang dasar (independen) berdasarkan model balok dengan
tumpuan sederhana (simply supported beam).

(b) Rumuskan persamaan kesetimbangan pada derajat kebebasan yang tidak terkekang.
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Jumlah persamaan yang diperoleh akan satu lebih sedikit dibandingkan jumlah gaya
tak-diketahui dasar. Dengan demikian, struktur tersebut bersifat statis tak-tentu.

(c) Diketahui gaya aksial pada batang pengaku (bracing) a sebesar —6,8 kN. Gunakan
gaya dasar yang diketahui ini untuk menyelesaikan gaya-gaya tak-diketahui lainnya

LM, =

serta reaksi tumpuan.
Properti batang adalah: IE = 20 X 103 kN - m? dan AE = 50 x 103 kN untuk batang 1 dan
2, serta AE = 10 x 103 kN untuk batang pengaku a.

Penyelesaian: Sistem penomoran batang, titik simpul, dan derajat kebebasan (DOF)

ditunjukkan pada Gambar 3.35a:

Sistem penomoran gaya batang dasar (independen) berdasarkan model balok dengan

tumpuan sederhana ditunjukkan pada Gambar 3.35b:

Vektor pemetaan dan persamaan kesetimbangan matriks untuk setiap batang adalah:

(a) Sistem penomoran Elemen, Simpul, dan DOF (b) Sistem penomoran gaya elemen Dasar (Independen)

p®
P
P
A
p®
e

DU D WN

LM, =

SO =R OO

Gambar 3.35 Contoh 3.3 (Lanjutan).

P
8 )
9 F
. P
’ (€]
2 P,
3 p»)
+ w
1
P6
0
0.333
1
0
—0.333
0

0 -025 —0.25
-1 0 0
0 1 0 81_
0 025 025 QZ’
1 0 0 3
0 0 1
3)
8 A —0.6

Qs 9 P2(3> _08
85; dan ML=3700 Yo T 06 |

e 55 | po 0.8

4

Demonstrasi perakitan otomatis matriks kesetimbangan struktural disajikan pada Gambar

3.36:
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Bentuk ringkas persamaan kesetimbangan matriks untuk rangka berpenguat adalah:

F B
F=BQ atau {f”e}— f”e]Q

FCOTLStT BCOTLSt‘)"

Secara terpisah, persamaan kesetimbangan pada derajat kebebasan bebas dan terkendala
dinyatakan sebagai berikut:

Ffree = BfreeQ dan  Feonstr = Beonstr@Q

Dalam persamaan kesetimbangan matriks ini, terdapat 10 gaya yang tidak diketahui, yaitu
tujuh gaya batang dasar Q dan tiga gaya yang bekerja pada derajat kebebasan yang terkekang
(gaya reaksi), F.onser, Serta tersedia sembilan persamaan kesetimbangan. Oleh karena itu,
struktur ini bersifat statis tak tentu, dan derajat ketidaktentuan statisnya adalah 10-9 = 1.

Persamaan kesetimbangan yang terkait dengan derajat kebebasan bebas (tidak
terkekang) adalah:

Angqgota 1 l
PP [0 -025 -025] (0) Mo 1 093 o0 0 0 4
(1) - I >
fm I_Ei_ _tl)___g_ 1o, 0 | |10 02 025 -1 0 o 0 |[g
3 4 1
PO :: 0 655 B8 IQ2 ; 0 1 0 0 : 0 0333 0.333 0 |0,
ol o o & s ofoo_e__Ly 0 1 o 0 |lo
PO :__2__0___1_ =,| -10p=|0 0 0 0 -0333 -0333 08 [{0,
0 0 0 0 0 0 1 0 ||0s
F, 0 0 0 1 0 0 0.6 | |0
Fy 0 =025 -025 0 0 0 -0.6 | | O,
Fl |-1 o 0 0 0 0 —08]
Gambar 3.36 Contoh 3.3 (Lanjutan).
Q1)
0 0 1 0 0 0 0 01 81
0 0 025 025 -1 0 0 0 Qz
0 1 0 0 0 0.333 0.333 0
Firee = BrrecQ atau 4 g ¢ =lo o 1 o 1 o ol|1%(
—-10 0 0 0 0 -0.333 -—-0.333 0.8 85
0 0 0 0 0 0 1 0 - LQﬁJ
7

Dalam bentuk matriks tereduksi dari persamaan kesetimbangan ini, terdapat enam persamaan
kesetimbangan dan tujuh variabel gaya batang dasar yang tidak diketahui. Oleh karena itu,
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derajat ketidaktentuan statis adalah 7 — 6 = 1. Jika satu gaya batang dasar, yaitu Q, diketahui,
sistem ini menjadi statis tertentu.
Selanjutnya, matriks kesetimbangan By,... dapat dibagi menjadi dua sub-matriks, yaitu

B}ree dan Bfree, yang masing-masing berkaitan dengan gaya dasar yang tidak diketahui dan

yang diketahui.

Bfree = [B]}ree | B]gree]

Dimana
0 1 0 0 0 0 01
0 025 025 -1 0 0 0
, _|t o o o 0333 0333 , _|o
Bree=lo 0 1 0 1 o | 9 Biree=|o
0 0 0 0 -0333 -0333 0.8
o 0o o 0o 0 1 Lo

Dengan cara yang serupa, vektor gaya dasar Q dapat dipisahkan sebagai berikut:
Q=10" @*
Dimana

Q'=10:1 Q: Qs Qi Qs Q" =unknowns and Q*=|Q,;|" = known

Persamaan kesetimbangan matriks untuk derajat kebebasan bebas dapat ditulis ulang sebagai
berikut:

Ql
Ffree = [B]}ree | szree] {Qz = B]}rete + ngreeQz = Ffree - B]ZreeQz = B]}rete

Gaya dasar yang diketahui dinyatakan sebagai:

Q,=—68kN atau Q%= |—68|T

Terlihat bahwa peran suku szree Q2 serupa dengan peran beban anggota pada Contoh 3.1.

Sekarang, gaya-gaya tak-diketahui dasar dapat diselesaikan sebagai berikut:

-1
Ql = [B]}ree] (Ffree - B]greeQZ)
=|-456 0 —-8.69 -—217 13.69 0|

82



Analisis Matrix Kerangka Struktur Bangunan
Dr. Ir. Agus Wibowo, M.Kom, M.Si, MM

5 kN-m

F

6.25kN

| f 10 kN

Gambar 3.37 Contoh 3.3 (Lanjutan).

Dengan menyubstitusikan gaya-gaya batang dasar ini ke dalam persamaan kesetimbangan
yang terkait dengan derajat kebebasan yang terkekang, reaksi tumpuan (Gambar 3.37)
dihitung sebagai berikut:

—4.56
o]
F; 0 0 0 1 0 0 06171[-869 6.25
Fronstr = Beonstr@  atau {F8}= 0 —-025 —025 0 0 0 —0.6] —2.17 ={6.25}kN
Fy -1 0 0 0 0 0 —0.8l13.69 10
0
—6.8

Gaya-gaya ujung elemen dapat diperoleh dengan menyubstitusikan gaya-gaya dasarnya ke
dalam persamaan elemen.
Sebagai contoh, elemen 2 (Gambar 3.38):

4.56 kN

P -1 0 0o [ 2174V
P 0 0333 0333 | .56 kN 13.60 AN —m t
. 217 kN B e 217 kN
P ) 0 [13.69KN - m S E— W
13.69EN -m ; ‘ 7 kN
P ) | 217 kv 21
0N -m | -
P 0 0333 0333 " 1.56 kN 456 kN

|
| | okv-m

Gambar 3.38 Contoh 3.3 (Lanjutan).

P, » (. wilx)=w, /(/.

- —— ——— -

w (x)=v w W
( '/ v, (x)=w,

(a) (h)

Gambar 3.39 Soal 3.1.
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BAB 4
KOMPATIBILITAS GEOMETRIS

4.1 KONSEP KOMPATIBILITAS DALAM ANALISIS STRUKTUR

Sebagaimana telah dijelaskan pada Bab 1, kompatibilitas merupakan salah satu dari
tiga unsur fundamental yang harus dipenuhi dalam setiap pendekatan analisis struktur.
Kompatibilitas berkaitan dengan keteraturan dan kesinambungan deformasi yang terjadi pada
suatu struktur ketika struktur tersebut menerima beban. Prinsip ini memastikan bahwa
perpindahan, rotasi, dan deformasi pada setiap bagian struktur berlangsung secara selaras,
tidak saling bertentangan, serta tetap memenuhi batasan yang ditetapkan oleh hubungan
antar-elemen dan kondisi tumpuan.

Dalam bab ini, pembahasan difokuskan pada berbagai sudut pandang yang berkaitan
dengan penerapan kompatibilitas kinematis dalam analisis struktur. Istilah kinematis mengacu
pada hubungan antara perpindahan, deformasi, dan regangan tanpa secara langsung
mempertimbangkan gaya penyebabnya. Dengan demikian, analisis kompatibilitas berupaya
menjawab pertanyaan mengenai bagaimana setiap elemen struktur bergerak dan berubah
bentuk, serta bagaimana perubahan tersebut harus saling berhubungan agar struktur tetap
menjadi suatu sistem yang utuh.

Secara umum, kondisi kompatibilitas dapat dideskripsikan melalui beberapa bentuk.
Salah satunya adalah bentuk regangan, yaitu ukuran perubahan bentuk atau perubahan
dimensi yang terjadi pada suatu material atau bagian struktur akibat perpindahan titik-titik
material. Pendekatan ini banyak digunakan dalam kajian Mekanika Kontinum karena analisis
dilakukan pada tingkat diferensial dan melibatkan hubungan matematis antara medan
perpindahan dengan komponen regangan. Pada tingkat ini, kompatibilitas mengharuskan
distribusi regangan berlangsung secara kontinu dan tidak menghasilkan celah, tumpang tindih,
atau diskontinuitas yang tidak sesuai dengan kondisi fisik material.

Bentuk lainnya adalah deformasi atau resultan regangan. Dalam pendekatan ini,
perubahan bentuk yang terjadi pada elemen struktur direpresentasikan melalui besaran-
besaran deformasi tertentu, seperti perubahan panjang, perpindahan, atau rotasi. Konsep
tersebut telah dibahas pada Bab 2 dan umumnya dijumpai dalam mata kuliah dasar Mekanika
Bahan serta Analisis Struktur. Pendekatan deformasi memberikan cara yang lebih praktis untuk
menganalisis perilaku elemen struktur, terutama pada struktur rangka yang terdiri atas
elemen-elemen batang yang dihubungkan melalui titik-titik simpul.

Pada struktur rangka batang, kompatibilitas berperan dalam memastikan bahwa
perpindahan setiap simpul dan perubahan panjang setiap batang memiliki hubungan yang
konsisten. Sebagai contoh, apabila dua batang terhubung pada satu simpul, perpindahan
simpul tersebut harus sama bagi kedua batang pada titik sambung yang bersangkutan. Kedua
batang tidak boleh mengalami perpindahan yang berbeda pada simpul yang sama karena
kondisi tersebut akan menyebabkan terjadinya celah, penetrasi, atau pemisahan hubungan
antar-elemen. Dengan demikian, hubungan antara perpindahan simpul dan deformasi batang
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harus ditentukan berdasarkan geometri struktur, arah sumbu batang, serta jenis sambungan
yang digunakan.

Hubungan kompatibilitas harus dipenuhi pada seluruh tingkatan benda bebas yang
digunakan dalam analisis. Penerapannya mencakup segmen diferensial, elemen struktur atau
batang, bagian tertentu dari struktur, hingga struktur secara keseluruhan. Pada tingkat segmen
diferensial, kompatibilitas berkaitan dengan kesinambungan medan perpindahan dan
regangan pada bagian-bagian material yang berdekatan. Pada tingkat elemen batang,
kompatibilitas menghubungkan perpindahan atau rotasi pada ujung-ujung elemen dengan
deformasi yang dialami oleh elemen tersebut.

Pada tingkat bagian struktur, kompatibilitas memastikan bahwa elemen-elemen yang
saling terhubung memiliki perpindahan dan rotasi yang sesuai dengan karakteristik
sambungannya. Sebagai contoh, pada sambungan kaku, perpindahan dan rotasi antar-elemen
harus memenuhi hubungan yang lebih ketat dibandingkan dengan sambungan sendi.
Sementara itu, pada tingkat struktur secara keseluruhan, kompatibilitas harus menjamin
bahwa seluruh perpindahan dan deformasi yang terjadi tetap memenuhi kondisi tumpuan
serta tidak menyebabkan struktur kehilangan keterhubungan geometrisnya.

Kondisi tumpuan merupakan salah satu faktor penting dalam penerapan
kompatibilitas. Tumpuan membatasi perpindahan atau rotasi tertentu pada titik-titik struktur.
Sebagai contoh, tumpuan jepit dapat membatasi perpindahan horizontal, perpindahan
vertikal, dan rotasi, sedangkan tumpuan sendi umumnya membatasi perpindahan tetapi masih
memungkinkan terjadinya rotasi. Oleh karena itu, setiap analisis struktur harus terlebih dahulu
mengidentifikasi derajat kebebasan yang tersedia dan derajat kebebasan yang dibatasi oleh
tumpuan. Ketidaksesuaian antara kondisi perpindahan dengan batasan tumpuan akan
menghasilkan kondisi yang tidak kompatibel secara kinematis.

Secara matematis, kompatibilitas sering kali dinyatakan melalui hubungan antara
perpindahan dan deformasi. Untuk elemen batang yang mengalami deformasi aksial,
perubahan panjang elemen dapat dikaitkan dengan perpindahan relatif antara kedua
ujungnya. Secara sederhana, hubungan tersebut dapat dituliskan sebagai:

A=u, —u

Dengan A menyatakan perubahan panjang batang dan u; serta u, menyatakan perpindahan
kedua ujung batang sepanjang sumbu elemen. Untuk elemen yang memiliki orientasi tertentu
dalam bidang atau ruang, hubungan tersebut harus disesuaikan dengan komponen
perpindahan pada arah sumbu batang. Dengan demikian, perubahan panjang tidak hanya
dipengaruhi oleh besar perpindahan, tetapi juga oleh arah elemen terhadap sistem koordinat
yang digunakan.

Dalam analisis struktur, kompatibilitas tidak dapat dipisahkan dari kesetimbangan dan
hubungan konstitutif material. Kesetimbangan menjelaskan hubungan antara beban eksternal,
reaksi tumpuan, dan gaya internal. Kompatibilitas menjelaskan hubungan antara perpindahan,
deformasi, dan regangan. Sementara itu, hubungan konstitutif menjelaskan keterkaitan antara
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tegangan dan regangan berdasarkan sifat material. Ketiga unsur tersebut harus dipenuhi
secara bersamaan agar diperoleh gambaran perilaku struktur yang lengkap dan konsisten.

Sebagai ilustrasi, suatu batang yang menerima gaya tarik akan mengalami
pertambahan panjang. Besarnya pertambahan panjang tersebut harus sesuai dengan
perpindahan relatif pada kedua ujung batang. Jika batang tersebut merupakan bagian dari
struktur rangka, pertambahan panjangnya juga harus konsisten dengan perpindahan simpul-
simpul yang menghubungkannya dengan batang lain. Apabila hubungan tersebut tidak
terpenuhi, maka bentuk deformasi yang diasumsikan tidak mungkin terjadi secara fisik pada
struktur yang bersangkutan. Dalam buku ini, pembahasan kompatibilitas dibatasi pada elemen
rangka, khususnya elemen batang pada struktur rangka batang, beserta keseluruhan
strukturnya. Pembahasan akan diarahkan pada pemahaman hubungan antara perpindahan
simpul, deformasi aksial batang, kondisi sambungan, dan batasan tumpuan. Melalui
pembahasan tersebut, mahasiswa diharapkan mampu memahami bagaimana kompatibilitas
digunakan untuk menentukan deformasi elemen dan perpindahan struktur.

Pemahaman terhadap konsep kompatibilitas merupakan dasar penting dalam analisis
struktur. Prinsip ini membantu memastikan bahwa hasil analisis tidak hanya memenuhi
persamaan kesetimbangan, tetapi juga menggambarkan pola deformasi yang mungkin terjadi
secara nyata. Penguasaan konsep kompatibilitas selanjutnya akan mendukung pembelajaran
mengenai metode perpindahan, metode kekakuan, analisis struktur tak tentu, serta Metode
Elemen Hingga yang digunakan untuk menganalisis struktur dengan geometri, pembebanan,
dan perilaku material yang lebih kompleks.

4.2 KOMPATIBILITAS DALAM SISTEM REFERENSI LOKAL: ELEMEN RANGKA

Sebuah struktur rangka dua dimensi beserta sumbu referensi globalnya (X — Y — Z)
diperlihatkan pada Gambar 4.1. Sumbu Z tegak lurus terhadap bidang struktur dan mengarah
ke arah pembaca. Setiap elemen yang terpasang diacu menggunakan sumbu referensi lokalnya
sendiri (x — y — z). Secara konvensional, simpul i dipilih sebagai titik awal, sedangkan simpul
Jj dipilih sebagai titik akhir. Sumbu x lokal yang positif mengarah dari simpul i menuju simpul
j. Untuk struktur bidang, sebaiknya sumbu z lokal dibuat berimpit dengan sumbu Z global
yang mengarah ke pembaca. Akibatnya, arah sumbu y lokal menjadi terdefinisi secara unik.
Elemen-elemen struktur rangka pada Gambar 4.1 tidak dapat berdeformasi secara
independen karena semuanya saling terhubung membentuk kerangka struktur; keseluruhan
struktur ini mengalami perpindahan posisi mengikuti konektivitas antar-elemen serta batasan
yang diberikan oleh tumpuan. Elemen a pada rangka di Gambar 4.1 diambil sebagai contoh
elemen rangka umum. Kinematika elemen umum ini dideskripsikan melalui perpindahan pada
ujung-ujungnya dalam sistem referensi lokal (Gambar 4.2). Perpindahan ujung elemen
tersebut dikelompokkan ke dalam vektor U sebagai berikut:

U=U; GI"=1U; U, Us U, Us Ul (4.1
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Komponen-komponen vektor U disusun dengan cara berikut: dimulai dari titik simpul i,
pertama-tama ditetapkan derajat kebebasan (DOF) pada sumbu-x lokal (komponen pertama),
kemudian DOF pada sumbu-y lokal (komponen kedua), lalu DOF terhadap sumbu-z lokal
(komponen ketiga), dan seterusnya dilanjutkan dengan cara yang sama hingga titik simpul j
pada elemen tersebut. Keenam komponen ini membentuk rangkaian lengkap perpindahan
ujung untuk benda bebas elemen dalam sistem acuan lokal.

Pada bagian ini, tujuan utamanya adalah menetapkan hubungan kompatibilitas
geometris yang mengaitkan perpindahan ujung elemen dengan "deformasi dasar elemen".
Deformasi dasar elemen merupakan pasangan kerja konjugat dari gaya-gaya dasar elemen
yang telah dibahas dalam Bab 3. Oleh karena itu, sistem balok dengan tumpuan sederhana
yang diperlihatkan pada Gambar 4.3 dipilih secara khusus untuk menetapkan hubungan
kompatibilitas geometris tersebut.

Gambar 4.1 Struktur Rangka Dua Dimensi: Sumbu Referensi Global dan Lokal.

—S5 g

konfigurasi tak terdeformasi j

L

Gambar 4.2 Perpindahan Ujung Elemen dalam Sistem Referensi Lokal.
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»y'

i

konfigurasi tidak terdeformasi

L+(T,-0)
L
Konfigurasi Tidak - C€7AKAN BENAA TEYAN . Deformasi
Terdeformasi (Translasi + Rotasi) (Ekstensi + Lenturan)
U i lj " l l‘/' 1

Gambar 4.3 Deformasi dan Perpindahan Model Balok dengan Tumpuan Sederhana: Deskripsi
Kinematis Eksak.

Dalam sistem dasar ini, sumbu acuan korotasional (x’ — y' — z) terikat secara kaku pada
penampang melintang di ujung i dalam konfigurasi tanpa deformasi dan di ujung i’ dalam
konfigurasi terdeformasi. Pada konfigurasi tanpa deformasi, sumbu acuan korotasional (x' —
y' — Z') berimpit dengan sumbu acuan lokal (x — y — z). Jika elemen mengalami perpindahan
sebagai benda tegar, sumbu acuan korotasional akan ikut berpindah bersamanya dan tidak ada
deformasi elemen yang timbul. Sebagaimana diperlihatkan pada Gambar 4.3, deformasi dasar
elemen didefinisikan sebagai perpindahan relatif terhadap sumbu acuan korotasional. Relatif
terhadap sistem acuan ini, elemen tersebut dapat divisualisasikan sebagai balok dengan
tumpuan sederhana yang memiliki sendi di ujung i’ serta rol di ujung j' dan j"'. Sistem tumpuan
virtual ini semata-mata membantu pembaca untuk mengabaikan moda benda tegar.
Deformasi dasar elemen pada sistem ini didefinisikan sebagai: perpindahan relatif v; di ujung
j' sepanjang garis penghubung (chord) antara ujung i’ dan j'; deformasi rotasi v, di ujung i’
relatif terhadap garis penghubung i'j’; dan deformasi rotasi v5 di ujung j' relatif terhadap garis
penghubung i’j'. Akibatnya, deformasi dasar elemen ini dikelompokkan dalam bentuk vektor:

v=|lv; v, vsl" (4.2)
dan didefinisikan sebagai:
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vy=L—L vy,=U;—p; dan v3=Ug—p (4.3)
di mana L adalah panjang batang dalam konfigurasi awal (sebelum deformasi) dan L’ adalah

panjang batang pada posisi akhir, yang dapat diperoleh menggunakan teorema Pythagoras
sebagai berikut:

U= (L @ -T) + T - Ty = J@+ 8Ty + (a1 (44)

L dikeluarkan sebagai faktor dan suku binomial dijabarkan. Hal ini menghasilkan:

, AT\ . (AT’
L= GA-L> +<77> (4.5)

L =1L 1+2ME+ AZEZ+ ATy 4.6
B L L L (4.6)

— — e =2 s —\2
U,-U, (U;-T Us — U
U=Lj1+24L 1+<4L ﬁ +<5L ﬁ (4.7)

p adalah sudut rotasi chord dan didefinisikan sebagai:

. (U_S—U_z> AU,
Us—U L 5
p= arctan% = arctan — 2| =arctan—L— (4.8)
L+ (U4,_U1) U4_U1 AUx
1+ T 1+ T

L+U,—U) L+AU,
L S

(T~ T) _ AT,
L L

cosp = dan sinp = (4.9)

Persamaan (4.3) merepresentasikan hubungan kompatibilitas geometris "eksak" untuk
elemen rangka pada Gambar 4.3 dan digunakan oleh Limkatanyu untuk mengembangkan
model rangka nonlinier secara geometris yang didasarkan pada penyatuan teori balok Euler-
Bernoulli-von Karman dan konsep corotational.

Hubungan-hubungan ini disebut "eksak" karena kinematika gerak benda tegar ditinjau
tanpa adanya pendekatan apa pun. Jelas terlihat bahwa hubungan kompatibilitas geometris
ini merupakan fungsi nonlinier. Hal ini relevan dengan analisis struktur yang bersifat nonlinier
secara geometris. Rincian lebih lanjut mengenai analisis struktur nonlinier secara geometris
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disajikan dalam buku-buku teks tingkat lanjut mengenai analisis struktur matriks dan analisis
elemen. Dengan asumsi-asumsi berikut:

1. Deformasi aksial v, bernilai kecil dibandingkan dengan panjang elemen L.

2. v, diasumsikan memiliki besaran yang setara dengan kuadrat dari AU_y/L.
Hubungan geometris (4.3) yang telah disebutkan sebelumnya dapat didekati sebagai berikut:
Pertama, deret pangkat digunakan untuk menguraikan Persamaan (4.6) menjadi:

L=1L 1+AU_"+1 AU_"2+1 AU_yz ! 2AU_’“2+'t'lht' kat ti [ (4.10)
= 7 >\ S\ 3 7 istilan tingkat tinggit .

Perlu dicatat bahwa:

1 1
Vi+a=1+ i gaz + istilah tingkat tinggi (4.11)

Penyederhanaan Persamaan (4.6) dan pengabaian suku-suku orde ketiga dan yang lebih tinggi
menghasilkan pendekatan tingkat pertama untuk deformasi aksial sebagai berikut:

(Us - UZ)Z

=U,-U
v, = (U, 1)+ oL

(4.12)
Kedua, deret pangkat digunakan untuk menguraikan suku tersebut.

Kedua, deret pangkat digunakan untuk menguraikan suku tersebut dari Persamaan (4.8)
sebagai:

AU AT, (AT o
1+ =1- + (——] + suku orde lebih tinggi (4.13)
L L L
Perlu dicatat bahwa:
(1+a) ' =1—a+ a? + suku orde lebih tinggi (4.14)

Mensubstitusikan Persamaan (4.13) ke dalam (4.8) menghasilkan:

AT, AT, (AT,\° o
I 1-— + I + suku orde lebih tinggi (4.15)

= arctan
P L

Persamaan (4.15) dijabarkan menggunakan Deret Taylor sebagai berikut:
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(AT, AT, AT,
PENTT T L

— 2
AT,
- + I + suku orde lebih tinggi (4.16)

Perlu dicatat bahwa (Kreyszig):

a® a’

arctana = a — 3 + 3 + suku orde lebih tinggi (4.17)

Karena suku AU, pada Persamaan (4.16) sebanding dengan v; dan bernilai kecil relatif
terhadap L, sudut rotasi kord dapat disederhanakan menjadi:
AU, Us-T,

= = 4.18
pP=-7 I (4.18)

Mensubstitusikan Persamaan (4.18) ke dalam Persamaan (4.3) menghasilkan hampiran tingkat
pertama untuk deformasi rotasi sebagai berikut:

_ (Us—U. _
172=U3—(5L—2)danv3=U6—

(US - UZ)

- (4.19)

Diamati bahwa sudut rotasi kord p pada Persamaan (4.18) tidak bergantung pada perpindahan
ujung batang pada arah x. Oleh karena itu, tersirat bahwa rotasi ujung batang relatif terhadap
kord v, dan v; tidak mempengaruhi perubahan panjang batang. Dengan kata lain, deformasi
aksial v; tidak dipengaruhi oleh deformasi rotasi ujung batang v, dan v;. Persamaan (4.12)
dan (4.19) merupakan hubungan kompatibilitas geometris yang mengikuti pendekatan tingkat
pertama. Persamaan tersebut dapat dinyatakan bersama-sama sebagai:

Us — U,)? _ (Us-U _
%’ v2=U3_(5T2)’ danv3=U6_

(US - UZ)

- (4.20)

vy = Uy —Up) +
Hubungan kompatibilitas geometris ini relevan dengan analisis struktur orde kedua dengan
mempertimbangkan efek P — A mereka. Diamati bahwa hanya hubungan geometris untuk
deformasi aksial yang bersifat nonlinier, sedangkan untuk deformasi rotasi bersifat linier.
Namun, cakupan buku teks ini terbatas hanya pada struktur linier secara geometris. Hal ini
menyiratkan bahwa deformasi dasar batang v (serta regangan resultannya) dinyatakan sebagai
kombinasi linier dari perpindahan ujung batang U. Mengabaikan semua suku nonlinier pada
Persamaan (4.20) menghasilkan hubungan kompatibilitas geometris linier dari rangka yang
ditunjukkan pada Gambar 4.3 sebagai berikut:

(Us —Uy)
L

(Us —U,)

V1=(U4_U1)i U2=U3_ I

; danvg = Ug —
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dalam bentuk matriks sebagai:

(U7
-1 0 01 0 O7|p
m Ly Ly 21 ol)g,
{Uz} = L L 820 (4.22)
oo Lgo 21y o
L L Us
\Us/
atau dalam bentuk ringkas sebagai:
_ _ (U _ =
v=[a;p ag] {I_J } atauv = azU (4.23)

2

di mana matriks ag disebut matriks kompatibilitas untuk sistem balok tumpuan sederhana
terhadap sumbu referensi lokal. Dari matriks kompatibilitas ag, diamati bahwa deformasi
aksial v; hanya bergantung pada perpindahan ujung batang (U; dan U,) di sepanjang sumbu
x sementara deformasi rotasi ujung batang v, dan v; bergantung pada perpindahan ujung
batang (U, dan Us) di sepanjang sumbu y dan rotasi ujung batang (U; dan Ug). Kurangnya
kopling antara komponen perpindahan aksial terhadap sistem referensi lokal di satu sisi
dengan komponen perpindahan transversal dan rotasi di sisi lain ini disebabkan oleh linierisasi
hubungan kompatibilitas geometrik.

Selanjutnya, diamati bahwa matriks ap sama dengan transpose dari matriks
kesetimbangan by (3/3.11) untuk sistem balok tumpuan sederhana yang didefinisikan pada
Bab 3.

P-P, =bgq (3/3.11)

Perlu dicatat bahwa linearisasi hubungan kompatibilitas elemen berkaitan dengan
pertimbangan kondisi kesetimbangan elemen dalam konfigurasi awalnya (sebelum deformasi).
Secara sederhana dapat dinyatakan bahwa transformasi statis (3/3.11) dan kinematik (4.23)
bersifat kontragradien.

Dapat disimpulkan bahwa:

1. Deformasi batang dasar v dari Pers. (4.23) dan gaya batang dasar q dari Pers. (3/3.11)
adalah pasangan kerja konjugat. Dengan kata lain, perkalian skalar dari kedua besaran
ini menghasilkan kerja yang konsisten.

2. Perpindahan ujung batang U dari Pers. (4.23) dan gaya ujung batang P — P, dari Pers.
(3/3.11) adalah pasangan kerja konjugat. Dinyatakan lain, perkalian skalar dari kedua
besaran ini menghasilkan kerja yang konsisten.
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Bentuk hubungan antara matriks transformasi kesetimbangan dan kompatibilitas ini
merupakan hal yang umum, dan pembuktian umumnya diberikan melalui prinsip kerja maya
sebagaimana akan dibahas pada bab berikutnya.

Secara ringkas, terdapat tiga deformasi elemen dasar untuk elemen rangka, yaitu
deformasi aksial v,, deformasi rotasi ujung-i v,, dan deformasi rotasi ujung-j v;. Karena
terdapat enam perpindahan ujung, maka terdapat tiga mode perpindahan benda tegar yang
menghasilkan deformasi nol. Masing-masing mode perpindahan benda tegar tersebut dapat
diperoleh dengan menetapkan nilai nol pada deformasi elemen dasar dalam Pers. (4.22):

(U1
-1 0 01 0 Oy|p
(0 [ 0 - 10 -1 o] 7,
{vz} = {0} = L B P (4.24)
)0 g Lo 21y o
L L Us
\Uyg/
Berdasarkan Persamaan (4.24), moda perpindahan benda tegar adalah:
v1=0=>—U1+U4=0:ﬁ4=l_]1
0 UZ+U Us 0=T ﬁ2+ﬁ5 (4.25)
— - — e Y = —-— — .
vz LT 3T L
U, Us _ _ U, Us
v3_0=>L L+U6—0=U6— L+L

dan ditampilkan pada Gambar 4.4. Dari perpindahan benda tegar pada Pers. (4.25), dipilih U;,
U,, dan Us sebagai perpindahan yang menahan mode-mode benda tegar dan menyatakannya
dalam bentuk vektor sebagai:

I_Jw=ll_]1 Uz USJT (4.26)

Us, U,, dan Ug dipilih sebagai perpindahan yang tersisa dan dinyatakan dalam bentuk vektor
sebagai:

U, =Us U, Ul (4.27)
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= = = undisplaced configuration

displaced configuration

_ } — -
g | 7, =1
o = ' . i R
il A ) X, X
m------- L = _
(@) _ T 0.
L'.'. =— T’ + T
== = undizsplaced configuration L x

displaced configuration i ' /

(b)

Gambar 4.4 Moda Perpindahan Benda Kaku: Model Balok dengan Tumpuan Sederhana.

Perpindahan ujung elemen U dapat didefinisikan sebagai:

u=1|U0, U (4.28)

P=|P, P T (4.29)

dimanaP, =|P, P, Ps|TdanP,=|P; P, Pg|" berturut-turutadalah gaya ujungyang
diasosiasikan dengan U,, dan U,.. Di bawah kondisi gerak benda tegar (v = 0), U, dan U,
dihubungkan melalui ekspresi transformasi berikut:

o) % TLor|(ty
Ug¢=|1 0 0|qU,; atauU, =TzU, (4.30)
Us) |o -1 1{\z

L L
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Dengan adanya deformasi elemen (v # 0), hubungan kinematik rangka tersebut adalah:

Us vy [0 71 I|(Th
U4_ = {UZI + 1 O 0 UZ atau ﬁ?" =vVv+ TBﬁW (431)
Us) v |, _L 1{\zs

L L

Himpunan lengkap kinematika elemen yang telah dilinearisasi (deformasi + gerak benda tegar)
yang terkait dengan Persamaan (4.31) disajikan secara skematis pada Gambar 4.5. Kondisi
kesetimbangan elemen dapat diperoleh dari hubungan kinematik (4.31) melalui prinsip
perpindahan maya sebagai berikut:

Hubungan Deformasi-Perpindahan Terlinierisasi
vw=U,-U,
_ (U,-1,
R A
’ L
L—/ ( 5 () \ g
V; =Ug— I ‘.:)’
» ¥
i ‘ U,
B —— .
konfigurasi tak-terdeformasi _
( 47 1) |
1
L
Konfigurasi Tak-Terdeformas e fgraian B-enda Kal.(u — Deft.)rmas:
B (Translasi + f?otas:) (Ekstensi } !.'enturan)
] i'j" B

Gambar 4.5 Deformasi dan Perpindahan Model Balok dengan Tumpuan Sederhana: Deskripsi
Kinematis yang Dilinearisasi.

Menerapkan perpindahan virtual sembarang §U,,, kemudian dari (4.31)
5U, = Tz60,, (4.32)
dan kerja maya eksternal
SW,,. = 6UTP = 6ULP,, + 6UIP, = 0 (4.33)
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Mensubstitusikan Pers. (4.32) ke dalam (4.33) menghasilkan:
§W,y = 5UL (P, + TIP,) = 0 (4.34)

Karena sifat sembarang dari §U,,,, dapat disimpulkan bahwa:

P, + TP, =0 (4.35)
Secara eksplisit,
0 1 O
P, {10 1}2 0
P+ L|E=%} (4.36)
2 1 11{p 0
5 lZ 0 ZJ 6

Persamaan (4.36) merepresentasikan kondisi kesetimbangan keseluruhan elemen (sebagai
benda tegar), yaitu:

P, + P, = 0 —> Kesetimbangan Horizontal (4.37)
_ Py P . S
P, — AR A 0 — Kesetimbangan Momen di Ujung j (4.38)
_ Py P . o
Ps + T + T= 0 — Kesetimbangan Momen di Ujung i (4.39)

Catatan:

(i) Perlu dicatat bahwa pemilihan sistem deformasi dasar tidaklah tunggal; terdapat
pilihan lain untuk sistem deformasi dasar, misalnya: Sistem Balok Kantilever. Penurunan
persamaan kompatibilitas matriks untuk sistem balok kantilever diserahkan kepada pembaca
sebagai latihan akhir bab.

4.3 TRANSFORMASI KOMPONEN VEKTOR PERPINDAHAN

Pada bagian sebelumnya, persamaan kompatibilitas matriks (4.22) dinyatakan dalam
sistem acuan lokal (x,y,dan z). Namun, penting juga untuk menyatakan persamaan
kompatibilitas matriks tersebut dalam sistem acuan global (X,Y,dan Z). Dengan kata lain,
hubungan antara perpindahan ujung elemen dalam sistem acuan lokal dan global harus
dijabarkan. Hal ini dapat dilakukan melalui transformasi komponen vektor.
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Gambar 4.6 Transformasi Komponen Vektor Bidang.

Pada Gambar 4.6, sumbu referensi lokal miring sebesar sudut ¢ terhadap sumbu referensi
global. Ini menyiratkan bahwa sudut ¢ diukur dari referensi global ke sistem referensi lokal.
Tanda sudut ¢ mengikuti sistem tangan kanan. Vektor A pada Gambar 4.6 dapat diuraikan
terhadap komponen x-y dan X — Y. Perlu dicatat bahwa A dapat dianggap sebagai vektor
perpindahan di node i atau j. Pada Bab 3, vektor/fjuga telah dianggap sebagai vektor gaya di
node i atau j. Oleh karena itu, hubungan antara komponen vektor yang didefinisikan terhadap
sistem referensi global dan lokal yang diberikan dalam Pers. (3/3.18) dan (3/3.19) dapat
digunakan dan layak untuk diulangi di sini.

Ax) [cos¢ —sing 0] (A4x
{Ay} = [sin(p cos ¢ O] Ay ¢ atau Ayy; = TgOTAxyz (4.40)
Ay 0 0 11 (A,
Ay cos¢ sing 0] (Ax
Ay b = [— sing cos¢ 0] {AY} atau Ay, = TrorAxyz (4.41)
A, 0 0 1l1\4,

Karena tujuan saat ini adalah menetapkan hubungan transformasi antara komponen
perpindahan ujung terhadap sistem koordinat lokal dan global, vektor perpindahan U; pada
node i yang ditunjukkan pada Gambar 4.7 dipertimbangkan. Gambar 4.7a menunjukkan
komponen perpindahan sepanjang.
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A T 2N Us

(a) Sistem Koordinat Lokal (b) Sistem Koordinat Global
Gambar 4.7 Transformasi Vektor Perpindahan Ujung Elemen pada Titik Simpul i.

Gambar 4.7a memperlihatkan komponen perpindahan sepanjang sumbu acuan lokal,
sedangkan Gambar 4.7b memperlihatkan komponen perpindahan sepanjang sumbu acuan
global. Berdasarkan hubungan transformasi pada Persamaan (4.40), hubungan antara
komponen perpindahan yang ditunjukkan pada Gambar 4.7a dan b adalah:

U,
U

sing cos¢p 0|{U, ¢ atauU; = T2, U; (4.42)

cos¢p —sing 0] Uy
0 0 1\U;

dan sebaliknya,

Uyp =|-sing cos¢ 0

Uy [cosqb singp O
Us 0 0 1

Uy
{Uz} atau I_Ji = TROTUi (443)
Us

Pertimbangan serupa diterapkan pada vektor perpindahan I_J]- pada node j (Gambar 4.8) dan
menghasilkan hubungan transformasi yang sama seperti:

U,
U

singg cos¢ 0|4 Usp atau U, = TEyr U, (4.44)

cos¢ —sing O] U,
0 0 Uy,
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i T, '
U'\\/a( A
J U

> X U6 5 -
/ 'AL/;\ U,

(a) Sistem Koordinat Lokal (b) Sistem Koordinat Global

Gambar 4.8 Transformasi Vektor Perpindahan Ujung Elemen pada Titik Simpul j.

dan sebaliknya,

Lz4 cos¢p sing 0](Us B
Us = [— sin¢g cos¢ 0 {Us} atau U, = TrorU, (4.45)
U, 0 0 11\Ws

Menggabungkan Pers. (4.42) dan (4.44) menghasilkan hubungan transformasi untuk
perpindahan ujung elemen:

Uq rcos¢p —sing 0 0 0 07 fl_]p
U, sing cosp O 0 0 0| |V
Us 0 0 1 0 0 0]|)Us T
= g =T 4.4
U, 0 0 0 cos¢ —sing o|)\7,( YT TeorU  (446)
Us 0 0 0 sing cos¢ Of|0;
Us 0 0 0 0 o 1\g
atau sebaliknya
([le rcos¢ sing 0 0 0 07 (Un
U, —sing cos¢p 0 0 0 0||U
Us 0 0 1 0 0 0f)Us o
<U4 0 0 0 cos¢ sing 0|)Us atau U =Tz U  (4.47)
U, 0 0 0 —sing cos¢p O0f|Us
\T, ) 0 0 0 0 0 1 \Ug/
Di mana
T 0
rROT == };)OT TROT] (448)

Susunan komponen vektor U mirip dengan vektor U. Dimulai dari node i, pertama-tama
ditetapkan derajat kebebasan (degree of freedom - DOF) pada sumbu X global (komponen
pertama), kemudian DOF pada sumbu Y global (komponen kedua), lalu DOF terhadap sumbu
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Z global (komponen ketiga), dan dilanjutkan dengan cara yang sama ke node j dari elemen
tersebut.

Dalam implementasi komputer dari program analisis matriks, nilai sudut ¢ dari setiap
elemen tidak harus diberikan karena nilai kosinus arah (cos ¢ dan sin ¢) tidak dihitung secara
langsung. Sebagai gantinya, nilai-nilai tersebut dihitung secara tidak langsung berdasarkan
data koordinat dari node i dan j (Gambar 4.9) sebagai berikut:

AX =X;—X; AY =Y;—Y; dan L = /(AX)? + (AY)? (4.49)
AX AY
cos¢p = — dan singp = — (4.50)
L L
X1,

AX
Gambar 4.9 Perhitungan Tak Langsung Kosinus Arah.

4.4 KOMPATIBILITAS DALAM SISTEM REFERENSI GLOBAL

Sejauh ini, persamaan kompatibilitas matriks pada Pers. (4.22) telah dirumuskan
berdasarkan sumbu referensi lokal. Selain itu, hubungan transformasi (4.47) antara
perpindahan ujung elemen yang dinyatakan dalam sistem koordinat lokal dan global juga telah
diperoleh. Berdasarkan hubungan transformasi tersebut, persamaan kompatibilitas matriks
dapat dengan mudah dinyatakan dalam sumbu referensi global.

Substitusi Pers. (4.47) ke dalam Pers. (4.22) menghasilkan persamaan kompatibilitas
matriks terhadap sistem referensi global sebagai berikut:

—cos¢p —singg 0 cos¢p sing O (U1

vy sin¢g cos¢ . singg  cos¢ 0 gz

{vz} =71 L L L iU (4.51)
U3 sing cos¢ 0 sin ¢ cos ¢ 1 U4
L L L L v

atau dalam format ringkas sebagai berikut:
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v =[a;p azp] {31} atauv = agU (4.52)
2

di mana ap adalah matriks kompatibilitas untuk model balok tumpuan sederhana dalam
sistem referensi global. Selain itu, diamati bahwa matriks ag sama dengan transpos dari
matriks kesetimbangan bz (3/3.30) untuk sistem balok tumpuan sederhana yang didefinisikan
dalam Bab 3.

Dapat dikatakan secara sederhana bahwa transformasi statis (3/3.30) dan kinematik (4.52)
bersifat kontragradien.
Dapat disimpulkan bahwa:

1. Deformasi elemen dasar v pada Pers. (4.52) dan gaya elemen dasar q pada Pers.
(3/3.30) adalah pasangan kerja konjugat (conjugate-work pairs). Dengan kata lain, hasil
kali skalar dari kedua kuantitas ini menghasilkan kerja yang konsisten.

2. Perpindahan ujung elemen U pada Pers. (4.52) dan gaya ujung elemen P — P, pada
Pers. (3/3.30) adalah pasangan kerja konjugat (conjugate-work pairs). Dengan kata
lain, hasil kali skalar dari kedua kuantitas ini menghasilkan kerja yang konsisten.

Selanjutnya, perlu dicatat bahwa setiap kolom matriks kompatibilitas merepresentasikan
mode deformasi elemen untuk perpindahan satuan yang diberikan pada derajat kebebasan
perpindahan yang bersesuaian dalam sistem acuan global. Sebagai contoh, interpretasi
geometris dari kolom keempat matriks kompatibilitas aB ditunjukkan pada Gambar 4.10.

sing  sing

v, =Cosg.v, = 5 7

I : [
Gambar 4.10 Mode Deformasi Independen dari Model Balok Tumpuan Sederhana yang
Terkait dengan Perpindahan Satuan yang Diberikan U, = 1.0.
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4.5 PERSAMAAN MATRIKS KOMPATIBILITAS UNTUK STRUKTUR RANGKA

Pada bagian ini, tujuan utamanya adalah merumuskan persamaan matriks
kompatibilitas untuk struktur rangka. Persamaan matriks ini menghubungkan deformasi dasar
elemen dengan perpindahan simpul pada derajat kebebasan global. Persamaan matriks
kompatibilitas struktur dapat diperoleh dengan meninjau persamaan kompatibilitas seluruh
elemen secara kolektif.

Untuk struktur rangka secara keseluruhan, digunakan vektor yang diperluas
(augmented vector) V untuk menghimpun deformasi dasar dari setiap elemen, yang
didefinisikan sebagai berikut:

V=[Vi Vo . Vg . Vgl oo (4.53)

di mana m adalah jumlah elemen dan sub-vektor v; berisi deformasi dasar dari elemen k.
Oleh karena itu, ukuran vektor V adalah 3m X 1. Demikian pula, perpindahan nodal
dikelompokkan ke dalam vektor tambahan U yang didefinisikan sebagai:

U=[U; U, .. Uy .. Ul ., (4.54)

di mana n adalah jumlah node dan sub-vektor U, berisi perpindahan dari node k. Oleh karena
itu, ukuran vektor U adalah 3n X 1. Setelah kondisi kompatibilitas dipertimbangkan secara
kolektif untuk semua elemen, persamaan kompatibilitas matriks diperoleh sebagai:

V1 a:(ll) agl) U1
‘{2 = a§2) agz) U:Z (4.55)
Vi 3mx1 : : 3mx3n Un 3nx1

atau dalam format ringkas sebagai berikut:
V =AU (4.56)

di mana A adalah matriks kompatibilitas struktur. Matriks A diformulasikan dalam bentuk
matriks a dari elemen melalui persamaan kompatibilitas elemen pada Pers. (4.52). Nomor
node elemen diganti dengan nomor node struktur melalui konektivitas elemen.

Sebagai contoh, misalkan suatu elemen a pada Gambar 4.11 memiliki ujung-ujungnya
i dan j yang terletak pada node struktur I dan J, secara berurutan. Persamaan kompatibilitas
matriks untuk elemen a dituliskan sebagai:

v, = a?u; +a®y, (4.57)

Karena konektivitas anggota a:
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U, =U®danu, =u® (4.58)

Persamaan kompatibilitas untuk elemen a dimodifikasi menjadi:
v = a?u; +al?y, (4.59)
Proses ini diulangi untuk semua elemen secara berurutan. Pada akhirnya, diperoleh
persamaan kompatibilitas struktural (4.56). Perlu dicatat pula bahwa berdasarkan Persamaan

(4.56), deformasi elemen V selalu dapat ditentukan dari derajat kebebasan perpindahan U
yang diketahui.

Gambar 4.11 Elemen rangka umum a dengan ujung-ujungnya idan jterhubung ke titik
simpul struktural Idan J.

Persamaan kompatibilitas matriks (4.56) dapat dipartisi berdasarkan perpindahan titik simpul
yang diketahui dan yang tidak diketahui sebagai berikut:

. U
V= [Afree Aconstr]{ free } (4.60)

UCOTLStT‘

di mana Ug,,, dan U,y masing-masing berisi perpindahan nodal yang berkaitan dengan
derajat kebebasan bebas dan terkekang; Afy ., dan A y,s; Masing-masing adalah matriks
kompatibilitas yang berkaitan dengan derajat kebebasan bebas dan terkekang. U.pnser
diketahui dan biasanya berkaitan dengan kondisi tumpuan. Dalam hal di mana tidak ada
pergerakan tumpuan (U st = 0), Pers. (4.60) direduksi menjadi:

V= Vfree = AfreeUfree (4.61)

Perlu dicatat bahwa jumlah baris dari matriks kompatibilitas A;... bersesuaian dengan jumlah
deformasi dasar, yang sama dengan jumlah gaya dasar seperti yang dibahas dalam Bab 3.
Jumlah kolom dari matriks kompatibilitas Ay, berkaitan dengan jumlah derajat kebebasan
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bebas. Akibatnya, jumlah baris melebihi jumlah kolom sebesar derajat ketidaktentuan statis
(degree of statical indeterminacy, SI). Dengan kata lain, derajat ketidaktentuan statis (SI)
dapat ditentukan dari dimensi matriks Ay, sebagai:

ST = Nyow — Neotumn (4.62)

Untuk mengilustrasikan konsep penyusunan persamaan kompatibilitas matriks struktur yang
telah disebutkan sebelumnya, ditinjau sebuah rangka prototipe yang diperlihatkan pada
Gambar 4.12. Diasumsikan bahwa model balok dengan tumpuan sederhana (Gambar 4.3)
digunakan untuk merepresentasikan sistem elemen dasar. Sistem deformasi dasar rangka
tersebut diperlihatkan pada Gambar 4.13.

Tinjau persamaan kompatibilitas elemen 1:

Berdasarkan hubungan kinematik pada Persamaan (4.52), kompatibilitas elemen tersebut
adalah:

v =alul +afjulV (4.63)
11
4 1\'2
[
3 3 3
2 D1 2 2
1 4

(a) (h)

X
Gambar 4.12 Portal Prototipe: (a) Sumbu Referensi Lokal; (b) Sistem Penomoran Titik
Simpul, Elemen, dan Derajat Kebebasan (DOF).

Gambar 4.13 Rangka Prototipikal: Sistem Deformasi Dasar.
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Menerapkan konektivitas elemen dan identifikasi deformasi:
U s u;dan UM s Uy (4.64)
v s v (4.65)
Persamaan (4.63) dapat ditulis dalam bentuk variabel struktural sebagai:

v, =allu; +allu, (4.66)

Uél)r TU‘SI) U2| ‘\UB
Ul
g’ m j
> 1 = 1

¥y
- l 1 S X

U}UJ f' T Ulm Ux t‘\ U9
U(l) U7

Sistem Dasar Sistem Referensi Lokal Sistem Referensi Global

Gambar 4.14 Transformasi Deformasi—Pergeseran Anggota 1: Sistem Dasar ke Sistem
Referensi Global.

dan ditempatkan dalam persamaan kompatibilitas matriks struktur sebagai:

-

Seluruh proses penetapan hubungan kompatibilitas untuk elemen 1 digambarkan secara

U
&) &b) 1
a;; 0 a;z; 0Of)y,
s ] v (4.67)

U,

skematis pada Gambar 4.14.
Proses yang sama juga diterapkan pada elemen 2 dan 3. Dengan demikian, hubungan
kompatibilitas elemen tersebut yang dinyatakan dalam variabel struktural adalah:

v, =a%u, +a%u, (4.68)
v; =aPu, +alu, (4.69)
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Relasi kompatibilitas ini ditempatkan dalam relasi kompatibilitas struktural sebagai berikut:

W o a® o U,

V; A28 15 U
{Vz} =[a% a) o o v, (4.70)
V 3) 3)

3/9x1 0 ajy 0 ay, 9x12 Us) 15q

Ini adalah persamaan kompatibilitas matriks untuk keseluruhan struktur dan dapat dinyatakan
dalam format ringkas sebagai:

V=AU (4.71)

Dapat diamati bahwa matriks kompatibilitas ini merupakan transpos dari matriks
kesetimbangan (3/3.42) dari struktur yang sama. Dapat disimpulkan bahwa:

A =BT (4.72)
Dimana

1 H@
bys  big 0
2 KRG
0 by byg

B = (3/3.42)
bY o o
(3
0 0 b2s 12%9
— hT _ hT
a;p = bjganda,z = by, (4.73)

Jenis hubungan ini disebabkan oleh sifat kontragradien antara hubungan statis dan kinematik
dan dapat dibuktikan dengan prinsip kerja virtual pada bab berikut.
Kondisi batas dari kerangka prototipe ini adalah:

U.onstr = U3 Uy|T = 0 (tidak ada penurunan tumpuan) (4.74)

Substitusi Persamaan (4.74) ke dalam Persamaan (4.70) menghasilkan hubungan
kompatibilitas yang terkait dengan derajat kebebasan bebas sebagai berikut:

€
\'"A a;; 0 U

_ 2 2 1 _ —
{Vz} =[al? al {Uz}m atau V=Viee = ApreeUpree  (4.75)
Va)oxi 0 (3

aip 9%x6

106



Analisis Matrix Kerangka Struktur Bangunan
Dr. Ir. Agus Wibowo, M.Kom, M.Si, MM

Menarik juga untuk dicatat bahwa setiap kolom dari matriks As;.., mewakili deformasi elemen
yang berkaitan dengan perpindahan satuan yang diberikan pada setiap derajat kebebasan.
Sebagai contoh, deformasi elemen yang bersesuaian dengan perpindahan satuan yang
diberikan Us = 1.0 disajikan pada Gambar 4.15.

Contoh 4.1

Untuk struktur rangka pada Contoh 3.1, rumuskan persamaan kompatibilitas matriks yang
menghubungkan derajat kebebasan bebas global dengan deformasi elemen.

e Penyelesaian: Dengan menggunakan sistem penomoran dari Contoh 3.1 dan sistem
penomoran dasar deformasi elemen pada Gambar 4.16, proses penyusunan
persamaan kompatibilitas geometris untuk elemen 1 disajikan secara skematis pada
Gambar 4.17.

Dari Sistem Dasar ke Sistem Referensi Lokal:

e
1 -1 0 0 1 0 0]|gw

vWi=fo 02 1 0 —02 0|33 ¢
(1) 0 02 0 0 —02 1
V3

Gambar 4.16 Contoh 4.1.
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Konektivitas elemen dan identifikasi deformasi:

(Ul(l)
7 g U,
(s %] |u o
U U
LM, = ) ;{3 b= {9 dan v L =1V,
1 Uil) U1 2(1) V
3
2 U(l) Uz )
3/, 5 Us
ud

Sistem Dasar Sistem Referensi Lokal Sistem Referensi Global

Gambar 4.17 Contoh 4.1 (Lanjutan).

Dari Sistem Referensi Lokal ke Sistem Referensi Global:

U;
Ug
Vi —-06 —-08 0 0.6 08 0|y
{Vz}= -0.16 0.12 1 0.16 —-0.12 0 U9
/A -0.16 0.12 0 0.16 —-0.12 1 U;
Us

Persamaan kompatibilitas matriks untuk elemen 1 ditempatkan ke dalam persamaan
kompatibilitas matriks struktur sebagai berikut:
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(U1
(Vo r 0.6 0.8 0 0 O
V5 0.16 —-0.12 0 0 O
Vs 016 —-0.12 1 0 O

-06 —-08 0 O
-016 012 1 O
-016 012 0 O

- O O O
o O O
S O O

Dengan menerapkan prosedur yang sama pada elemen 2 dan 3, persamaan kompatibilitas
matriks untuk keseluruhan struktur diperoleh sebagai berikut:

(U17
U,
(V1) r 0.6 0.8 0 0 0 0 —-06 -08 0 0 0 O U
Vs 0.16 —-0.12 O 0 0 0 -0.16 012 1 0 0 O U3
V3 0.16 -0.12 1 0 0 0 —-0.16 0.12 O 0 0 O U4
Va ~1 0o 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 U5
Vs =| 0 02 1 0 —-02 0 0 0 0 0 0 0<U6>
Ve 0 0.2 0 0 —-0.2 1 0 0 0 0 0 O U7
V- 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 -1 0 U8
Vg 0 0 0 0.25 0 0 0 0 0 —-025 0 1 U9
W) Lo 0 0 025 0 1 O 0 0 —025 0 O Ul‘l’
1
\U,,/
atau dalam format ringkas sebagai:

Ufree

V=AU atau v=[Afree:Amstr]{U }

constr

Matriks A adalah matriks kompatibilitas struktur yang menghubungkan deformasi elemen V
dengan perpindahan titik simpul U. Terlihat bahwa matriks kompatibilitas ini merupakan
transpos dari matriks kesetimbangan B untuk struktur yang sama (Contoh 3.1).

Deformasi elemen dasar dapat dipisahkan sebagai berikut:

V= Vfree + Veonstr

dimana Vi ., = AfpeeUsree adalah deformasi dasar yang berkaitan dengan derajat kebebasan
perpindahan bebas, dan V.ynstr = AconstrUconstr adalah deformasi dasar yang berkaitan
dengan derajat kebebasan perpindahan terkekang. Pada contoh ini, tidak ada penurunan
tumpuan (U,pnser = 0). Oleh karena itu, persamaan kompatibilitas matriks direduksi menjadi:
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Vi - 0.6 08 0 0 0 0
V, 016 —012 0 0 0 0|y
1
;| lo16 -012 1 0 0 0 fu]
v, 1 0o o0 1 0 0 U2
V =Vree = AreeUpree atau (Vsp=| 0 02 1 0 -02 0|,
Ve 0 02 0 0 -02 1 U“
v, 0 0 0 0 1 0 U5
Vg 0 0 0 025 0 of ¢
Vo) Lo 0 0 025 o0 1
3,3
[
4, &

%l

Gambar 4.18 Contoh 4.1 (Lanjutan).

Selain itu, dapat diamati bahwa matriks kompatibilitas Af.., merupakan transpose dari
matriks keseimbangan By, pada struktur yang sama (Contoh 3.1). Menarik juga untuk dicatat
bahwa setiap kolom dari matriks Af.., mewakili deformasi elemen yang berkaitan dengan
perpindahan satuan yang diberikan pada setiap derajat kebebasan. Sebagai contoh, kolom
pertama dari matriks Af,.., merupakan deformasi elemen yang berkaitan dengan perpindahan
satuan yang diberikan pada derajat kebebasan pertama (U; = 1.0) seperti yang ditunjukkan
pada Gambar 4.18.

4.6 ELEMEN RANGKA BATANG (UJUNG SENDI) DAN STRUKTUR SAMBUNGAN SENDI
Sejauh ini, pembahasan hanya mencakup struktur yang terdiri dari elemen rangka
(frame). Pada bagian ini, perhatian akan difokuskan pada struktur sambungan sendi yang
umumnya dikenal sebagai struktur rangka batang (truss). Persamaan kompatibilitas matriks
yang diturunkan pada bagian-bagian sebelumnya dapat dengan mudah diperluas untuk kasus
struktur rangka batang, karena elemen rangka batang pada dasarnya merupakan bentuk
khusus dari elemen rangka. Hal ini dapat dilakukan dengan mengamati bahwa deformasi aksial
tidak saling bergantung (un-coupled) terhadap deformasi transversal dan rotasional akibat
linearisasi hubungan kompatibilitas geometris. Sifat independen dari moda deformasi aksial
ini terlihat jelas pada persamaan kompatibilitas elemen (4.22) sebagaimana ditunjukkan pada

110



Analisis Matrix Kerangka Struktur Bangunan
Dr. Ir. Agus Wibowo, M.Kom, M.Si, MM

Gambar 4.19. Akibatnya, hubungan kompatibilitas geometris untuk elemen rangka batang
terhadap sumbu acuan lokal dirumuskan sebagai berikut:

U _
v =[-1 1] {Ul} atau vy = a"™su (4.76)
2

di mana at"%sS adalah matriks kompatibilitas dari sistem rangka batang dasar (Gambar 4.20)
dalam sumbu acuan lokal. Persamaan kompatibilitas matriks dari elemen rangka batang dalam
sumbu acuan global dapat diperoleh dengan mentransformasikan perpindahan ujung elemen
dari sistem acuan lokal ke sistem acuan global.

(U

-1 001 0 0fg

Y1 [0 o 22 o] .
{v2}= L L {34
Vs 0 X0 0 -1 o
L L Us

\Ug/

Gambar 4.19 Pemisahan respons antara deformasi aksial dan transversal pada elemen
rangka akibat asumsi perpindahan kecil.

b (a7} T ()
A

Gambar 4.20 Elemen rangka batang dalam sistem acuan lokal: (a) Sistem dasar; (b) Sistem
lengkap.

Hal ini menghasilkan hubungan kompatibilitas geometris untuk elemen rangka batang
terhadap sumbu acuan global sebagai berikut:

Uy
. . U
v =[—cos¢ —sing cos¢p sing] UZ atau v; = a"¥ssy (4.77)
3
U,

di mana a"**S adalah matriks kompatibilitas dari sistem rangka batang dasar dalam sumbu

acuan global. Hubungan deformasi-perpindahan dari elemen rangka batang disajikan secara
skematis pada Gambar 4.21.
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(|1 ] Z
|_q (@) LA (& (¢)

Gambar 4.21 Elemen Rangka Batang dalam Sistem Acuan Global: (a) Sistem Dasar; (b)
Sistem Lengkap dalam Sumbu Acuan Lokal; (c) Sistem Lengkap dalam Sumbu Acuan Global.

Contoh 4.2
Untuk struktur rangka batang pada Contoh 3.2, rumuskan persamaan matriks
kompatibilitas yang menghubungkan derajat kebebasan global dengan deformasi elemen.

e Penyelesaian: Dengan menggunakan sistem penomoran dari Contoh 3.2 dan sistem
penomoran deformasi elemen dasar pada Gambar 4.22, proses penyusunan
persamaan kompatibilitas geometris untuk elemen 1 disajikan secara skematis pada
Gambar 4.23.

Dari Sistem Dasar ke Sistem Acuan Lokal:

e
U

v =21 1] {Ul(l)}
2

Konektivitas elemen dan identifikasi deformasi:

(1)
> Ul(l) Us
6 U, Us 1)
LM, = 1 ; U(l) = U, ; dan v =1
3
2 U
1 Uil) 2

Dari Sistem Referensi Lokal ke Sistem Referensi Global:

V;=[-06 —-0.8 06 0.8]
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Persamaan kompatibilitas matriks untuk elemen 1 ditempatkan ke dalam persamaan
kompatibilitas matriks struktur sebagai berikut:

U1\
v
Us
Uy
Us
Ug/

{Vl} [0.6 08 0 0 —-06 -08

Sistem Dasar Sistem Referensi Lokal Sistem Referensi Global

Gambar 4.23 Contoh 4.2 (Lanjutan).

Dengan menerapkan prosedur yang sama pada batang 2 dan 3, diperoleh persamaan
kompatibilitas matriks untuk keseluruhan rangka batang sebagai berikut:
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Uy
U,
Vi 06 08 0 0 -06 —08]|y,
Vot =|-06 08 0.6 —08 0 0 U3
Vs 0 0 1 0 -1 0 U‘*
5
Us
atau dalam format ringkas sebagai:
U
V=AU atau V= [Apree:Aconser] {U free }
constr

Matriks A adalah matriks kompatibilitas struktur yang menghubungkan deformasi elemen V
dengan perpindahan buhul U. Dapat diamati bahwa matriks kompatibilitas ini merupakan
transpose dari matriks keseimbangan B pada struktur yang sama (Contoh 3.2).

Pada contoh ini, tidak ada penurunan tumpuan (U.,nstr = 0). Oleh karena itu,

Uy
Us
4.7 PERAKITAN OTOMATIS PERSAMAAN KOMPATIBILITAS
Pada bagian-bagian sebelumnya, persamaan kompatibilitas matriks dari suatu struktur

persamaan kompatibilitas matriks direduksi menjadi:

Vi 06 08 0
V=Viee = ArreeUpree atau Vot =|-06 08 0.6
Vs 0 0 1

telah disusun dengan cara berikut: deformasi dasar v dari setiap elemen pertama-tama
dinyatakan dalam bentuk perpindahan ujung elemen lokal U, kemudian perpindahan ujung
elemen lokal U ditransformasikan ke perpindahan ujung elemen global U menggunakan
matriks rotasi, dan akhirnya mempertimbangkan konektivitas seluruh elemen secara kolektif.
Proses penyusunan persamaan kompatibilitas yang disebutkan di atas dapat menjadi sangat
rumit pada sistem struktur yang besar.

Pada bagian ini, disajikan pendekatan sistematis untuk merakit persamaan
kompatibilitas struktur. Sangatlah wajar untuk memperluas pendekatan ini ke perakitan
persamaan kompatibilitas berbasis komputer. Untuk mendemonstrasikan pendekatan
perakitan otomatis, struktur portal pada Contoh 4.1 ditinjau kembali. Dari sudut pandang
setiap elemen, setiap perpindahan ujung pada derajat kebebasan elemen hanya berasosiasi
dengan satu derajat kebebasan struktur. Korespondensi satu-ke-satu ini diwakili oleh vektor
pemetaan sebagaimana dibahas pada Bab 1. Perlu diulangi bahwa vektor pemetaan untuk
elemen 1, 2, dan 3 adalah:
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7 1 1 1 10 1

6] (2] (o] [e] (u] [

9 3 3 3 12 3

1 14 4 ~ 4 4 =13 (4.78)
2 5 5 5 5 5

3 struktur 6 elemen 1 6 struktur 6 elemen 2 6 struktur 6 elemen 3

Berdasarkan vektor pemetaan setiap anggota, matriks pemetaannya disusun sebagai berikut:

Anggota 1:

Uy

U,
v Us
U(1)000000100000U4
2(1)000000010000U5
U7 o oo 0000 010 0 0])Us 1) _ (1)
<Uil)>—100000000000<U7}atauU—GU(4.79)
W l010000000000JU8
Us 001000000 TO0TO0 ol
U Uio

U11

Uiz
Anggota 2:

Uy

U,
Ul(Z)W U3
U(2)100000000000U4
2(2)010000000000U5
U oo 1.0 0 0 0 0 0 0 0 0f)JUs @ _ @)
<U‘£2)>—000100000000<U7>atauU—GU(4.80)
@»| (000001000000 0f|Us
Us 0000O0T1U0UO0TO0TG OO0 ol
LUéZ)J Uso

U11

Uy,
Anggota 3:
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Uz

U,
rU1(3) Us
U(3)000000000100U4
U2(3)000000000010U5
3 L_]10 000 OO OOO0OO0 1)U G3) _ ~3)
<Ui3)>—000100000000<U7}atauU—GU(4.81)
| (0000 1000O0O0O0 0]|Us
Us 0000071000 TO0TO0 ol
u® Uso

U11

Uy,

Merujuk pada Persamaan (3/3.54), dapat diamati bahwa matriks pemetaan kompatibilitas GW

merupakan transpose dari matriks pemetaan keseimbangan H® yang dibahas pada Bab 3.

T T T
GO =HW; & =H®; dan G® =H® (4.82)
Dimana

0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 O

00 0 0 1 0 01 0 00O 0 0 00 0O

00 0 0 01 001 00O 0 0 00 0O

00 0 0 O0 O 00 01 0O0 0 001 0O

00 0 0 O0 O 00 0 0 1O 0 00 010

w_]0 000 0 0] gxn_|000o001 @_]0 0000 1
H 10 0 0 0 Of H 0 00 0 0 oOf dan H 0 000 0O (4.83)

01 0 0 0O 0 0 0 0 0 O 0 000 0O

0 01 0 0O 0 0 0 0 0 O 0 000 0O

0 0 0 0 O0 O 0 0 0 0 0O 10 0 0 0O

0 0 0 0 O0 O 00 0 0 0 O 010 0 0O

10 0 0 0 0 o '0 0 0 0 0 o ‘0 01 0 0 o

Berdasarkan persamaan kompatibilitas elemen (4.52), deformasi dasar elemen dinyatakan
dalam bentuk perpindahan ujung elemen pada sistem acuan global sebagai berikut:

v = ag)U(l):EIemen 1 (4.84)
v® = a,(gz)U(Z):EIemen 2 (4.85)
v = af;')U@):EIemen 3 (4.86)

Perlu dicatat bahwa relasi kompatibilitas ini mengekspresikan deformasi dasar elemen (v,
v®, dan v®) dalam bentuk variabel elemen (U, U®, dan U®)). Untuk mengekspresikan
deformasi dasar elemen dalam bentuk variabel struktur U, kita mensubstitusikan Pers. (4.79),
(4.80), dan (4.81) berturut-turut ke dalam Pers. (4.84), (4.85), dan (4.86). Hal ini menghasilkan
ekspresi berikut:
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v =alPcWy (4.87)
v® = a?Pc@y (4.88)
v® = a®c®y (4.89)

Hubungan kompatibilitas struktur diperoleh dengan mengumpulkan deformasi dasar dari
seluruh elemen ke dalam satu vektor V sebagai berikut:

ag)G(l)

(1

\'4

{V(Z)Iz a(BZ)G(Z) U atau V=AU (4.90)
v® a1(33)G(3)

Karena matriks pemetaan kompatibilitas adalah matriks Boolean, tidak perlu
mengeksekusi perkalian agG secara eksplisit. Sebagai alternatif, suku-suku dalam matriks ag
dapat dimasukkan ke dalam matriks A mengikuti indeks kolom. Hal ini menjadi jelas dengan

mengalikan matriks ag) dengan kolom pertama dari matriks G, perlu dicatat bahwa hasil
dari operasi ini adalah bagian dari kolom pertama matriks A. Hal ini menyiratkan bahwa kolom

keempat dari matriks ag) akan mengisi kolom pertama dari matriks A seperti yang ditunjukkan
pada Gambar 4.24. Kolom-kolom lainnya dari matriks ag) dipetakan ke dalam matriks A

dengan cara yang serupa; kolom kelima dari matriks ag) ke kolom kedua dari matriks A; kolom
keenam dari matriks ag) ke kolom ketiga dari matriks A, dan seterusnya. Setelah menerapkan
proses pemetaan ini pada elemen 1, tiga baris pertama dari matriks A diperoleh. Selanjutnya,
proses ini diulangi untuk sisa elemen lainnya. Jelas bahwa proses penetapan matriks
kompatibilitas struktur yang disebutkan di atas sangat cocok untuk diimplementasikan pada
komputer.
Contoh 4.3

Untuk struktur rangka pada Gambar 4.25, rumuskan hubungan kompatibilitas antara

seluruh derajat kebebasan perpindahan dan deformasi dasar struktur.

[0 0o o 1 o o]foio o0
, T 0,0 0
06 08 0106} 08 0] f i = 0.6
-0.16 0.12 1 1016 -0.12 0 o g = | 025 |
-0.16 0.12 0 '0.16|-0.12 1 ‘ i 0.16 °
: 01 0 ‘
~—  lszzoo — | A\
\“" 0:0 1 ’
‘dB '--H_ H_
Gl” A

Gambar 4.24 Representasi skematis dari hasil kali a(1)G(1).
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12m

M ]

Gambar 4.25 Contoh 4.3.
Penyelesaian: Sistem penomoran elemen, titik simpul, dan derajat kebebasan (DOF)

ditunjukkan pada Gambar 4.26a: Berdasarkan sistem penomoran DOF tersebut, vektor
pemetaan untuk setiap elemen adalah:

(7] f (
LM1={2}; LM2={?}i dan LM3:{
) l l

3| 3
Vi
Myw’ A
DA 2
10 7% _
(a) Sistem penomoran anggota, titik simpul, K .
dan Derajat Kebebasan (DK) (b) Sistem penomoran gaya-gaya anggota dasar (independen)

Gambar 4.26 Contoh 4.3 (Lanjutan).
Sistem penomoran deformasi dasar elemen ditunjukkan pada Gambar 4.26b. Perlu
dicatat bahwa deformasi dasar elemen diberi nomor sedemikian rupa sehingga kendala

ketidakmampuan untuk memanjang (inextensible) dan ketidakmampuan untuk melentur
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(inflexible) dapat diterapkan dengan mudah, sebagaimana akan ditunjukkan dalam Contoh 4.6.
Hubungan kompatibilitas untuk setiap elemen adalah:

UgY
(o,
Vs -08 —-06 0 0.8 06 0]y
Vit=|-0.06 008 1 0.06 —0.08 0 U8>;
v, —0.06 008 0 0.06 -0.08 1 U:
Ug/
(U,
Us
V; -08 06 0 08 —0.6 0],
Vst =10.06 008 1 —0.06 —0.08 0 <U6 :dan
Vo 006 008 0 —006 —008 1 U1
2
\Us
Uy
U
Ve 0 1 0 0 -1 0 UZ
Vse=100833 0 1 —-0.0833 0 0 U3 .
V, 0.0833 0 0 —0.0833 0 1 LUNI
11
-,

Demonstrasi perakitan otomatis matriks kompatibilitas struktural disajikan pada Gambar 4.27.

A
A A b
N Y | o,
(3 i il 0 O 0 068 1 v-008 i o )
) - i,
I o il 000 OnE 1 U008 O : 0 0 ) L]
. [
Member 2 4 I 53 [ { 0o 083 0
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Gambar 4.27 Contoh 4.3 (Lanjutan).

4.8 PENDEKATAN MASTER-SLAVE
Sejauh ini, kendala perpindahan yang diterapkan pada satu derajat kebebasan saja
yang telah dibahas. Sebagai contoh,
¢ Kendala perpindahan akibat kondisi tumpuan rangka pada Gambar 4.12.

U7 = O, U8 = O, U9 = 0, U10 = 0, U11 = 0, dan U12 =0 (491)
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e Perpindahan satuan yang diterapkan pada setiap derajat kebebasan bebas untuk
memperoleh moda deformasi yang bersesuaian dengan setiap kolom matriks
kompatibilitas struktural A (Contoh 4.1).

Uy=10;, = V,=06; V,=016; V3 =016; V,=—1; dan Vs=Vs=V,=Veg=Vo=0 (4.92)

Hal ini dikenal sebagai “pembatasan kebebasan tunggal” dan dapat diterapkan dengan mudah.
Lebih khusus lagi, kendala dalam Persamaan. (4.91) adalah batasan kebebasan tunggal yang
homogen, sedangkan pada Persamaan. (4.92) adalah batasan kebebasan tunggal yang tidak
homogen. Langkah maju selanjutnya dalam kecanggihan adalah apa yang disebut “kendala
multi-kebebasan”. Kendala jenis ini melibatkan lebih dari satu derajat kebebasan independen.
Batasan multi-kebebasan sering digunakan dalam analisis struktur rangka untuk
memperhitungkan efek tumpuan miring, tidak dapat diperpanjang, tidak fleksibelnya anggota
rangka, dll. Bentuk umum dari batasan multi-kebebasan dapat dinyatakan sebagai:

Y (Perpindahan Nodal) = Nilai yang Ditetapkan (4.93)

Bentuk umum ini disebut sebagai kendala "titik-tunggal"” (single-point) atau "simpul-tunggal”
(single-node) jika semua perpindahan nodal dalam argumen fungsi berada pada simpul yang
sama. Jika tidak, hal tersebut dikenal sebagai kendala "titik-banyak" (multi-point) atau "simpul-
banyak" (multi-node). Kendala disebut homogen jika, setelah memindahkan semua suku yang
bergantung pada perpindahan ke ruas kiri, suku "Nilai yang Ditetapkan" pada ruas kiri Pers.
(4.93) lenyap. Jika tidak, kendala tersebut dikenal sebagai nonhomogen. Lebih lanjut, jika
fungsi terkendala W pada Pers. (4.93) bersifat linier terhadap perpindahan nodal, kendala
tersebut disebut linier. Jika tidak, kendala tersebut dikenal sebagai nonlinier.
Contoh 4.4
Berikut ini adalah contoh-contoh kendala derajat kebebasan jamak (multi-freedom
constraints):

1. v+utana =0

2. Uy —Ug=0.2

3. (Xg—=X3)(U1p—Uy) + (Yg=Y3)(U;; —Us) =0

4, Ug—U;=0 dan (U,—U;)+4U3;=0

5. Xg+Uig—X3—Us)? + (Y1, +Us = Y3 = Us)* =0
Yang pertama adalah kendala titik-tunggal, linier, dan homogen serta bersesuaian dengan
kendala yang diberlakukan oleh tumpuan rol miring pada Gambar 1.6a. Yang kedua adalah
kendala titik-banyak, linier, dan nonhomogen. Kendala ini menyiratkan bahwa celah antara U;
dan Ug adalah 0,2. Yang ketiga adalah kendala titik-banyak, linier, dan homogen. Kendala ini
bersesuaian dengan sifat tidak dapat diregangkan dari elemen rangka di bawah asumsi
perpindahan kecil dan akan dibahas pada bagian selanjutnya. Yang keempat adalah kendala
titik-banyak, linier, dan homogen. Kendala-kendala ini bersesuaian dengan ketaktlenturan dari
elemen rangka di bawah asumsi perpindahan kecil dan akan dibahas pada bagian selanjutnya.
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Yang terakhir adalah kendala titik-banyak, nonlinier, dan homogen. Kendala ini bersesuaian
dengan sifat tidak dapat diregangkan dari elemen rangka di bawah asumsi perpindahan besar.
Jenis kendala seperti ini muncul dalam analisis struktur yang nonlinier secara geometri.

Secara umum, terdapat tiga pendekatan untuk menangani kendala multi-kebebasan
(multi-freedom constraints), yaitu (Felippa 1998):

1. Eliminasi Master-Slave: Pendekatan ini adalah yang paling langsung. Semua derajat
kebebasan perpindahan yang dinyatakan dalam setiap persamaan kendala
dikategorikan sebagai Master dan Slave. Derajat kebebasan slave dieliminasi secara
eksplisit dengan menyatakannya sebagai fungsi linier dari derajat kebebasan master.
Akibatnya, persamaan yang dimodifikasi hanya berisi derajat kebebasan master.

2. Augmentasi Penalti atau Fungsi Penalti: Dalam pendekatan ini, setiap kendala multi-
kebebasan direpresentasikan secara aproksimasi oleh perangkat penghubung elastis
fiktif. Penghubung fiktif ini menghubungkan semua derajat kebebasan perpindahan
yang muncul dalam persamaan kendala. Keakuratan kondisi terkendala dikendalikan
oleh bobot numerik dari perangkat penghubung tersebut. Kondisi terkendala yang
"eksak" diperoleh begitu bobot numerik mendekati tak hingga, menghasilkan
perangkat penghubung yang kaku tak hingga.

3. Adjungsi Pengali Lagrange: Dalam pendekatan ini, setiap kendala multi-kebebasan
direpresentasikan oleh variabel tak diketahui tambahan yang dimasukkan ke dalam
persamaan matriks kekakuan. Variabel tak diketahui ini disebut Pengali Lagrange A.
Interpretasi fisik dari Pengali Lagrange adalah gaya terkendala yang menegakkan
kondisi terkendala secara eksak jika diterapkan pada sistem yang tidak terkendala.
Bukti yang ketat dari pendekatan ini dilakukan dengan kalkulus variasi (Felippa).

Kelebihan dan kekurangan dari ketiga pendekatan untuk menangani kendala derajat
kebebasan jamak ini dapat ditemukan pada sumber lain (Felippa). Namun, dalam buku teks
ini, hanya pendekatan master-slave yang dibahas karena kesederhanaan dan sifatnya yang
lugas.

—* —* 2 R 3 — A
[ - = u >
1 2 3 4

L/3 L/3 L/3

Gambar 4.28 Susunan Seri Elemen Rangka Batang.

Pendekatan Master-Slave

Dalam pendekatan master-slave, satu derajat kebebasan perpindahan dipilih sebagai
slave untuk setiap kendala multi-kebebasan. Sisa derajat kebebasan perpindahan dalam
kendala tersebut dinamakan master. Faktanya, slave dan master masing-masing menyiratkan
ketergantungan dan kebebasan. Akibatnya, kumpulan perpindahan nodal yang baru U
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diperoleh dengan mengeliminasi semua derajat kebebasan perpindahan slave dari U.
Persamaan transformasi matriks yang menghubungkan U dengan U dituliskan sebagai:

U=A.0 (4.94)

di mana A, adalah matriks transformasi yang memperhitungkan kendala derajat kebebasan
jamak. Untuk mengilustrasikan konsep eliminasi master-slave, struktur rangka batang yang
ditunjukkan pada Gambar 4.28 digunakan sebagai contoh. Rangka batang ini terdiri dari tiga
batang yang dihubungkan oleh empat titik simpul yang hanya dapat bergerak translasi
sepanjang sumbu-x. Terdapat empat derajat kebebasan perpindahan pada struktur ini, yaitu:

U = lUl UZ U3 U4,JT (495)
Gaya simpul yang terkait dengannya adalah:
P = lPl PZ P3 P4JT (496)

Tinjau rangka batang ini yang dikenai kendala derajat kebebasan majemuk yang menyatakan
bahwa titik simpul 2 dan 4 mengalami translasi dengan besaran yang sama:

Uz - U4 = O - U4 = U2 (497)

Kondisi terkendala ini dapat divisualisasikan sebagai simpul 2 dan 4 yang dihubungkan oleh
sebuah penghubung kaku (rigid link) karena keduanya dipaksa untuk bergerak bersama-sama.
Dari Pers. (4.97), U, dan U, berturut-turut dipilih sebagai slave dan master. Akibatnya,
kumpulan perpindahan nodal yang baru U adalah:

~ ~ ~ ~ 1T

U=|0, U, U] =U; U, Usl” (4.98)
U.P U,,P, U,,P,

e 1 — 2 —_— 3 X
| i B M| >
1 2 3 4
L/3 | L/3 L/3
|

Gambar 4.29 Struktur yang direduksi akibat kendala derajat kebebasan jamak dari Pers.
(4.97).

Persamaan transformasi matriks yang menghubungkan U dengan U dituliskan sebagai berikut:
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Uy

1.0 0]g,
U _[o 1 0])~ _ ~
u; (= lo o 1 qz atau U=A.U (4.99)
U, 0 1 o]\Us

Kini, jumlah derajat kebebasan perpindahan berkurang menjadi 3 sebagaimana ditunjukkan
pada Gambar 4.29. Berdasarkan hubungan kontragradien antara sistem statis dan sistem
kinematis, persamaan transformasi matriks yang menghubungkan P dengan P adalah:

Py 1o o opfp )
Bp=10 1 0 1 PZ atau P=ATP=B.P (4.100)
p,) lo o 1 ol;

4

Tinjau rangka batang pada Gambar 4.28 yang dikenai kendala derajat kebebasan majemuk
berikut:

2 1
1 2

Kondisi terkendala ini dapat divisualisasikan sebagai semua simpul struktur yang dipaksa untuk
bergeser secara linier. Dari Pers. (4.101), U, dipilih sebagai slave sementara U; dan U, dipilih
sebagai master. Demikian pula, dari Pers. (4.102), U; dipilih sebagai slave sementara U; dan
U, dipilih sebagai master. Akibatnya, kumpulan perpindahan nodal yang baru U adalah:

U=0, 0, =\u; U, (4.103)
U,.p U, P,
* —.'
1 , 4

Gambar 4.30 Struktur yang direduksi akibat kendala derajat kebebasan jamak dari
Persamaan (4.101) dan (4.102).

Persamaan transformasi matriks yang menghubungkan U dengan U dituliskan sebagai berikut:
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_1 0_
U (2 1
U _|3 3|[0: A
U, (=11 2 {02 atau U=A.U (4.104)
Uy 3 3
0 1.

Sekarang, jumlah derajat kebebasan perpindahan direduksi menjadi 2 seperti yang
ditunjukkan pada Gambar 4.30. Dari hubungan kontragradien antara sistem statika dan
kinematika, persamaan transformasi matriks yang menghubungkan P dengan P adalah:

2L (B
Pl_|” 33 Pl stau P=ATP=B.P  (4105)
PZ O l E 1 P3

3 3 Py

Contoh 4.5

Struktur rangka batang pada Contoh 4.2 dikenai tumpuan rol miring seperti yang ditunjukkan
pada Gambar 4.31. Anda diminta untuk menyusun persamaan kompatibilitas matriks yang
memperhitungkan kendala akibat tumpuan rol miring tersebut.

8m Y

| 6 m _ 0 m

Gambar 4.31 Contoh 4.5.

Penyelesaian: Sistem penomoran derajat kebebasan (DOF) tanpa kendala ditunjukkan pada
Gambar 4.32a. Kendala akibat tumpuan rol miring tersebut adalah:

1
U4_ =ﬁU3

Dengan memilih U, sebagai slave dan U; sebagai master, sistem penomoran derajat
kebebasan (DOFs) yang terkendala ditunjukkan pada Gambar 4.32b. Persamaan transformasi
matriks yang menghubungkan U (Gambar 4.32a) dengan U (Gambar 4.32b) dituliskan sebagai:
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Uy L0 0 00 i
(U 01 0 o offU
Uz 00 1 0 0|V i
U4}= 0 0 i 0 0 L~I3 atau U=A_.U (a)
Us V3 U,
v.) |00 0 1 0]lg,

0 0 0 0 1

(a) Derajat Kebebasan Tak Terkendala (b) Derajat Kebebasan Terkendala

Gambar 4.32 Contoh 4.5 (Lanjutan).

Berdasarkan Contoh 4.2, diingat kembali bahwa persamaan kompatibilitas struktural tanpa
adanya kondisi kendala adalah:

v
2

Substitusi Persamaan (a) ke dalam (b) menghasilkan persamaan kompatibilitas matriks untuk

(U]_\

06 08 0 0 —06 —08]|,
—-06 08 06 —-08 0 0 |<,®} atau V=AU (b)
0 0 1 0 -1 0

Us

\Uyg/

struktur rangka batang dengan tumpuan rol miring:

Uy
Vi 0.6 0.8 0 —-0.6 —0.8 L~’2 o
Vot =1-06 08 0.1381 0 0 U,p atau V=AAU=A0
V3 0 0 1 -1 o l]|g,

Us

Ketentuan dukungannya adalah:

U,=0 dan Us=0
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Oleh karena itu, persamaan kompatibilitas matriks disederhanakan menjadi:

v
2

4.9 KENDALA KETIDAKMAMPUAN MEMANJANG DAN KETIDAKLENTURAN
Tanpa adanya kendala, relatif mudah untuk menentukan jumlah derajat kebebasan

06 0.8 0 1[1
—0.6 0.8 0.1381|{0,; atau Viee = AgecU
0 0 1 i,

independen dari suatu struktur rangka. Hal ini mungkin tidak berlaku jika terdapat kendala di
antara derajat kebebasan perpindahan yang independen. Dalam analisis struktur rangka,
kendala umum yang diterapkan pada model rangka dapat timbul akibat:

e Kondisi tumpuan miring

¢ Sifat tidak dapat memanjang (inextensibility) dari elemen struktur

o Sifat tidak lentur (inflexibility) dari elemen struktur

¢ Diafragma lantai kaku pada model struktur 3D

e Zona ujung kaku (rigid-end zones)
Pada bagian sebelumnya, telah dibahas masalah kendala akibat kondisi tumpuan miring
menggunakan pendekatan master-slave. Pada bagian ini, dibahas pendekatan master-slave
untuk kendala derajat kebebasan jamak yang berkaitan dengan sifat tidak dapat memanjang
dan tidak lentur dari elemen struktur. Kondisi kendala akibat zona ujung kaku akan dibahas
pada bab selanjutnya. Dalam analisis struktur rangka pada umumnya, jumlah derajat
kebebasan independen dapat dikurangi dengan mengasumsikan bahwa kekakuan aksial
elemen rangka relatif besar dibandingkan dengan kekakuan lenturnya.

Akibatnya, elemen rangka dapat dianggap kaku secara aksial, sehingga deformasi
aksialnya diabaikan. Secara umum, setiap elemen yang kaku secara aksial memberikan satu
kendala independen di antara derajat kebebasan perpindahan. Dengan kata lain, jumlah
derajat kebebasan struktural independen berkurang sebanyak jumlah elemen yang tidak dapat
memanjang (inextensible) yang terdapat dalam model struktur tersebut. Untuk memahami
konsep kendala ketidakmampuan memanjang, tinjaulah rangka persegi panjang pada Gambar
4.33. Terdapat enam derajat kebebasan perpindahan independen (Gambar 4.33a) jika
deformasi aksial diperhitungkan. Jika semua elemen rangka dianggap tidak dapat memanjang,
maka kendala-kendala berikut akan diterapkan:

126



Analisis Matrix Kerangka Struktur Bangunan
Dr. Ir. Agus Wibowo, M.Kom, M.Si, MM

(a) dengan deformasi aksial (b) tanpa deformasi aksial

Gambar 4.33 Derajat Kebebasan Perpindahan untuk Rangka Persegi Panjang: (a) dengan
Deformasi Aksial; (b) tanpa Deformasi Aksial.

U2 - U8 = 0 - U2 == U8 == O (4’106)
)

U5 - U11 = O s U5 = U11 = O (4‘107)
Y

U4, - U1 = 0 - Ul = U4 (4‘108)

Dicatat bahwa tidak ada derajat kebebasan master pada Pers. (4.106) dan (4.107). Dari Pers.
(4.108), U, dipilih sebagai slave sementara U, dipilih sebagai master. Akibatnya, kumpulan
perpindahan nodal yang baru U didefinisikan sebagai:

(S

~ ~ ~ T

U=|0, U, Us| =|U, U;s Ugl" (4.109)
Oleh karena itu, jumlah derajat kebebasan perpindahan direduksi menjadi 6 — 3 = 3 seperti
yang ditunjukkan pada Gambar 4.33b. Persamaan transformasi matriks yang menghubungkan
U dengan U dituliskan sebagai:

Uy 1 0 0

U ~

i _fo v ol

s . -

v, (=1 o o l~]2 atau U=A.U (4.110)
Us 0 0 ofl\Us

U 0 0 1d

Dari hubungan kontragradien antara sistem statika dan kinematika, persamaan transformasi
matriks yang menghubungkan gaya nodal P dengan gaya nodal P adalah:
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o O O
oS R O
S O
o O O
- o O

P .
]< 31 atau P=B,P (4.111)

Hubungan pertama dari Pers. (4.111) dituliskan secara eksplisit sebagai:
P,=P +P (4.112)

Persamaan (4.112) menyiratkan bahwa persamaan kesetimbangan di sepanjang sumbu
referensi X dari simpul 1 dan 2 tidak dapat ditinjau secara independen. Hal ini berkaitan
dengan kendala tak-ekstensible (inextensible) yang dikenakan pada elemen 2, yang
memaksanya untuk bergeser sebagai benda kaku di sepanjang sumbu referensi X.

Cukup mudah untuk menerapkan kendala tak-ekstensible pada struktur rangka di
Gambar 4.33. Hal ini didasarkan pada fakta bahwa semua elemen penyusunnya berorientasi
di sepanjang sumbu referensi global X atau Y. Untuk rangka yang memiliki elemen miring,
kondisi ini mungkin tidak berlaku. Struktur rangka yang ditunjukkan pada Gambar 4.34
menjadi fokus perhatian. Dengan adanya deformasi aksial, terdapat 12 derajat kebebasan
bebas yang independen: 8 translasi dan 4 rotasi. Dengan asumsi bahwa semua rangka bersifat
tak-ekstensible, terdapat lima kendala independen, masing-masing dari setiap elemen tak-
ekstensible. Akibatnya, tanpa deformasi aksial, jumlah derajat kebebasan bebas yang
independen direduksi menjadi 12 — 5 = 7. Seperti yang telah disebutkan, relatif mudah untuk
menerapkan. Sebagaimana telah disebutkan, penerapan kendala ketidakmampuan untuk
memanjang pada elemen-elemen (elemen 1, 3, dan 5) yang berorientasi sejajar dengan sumbu
acuan global X atau Y relatif mudah dilakukan. Namun, untuk elemen miring (elemen 2 dan
4), diperlukan upaya lebih lanjut.

6 m

4m Sm 4m

Gambar 4.34 Rangka dengan Elemen Miring yang Memperhitungkan Deformasi Aksial.
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Gambar 4.35 Deskripsi Kinematis dari Elemen Rangka Umum k.

Untuk menurunkan ekspresi umum dari kendala tak-ekstensible (inextensible) untuk elemen
rangka (horizontal, vertikal, atau miring), elemen 2 dari rangka pada Gambar 4.34 diambil
sebagai rangka generik yang ditunjukkan pada Gambar 4.35. Panjang tak terdeformasi Ly dan
panjang terdeformasi L dari rangka generik k pada Gambar 4.35 didefinisikan sebagai:

Ly = / (AX)? + (AY)? (4.113)

2 2
L= \/ (ax + U —uP) + (ar + v - uP) (4.114)

Karena rangka dianggap tidak dapat bertambah panjang (tak-ekstensible), panjangnya
diasumsikan tetap konstan di bawah perpindahan ujung elemen U® . 0leh karena itu, kendala
tak-ekstensible dapat didefinisikan sebagai:

2 2
L' = J(AX + Uik) _ Ul(k)) + (AY + Us(k) _ Uz(k)) =L, = \/(AX)Z TORr?Z (4115)

Persamaan (4.115) disederhanakan menjadi:

2 2
Axy (U% —y® u —y® avy (Ul — y® u —y®
142 (—) + +2 (—) + -1 (4116)
Ly Ly Ly Ly Ly Ly

Persamaan (4.116) merepresentasikan kendala ketidakmampuan untuk memanjang

(inextensible constraint) yang "eksak" bagi elemen rangka. Kendala nonlinear yang melibatkan
banyak derajat kebebasan ini disebut "eksak" karena kinematika rangka direpresentasikan
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tanpa adanya aproksimasi. Oleh karena itu, kendala ini dapat diterapkan pada masalah
perpindahan besar. Namun, hal tersebut berada di luar cakupan buku teks ini karena
pembahasan hanya difokuskan pada kendala ketidakmampuan untuk memanjang yang telah
dilinearisasi untuk elemen rangka. Hal ini dapat dicapai dengan menjabarkan ekspresi di
bawah tanda akar pada Persamaan (4.116) ke dalam deret pangkat dan mengabaikan semua
suku nonlinear, sehingga menghasilkan:

ax(UP - v®) + ar (Ul - ui?) = o0 (4.117)

Persamaan (4.117) merepresentasikan kendala derajat kebebasan jamak yang telah
dilinearisasi akibat sifat tak-dapat-mulur (inextensibility) dari elemen rangka. Perlu dicatat
bahwa kendala tak-dapat-mulur ini hanya memengaruhi derajat kebebasan translasi.
Selanjutnya, berdasarkan Persamaan (4.117), kendala tak-dapat-mulur yang diterapkan pada
struktur rangka Gambar 4.34 dinyatakan sebagai berikut:

e Member 1: 6 (UZ - U14> =0=U,=0 (4.118)
0
L Member 5: 6 <U11 —_ U17> = O — Ull = 0 (4119)
0
« Member 2: 4(U,-U) +3 <U5 - U2> =0= U = %Ul —§U4 (4.120)
0
e Member 3: 5(U, —U,) + (0)(Usg—Us) =0 = U, =U, (4121)
e Member 4: 4(Uyo — U,) + (=3) (U11 - U8> = 0= Uy =U; — Uy
0
4 4
= U =3 Uy =3 Uso (4.122)

Dicatat bahwa tidak ada derajat kebebasan master pada Pers. (4.118) dan (4.119). Dari Pers.
(4.120), (4.121), dan (4.122), U;, Uy, dan U, dipilih sebagai master sedangkan Us, U, dan Ug
dipilih sebagai slave. Akibatnya, kumpulan perpindahan nodal bebas independen yang baru U
didefinisikan sebagai:

. ~ ~ ~ ~ ~ ~ T
U=lU1 U, Us U, Us Us U7J =|U; Uy Uy Uz Us U U12JT (4.123)

dan ditunjukkan pada Gambar 4.36.
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Gambar 4.36 Rangka dengan elemen miring tanpa memperhitungkan deformasi aksial.

Persamaan transformasi matriks yang menghubungkan U dengan U dituliskan sebagai:

1 0 0 0 0 0 O
(Uty o o 0 0 0 0 O
U, 0 0 0 1 0 0 0| _
Us 0 1 0 0 0 0 0f(Up
U, 4 4 0
- —— 0 0 0 0 0f]22
Zs 3 3 A
sl _[o o o o1 0 of; .
<U7>— 0 1 0 0 0 0 O<g4> atau U=A.U (4.124)
Ug 4 4 5
U, 0 3z -3 000 0f|g,
Uso o o o oo 1 oflg)
Uyq 0 0 1 0000
\w,) [0 0 0 10 0 0
0 0 0 0 0 0 1.

Dicatat bahwa setiap kolom dari matriks kendala A, merepresentasikan bentuk terdefleksi dari
rangka yang bersesuaian dengan kebebasan perpindahan master satuan yang dikenakan.
Sebagai contoh, bentuk terdefleksi dari rangka yang diasosiasikan dengan kebebasan
perpindahan master satuan yang dikenakan L73 = 1.0 ditunjukkan pada Gambar 4.37. Lebih
lanjut, jelas dari ketiga kendala linier pada Pers. (4.120), (4.121), dan (4.122) bahwa pilihan
kebebasan master tidaklah unik. Pilihan alternatif dari kebebasan master tersebut ada dan
ditunjukkan pada Gambar 4.38.
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N\

Gambar 4.37 Bentuk Terdefleksi Rangka akibat Kebebasan Perpindahan Master Satuan U; =
1.0.

Kondisi kendala menarik lainnya muncul akibat adanya elemen rangka kaku dalam model
struktural. Elemen rangka yang dianggap kaku adalah elemen yang memiliki kekakuan aksial
(EA) dan lentur (/E) yang sangat tinggi dibandingkan dengan elemen lain dalam model tersebut.
Kendala-kendala ini melibatkan derajat kebebasan translasi maupun rotasi dan dapat
diturunkan dengan meninjau deskripsi kinematik elemen rangka kaku yang diperlihatkan pada
Gambar 4.39. Kendala akibat rangka kaku tersebut adalah:

Uik) - Ul(k) = — (Lk cos¢p — Ly cos(¢ + U3(k)))
U = U = (~Lising + Ly sin(¢p + USF)) (4.125)
Uék) _ Usgk)

Persamaan (4.125) merepresentasikan kendala "eksak" untuk elemen rangka kaku. Kendala
nonlinear dengan derajat kebebasan jamak ini disebut "eksak" karena kinematika rangka
direpresentasikan tanpa adanya aproksimasi. Oleh karena itu, kendala ini dapat diterapkan
pada masalah perpindahan besar. Namun, hal tersebut berada di luar cakupan buku teks ini
karena pembahasan hanya difokuskan pada kendala yang telah dilinearisasi untuk elemen

rangka kaku. Hal ini dapat dicapai dengan menguraikan semua fungsi trigonometri dalam
Persamaan (4.125) dan menggunakan linearisasi berikut:

cos ng) ~1 dan sin U§k) ~ U§k) (4.126)
Dengan menyubstitusikan Pers. (4.126) ke dalam (4.125), diperoleh:

U — Ul =~y sinp)U{?; UlP — Ul = Ly cosp)UL; dan U =UP (4.127)
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Gambar 4.38 Pilihan Alternatif Derajat Kebebasan Utama.

Gambar 4.39 Deskripsi Kinematis Elemen Rangka Kaku.

Berikut adalah tiga kendala linear yang melibatkan banyak derajat kebebasan perpindahan
pada elemen rangka kaku. Secara umum, setiap elemen rangka kaku memberikan tiga kendala
independen di antara enam derajat kebebasan perpindahan. Akibatnya, setiap elemen rangka
kaku dalam model struktural mengurangi jumlah derajat kebebasan struktur tersebut
sebanyak tiga. Perlu dicatat bahwa kendala ketidakmampuan untuk memanjang (inextensible
constraint) pada Persamaan (4.117) dapat diturunkan dengan menggabungkan kendala
pertama dan kedua dari Persamaan (4.127) sebagai berikut:
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(v - u®)
m == ax(uP —u®) +ar(u -uP) =0 (4128)
5 2

Dimana

AX AY
—=cos¢p dan -—=sing (4.129)
Ly Ly

Sebuah rangka satu tingkat dengan atap kaku miring yang ditunjukkan pada Gambar 4.40
ditinjau. Tanpa adanya kendala derajat kebebasan jamak, terdapat enam derajat kebebasan
sebagaimana ditunjukkan pada Gambar 4.41a. Kondisi kendala akibat atap kaku miring

tersebut adalah:
U4, = U1 - 4‘U3, U5 = UZ + 8U3, dan U6 = U3 (4‘130)

Ui, Uy, dan U; dipilih sebagai master sedangkan U,, Us, dan Ug dipilih sebagai slave.
Akibatnya, kumpulan perpindahan nodal bebas independen yang baru U didefinisikan sebagai:

O=0, 0, 0,]' =lv, U, U, (4.131)

&m

4dm

& m

Gambar 4.40 Portal Satu Lantai dengan Atap Kaku Miring.
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N

N R&

(a) tanpa kekangan multi-kebebasan (b) dengan kekangan multi-kebebasan dari Pers. (4.130)

Gambar 4.41 Sistem Derajat Kebebasan: dengan dan tanpa kendala multi-kebebasan.

dan ditunjukkan pada Gambar 4.41b. Persamaan transformasi matriks yang menghubungkan
U dengan U dituliskan sebagai:

(Uny 1 0 07
| Uz 01 0y
Us 00 1)~ i
{ U, > = 1 0 —4 L~12 atau U=A.U (4.132)
LUS 0 1 8 U3
Ug/ 0O 0 1

Berdasarkan hubungan kontragradien antara sistem statis dan sistem kinematis, persamaan

transformasi matriks yang menghubungkan gaya-gaya nodal P dengan gaya-gaya nodal P
adalah:

P;Y
5 P
Py m oo 1 0 0]|p )
Py=10 1. 0 0 1 0 P3> atau P=ATP=B.P (4.133)
B, 00 1 -4 8 1|}
5
Pg/
Secara eksplisit,
P,=P +P; P,=P,+P;; dan P;=P;—4P, +8P;+ P (4.134)

Sangat menarik untuk diamati dari Pers. (4.134) bahwa gaya-gaya nodal P hanyalah gaya
ekuivalen dari gaya-gaya nodal P yang dikenai kendala statis. Akibatnya, matriks B, dikenal
sebagai "matriks kendala statis".
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U,
<y
3 1 2
Us Ul
2 5
3 3 3
(a) Sistem Tak-Terkekang (b) Sistem Inextensibel (c) Sistem Inextensibel + Inflexibel

Gambar 4.42 Contoh 4.6.

Contoh 4.6
Untuk struktur rangka pada Contoh 4.3 yang ditunjukkan pada Gambar 4.42a, Anda
diminta untuk menyusun hubungan kompatibilitas geometris antara deformasi elemen dasar
Viree dan derajat kebebasan perpindahan bebas independen pada kondisi berikut.
a) Semua elemen bersifat tak-dapat-diperpanjang (Gambar 4.42b).
b) Elemen 1 dan 3 bersifat tak-dapat-diperpanjang, sedangkan elemen 2 dianggap
sebagai elemen kaku (Gambar 4.42c).
Penyelesaian: Berdasarkan Contoh 4.3, persamaan kompatibilitas matriks yang terkait dengan
derajat kebebasan perpindahan bebas adalah:

0.06 —0.08 0.08

0 0 0 1y
v, 0 0 0 006 —008 1 008 Off,
Vs 00833 0 1 O 0o 0 0o of|,
Va 00833 0 0 O 0 0 0 0 U3
Veree = ApreeUsree atau {Vsp=|[ 0 0 0 08 06 0 —06 0 U‘* (a)
A 0 1 0 0 0 0 0 0 U5
v, 0.8 —-06 0 —-08 06 0 0 0 U"’
Ve —0.06 —-0.08 0 006 008 1 0 O U7
Vo) Ll—006 —-008 1 006 008 0 o0 ol 8

Kondisi (a): Semua batang bersifat tak-dapat-mulur

Kendala tak regang (inextensible constraint) untuk setiap elemen dipertimbangkan
seperti yang ditunjukkan pada Gambar 4.43: Berdasarkan kondisi kendala tak regang dari
elemen 1, 2, dan 3, Uy, U,, Ug, Ug, dan U; dipilih sebagai kebebasan master:

U,=U0; U, =20, Ug=>Us; Ug=>0,; dan Us;=Us

dan U,, Us, dan U, sebagai kebebasan slave. Sistem penomoran DOF terkendala yang
dihasilkan ditunjukkan pada Gambar 4.42b.
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%

—_—

1

U71 » [b&—gzj(x)%us—un(ﬁ)=0

Sl U,=0 ‘ ‘
8U, +6U; —6U, =0 = U, =0 U,=0
(a) Anggota 1 ) (b) Anggota 3

I o,

—

o (vx—m)(s){g;—usj(—e>=o
: T U, ‘

0
8U, -8U, +6U, =0

(c) Anggota 2

Gambar 4.43 Contoh 4.6 (Lanjutan).

Hubungan kinematik yang bersesuaian dengan kendala tak-dapat-mulur dituliskan dalam
bentuk matriks sebagai berikut:

(U1 1 0 0 0 O
U, 0 o o 0 of(0,)
Us 0 0 0 0 1f|g,
Ufree =AU atau {Z:>= _2/3 4}3 8 8 8<L:]3> (b)
U 0 0 0 1 0l|0,
U, -4/3 8/3 0 0 0|7,
\Wg) L o 0 1 0 o

Mensubstitusikan hubungan kinematik Persamaan (b) ke dalam hubungan kompatibilitas
Persamaan (a) menghasilkan:

Vi 0 0167 1 0 O
Vv, 0 0.167 0 1 0| f
V3 00833 0 0 0 1|[:t
. Vo |00833 0 0 0 offY
Viree = AfreeAcU = AgreeU  atau Vs = 0 0 0 0 O 4(73> ()
A 0 0 0 0 0|s
v, 0 0 0 0 of].*
Vg —0.167 0167 0 1 o0f\Us/
Vo) Ll-0167 0167 0 0 14
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Gambar 4.44 Contoh 4.6 (Lanjutan).

Secara jelas, deformasi elemen dasar Vs, Vi, dan V, bernilai nol akibat kendala tak regang
(inextensible constraints).

Kondisi (b): Elemen 1 dan 3 bersifat tak regang (inextensible) sedangkan elemen 2 dianggap
sebagai elemen kaku (rigid member)

Ketidakfleksibelan (inflexibility) elemen 2 dipertimbangkan seperti yang ditunjukkan pada

Gambar 4.44. l:]1, l:]2, dan l:]3 dipilih sebagai kebebasan master:

ﬁl = ﬁl’ ﬁz = ﬁz, dan U3 = ﬁ3

dan l:]4 serta l:15 dipilih sebagai kebebasan slave. Sistem penomoran DOF terkendala yang
dihasilkan ditunjukkan pada Gambar 4.42c. Akibatnya, hubungan kinematis yang dihasilkan
adalah:

Uy 1 0 0],=
~ . U, 0 1 0 ({1
U=A.U atau {f,p=]|0 0 1Kg, (d)
i 1/6 —1/6 0|«
4 1/6 -1/6 0] \Us
\Us/

Akibatnya, hubungan kinematik yang bersesuaian dengan kendala tak-dapat-mulur (elemen 1
dan 2) dan tak-dapat-melentur (elemen 3) dituliskan dalam bentuk matriks sebagai berikut:

Un 1 1 0 0
U, 0 0o o] _
Us 1/6 —1/6 0| (g,
Urree =AAU=A.U atau <Z‘5*>= _2/3 4}3 g 0, (e)
U 1/6 -1/6 0f\7,
U, -4/3 8/3 0
U/ Lo 0 1

Mensubstitusikan hubungan kinematik dari Persamaan (e) ke dalam hubungan kompatibilitas
dari Persamaan (a) menghasilkan:

138



Analisis Matrix Kerangka Struktur Bangunan
Dr. Ir. Agus Wibowo, M.Kom, M.Si, MM

(V1 -0 0.167 17
£ 0.167 0 0
V3 0.25 —0.167 0] ,z

. s V| o083 o of|U

Viree = ApreeAcU = ApreeU  atau o Vs p = 0 0 0 ﬁz 6D,

V6 0 0 0 =z
v, 0 0o o] \Us
Vg 0 0 0
/A 0 0 0.

Teramati bahwa deformasi elemen dasar yang terkait dengan deformasi aksial seluruh elemen
serta deformasi lentur elemen 2 bernilai nol. Hal ini sesuai dengan kendala ketidakmampuan
untuk memanjang (inextensible) dan kekakuan terhadap lentur (inflexible) yang diterapkan
pada rangka ini.
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BAB 5
PENERAPAN PRINSIP KERJA MAYA

5.1  TIGA PERSYARATAN DASAR DALAM MENGANALISIS STRUKTUR

Sebagaimana disebutkan dalam Bab 1, terdapat tiga persyaratan dasar yang harus
dipenuhi dalam menganalisis struktur apa pun, yaitu kesetimbangan, kompatibilitas, dan
hubungan konstitutif. Pada Bab 3, persamaan kesetimbangan dibahas secara khusus untuk
memastikan bahwa struktur beserta setiap elemen penyusunnya berada dalam keadaan
setimbang dan bahwa syarat batas gaya (alami) juga terpenuhi. Pada Bab 4, pembahasan rinci
mengenai persamaan kompatibilitas geometris disajikan untuk memastikan bahwa deformasi
bersifat kontinu di seluruh struktur dan bahwa syarat batas geometris (esensial) juga
terpenuhi. Pembahasan mengenai hubungan konstitutif (hubungan kekakuan dan fleksibilitas)
akan ditunda hingga bab-bab selanjutnya dengan memanfaatkan prinsip kerja maya, yang
merupakan topik utama bab ini.

Bab ini menyajikan pembahasan dasar mengenai prinsip kerja maya. Penurunan
matematis dari prinsip-prinsip ini dapat ditemukan dalam buku-buku teks mengenai kalkulus
variasi. Sebagaimana terlihat pada Bab 3 dan 4, terdapat hubungan "misterius" antara
persamaan kesetimbangan dan persamaan kompatibilitas pada elemen maupun struktur.
Hingga saat ini, belum ada penurunan formal yang disajikan untuk hubungan kontragradien
tersebut. Dengan menggunakan prinsip kerja maya, hubungan-hubungan ini dapat dibuktikan
secara rasional.

Secara umum, prinsip kerja maya dapat diklasifikasikan ke dalam dua kategori berbeda,
yaitu prinsip perpindahan maya dan prinsip gaya maya. Prinsip pertama menggunakan kondisi
kesetimbangan dalam menyusun hubungan sistem, sedangkan prinsip kedua menggunakan
kondisi kompatibilitas dalam merumuskan persamaan sistem. Pada kedua prinsip tersebut,
semua persyaratan dasar harus dipenuhi, namun pada tahapan yang berbeda. Mahasiswa
yang telah mengambil mata kuliah dasar analisis struktur tentu pernah menjumpai prinsip
kerja maya dalam berbagai bentuknya. Perlu diingat kembali dari mata kuliah dasar analisis
struktur bahwa metode slope-deflection, metode distribusi momen, metode perpindahan
semu (satuan), dan teorema pertama Castigliano berasal dari prinsip perpindahan maya. Di
sisi lain, metode perpindahan konsisten, metode kerja minimum, metode beban semu
(satuan), metode tiga momen, dan teorema kedua Castigliano semuanya berasal dari prinsip
gaya maya.

Penemuan prinsip kerja maya bermula dari bidang mekanika klasik. Secara umum,
terdapat dua jalur pengembangan dalam mekanika klasik. Salah satu jalur yang dikenal sebagai
"Mekanika Vektor" mengikuti hukum gerak Newton (F = ma). Jalur lainnya dikenal sebagai
"Prinsip Kerja Maya" atau "Mekanika Skalar". Asal-usul prinsip ini kemungkinan besar sudah
ada sejak zaman Aristoteles. Dalam bentuk dasarnya, prinsip ini sudah diketahui oleh da Vinci.
Galileo juga mencermati prinsip ini sebagai hukum umum yang dapat diterapkan pada pesawat
sederhana (misalnya tuas, katrol). Namun, Johann Bernoulli-lah yang memberikan rumusan
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umum bagi prinsip kerja maya sehingga dapat diterapkan pada hampir semua sistem mekanis.
la mencetuskan prinsip perpindahan maya dalam suratnya yang terkenal (tertanggal 26 Januari
1717) kepada Varignon. Kontributor utama dalam perumusan matematis prinsip kerja maya
adalah Lagrange melalui karya tulisnya yang termasyhur, Mécanique analytique (Lagrange,
1788). Dalam kata pengantar karya tersebut, Lagrange menyatakan bahwa:

"Tidak ada gambar dalam bukunya karena metode yang ia gunakan tidak
memerlukan pertimbangan geometris atau mekanis, melainkan hanya operasi
aljabar yang harus mengikuti urutan tertentu."

Berkat karya Lagrange, d’Alembert, dan Hamilton, prinsip kerja maya diperluas cakupannya
hingga ke ranah kinetika, yang kemudian menghasilkan persamaan Lagrange-Hamilton yang
terkenal.

5.2 PARTIKEL DAN BENDA TEGAR

Penurunan prinsip perpindahan maya pertama-tama dimulai dengan sebuah partikel
kaku tunggal. Partikel A pada Gambar 5.1 dikenai suatu sistem gaya (P4, Py, ..., P;, ..., B,) yang
berada dalam keseimbangan. Oleh karena itu, persamaan keseimbangan gaya dapat
dinyatakan sebagai:

~.

n
P— z P.=0 (5.1)
i=1

L

Misalkan kondisi keseimbangan partikel A diganggu oleh vektor perpindahan infinitesimal dan
sembarang 6u dalam arah tertentu 0’0 seperti yang ditunjukkan pada Gambar 5.2, yaitu
secara maya dipindahkan dari konfigurasi awal ke konfigurasi berpindah. Perpindahan imajiner
seperti ini disebut sebagai perpindahan "maya". Perlu diperhatikan bahwa perpindahan maya
&u sepenuhnya bersifat fiktif dan tidak berhubungan dengan perpindahan nyata partikel yang
mungkin terjadi akibat pengaruh gaya-gaya nyata. Persyaratan bahwa perpindahan maya
bersifat infinitesimal diterapkan agar arah gaya-gaya yang bekerja selama pergerakan maya
dianggap tidak berubah. Dengan kata lain, persamaan keseimbangan diambil terhadap
konfigurasi awal. Jika perpindahan maya bersifat hingga, pertimbangan yang sesuai harus
diperhitungkan dalam deskripsi kerja maya. Keadaan ini dijumpai pada masalah perpindahan
besar.

Gambar 5.1 Partikel yang Mengalami Sistem Gaya.
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posisi tak berpindah
Gambar 5.2 Definisi Kerja Virtual.

Kerja yang dilakukan oleh gaya-gaya nyata pada perpindahan maya dikenal sebagai
kerja maya SW atau, lebih tepatnya, sebagai kerja maya luar §W,,;. Kerja maya luar
didefinisikan sebagai penjumlahan dari perkalian skalar antara perpindahan maya 8u dan

seluruh gaya luar yang bekerja P:

n

n
SWepe = 6U - (Z l_’)l> = dug,oPycos 0y + -+ Sug,pB, cos b, = Sugp (Z P; cos 6i> (5.2)

i=1 =1

di mana 6; menyatakan sudut antara garis kerja gaya ﬁi dan arah perpindahan maya (0'0).
Perlu dijelaskan mengapa tidak ada faktor 1/2 dalam ekspresi kerja maya. Hal ini disebabkan

oleh asumsi bahwa selama perpindahan maya, gaya Fl- bekerja pada nilainya yang konstan. Hal
ini menjadi jelas ketika kurva beban-perpindahan dari gaya P; digambarkan seperti yang
ditunjukkan pada Gambar 5.3. Dari kurva respons tersebut, seiring gaya P; ditingkatkan secara
bertahap dari kondisi awal (Titik O), perpindahan yang bersesuaian u; juga meningkat hingga
kondisi keseimbangan tercapai di Titik E. Total kerja maya yang dihasilkan akibat terganggunya
kondisi keseimbangan ini oleh perpindahan maya éu; didefinisikan sebagai:

Moyt = Wy + 62 Wey, + -+ + istilah tingkat tinggi

5.3
= P,6u; + 62W,,; + - + istilah tingkat tinggi :3)
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Gambar 5.3 Definisi Kerja Virtual Eksternal W,;.

Secara matematis, §W,,; dikenal sebagai variasi pertama dari fungsi (atau secara umum
fungsional) W,,.; 6°W,,, sebagai variasi kedua dari fungsi W,,;; dan seterusnya. Dengan
mengasumsikan bahwa 6P; dan du; bersifat infinitesimal, total kerja maya dapat didekati
secara memadai sebagai:

AWext =~ 6Wext == Pi6ui (54)

Namun, untuk sistem nonlinier (misalnya struktur geometris nonlinier), suku selain variasi
pertama harus tetap dipertahankan dalam memperhitungkan total kerja maya AW,,,. Pada
ruas kanan Pers. (5.2), suku di dalam kurung bernilai nol akibat kondisi keseimbangan gaya
(5.1). Akibatnya, diperoleh bahwa:

SW = W,y = 0 (5.5)

Ini adalah persamaan untuk prinsip perpindahan maya yang dapat dinyatakan secara verbal
sebagai berikut:

Jika suatu partikel berada dalam keadaan setimbang di bawah pengaruh
sistem gaya riil, total usaha yang dilakukan oleh gaya-gaya riil tersebut selama
perpindahan maya sembarang apa pun bernilai nol.

Sangat menarik untuk mengeksplorasi apakah kebalikan dari pernyataan di atas berlaku. Jika
berlaku, hal ini akan sangat membantu dalam merumuskan persamaan keseimbangan suatu
partikel. Seperti yang ditunjukkan pada Gambar 5.4, perpindahan maya §u dapat dinyatakan
terhadap sistem acuan xdan y:

85U = Su,d + Su,j (5.6)
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Gambar 5.4 Dekomposisi vektor perpindahan virtual 5u

di mana1dan J masing-masing adalah vektor satuan sepanjang sumbu x dan y; serta §u,, dan
du,, masing-masing adalah komponen perpindahan maya yang independen dan sembarang
sepanjang arah x dan y. Dengan cara serupa, sistem gaya yang bekerja pada partikel A dapat
diuraikan sebagai:

Zn: B, = <Z >f+ (i pyi>i (5.7)

di mana )i~ P,; adalah resultan gaya sepanjang sumbu x, sedangkan Y- Py; adalah resultan

gaya sepanjang sumbu y. Kerja maya adalah perkalian skalar dari vektor Y-, Pl- dan &u yang
didefinisikan sebagai:

n n
SW = SW,,, = (Z le-) Su, + <Z Pyi> su, (5.8)

Karena sifat sembarang dari 6u, dan éu,, koefisien dari 6u, dan du,, pada Pers. (5.8) harus
bernilai nol agar 6W bernilai nol. Oleh karena itu, dapat disimpulkan bahwa:

zn: P =0 (5.9)

i=1
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n

ZPyi —0 (5.10)

i=1

Jelas bahwa Persamaan (5.9) dan (5.10) tidak lain adalah persamaan kesetimbangan partikel
sepanjang sumbu x dan y secara berturut-turut. Kebalikan dari prinsip perpindahan maya yang
disebutkan di atas dapat dinyatakan sebagai berikut:

Suatu partikel berada dalam keadaan setimbang di bawah pengaruh sistem
gaya riil jika total usaha yang dilakukan oleh gaya-gaya riil tersebut selama
setiap perpindahan maya yang sembarang dan independen bernilai nol.

Pernyataan di atas menghasilkan kesimpulan yang sangat penting bahwa prinsip perpindahan
maya hanyalah cara alternatif untuk menyatakan persamaan kesetimbangan. Kesimpulan ini
mungkin tampak sepele saat ini, namun memberikan wawasan yang sangat esensial
sebagaimana ditunjukkan dalam penerapan-penerapan selanjutnya. Kini, wajar untuk
memperluas prinsip usaha maya yang telah diturunkan untuk partikel tegar agar berlaku bagi
benda tegar, karena benda tegar dapat dibayangkan secara sederhana sebagai kumpulan
partikel tegar yang saling dihubungkan oleh penghubung tegar seperti yang ditunjukkan pada
Gambar 5.5.

U
/ —— Penghubung kaku
< Gaya antarpartikel

Gambar 5.5 Benda tegar sebagai kumpulan partikel tegar dan penghubung tegar.

Sistem gaya yang terkait mencakup gaya-gaya yang bekerja secara eksternal pada
kumpulan partikel tersebut serta gaya antarpartikel pada penghubung tegar. Benda tegar
(kumpulan partikel ditambah penghubung tegar) pada awalnya diasumsikan berada dalam
keadaan setimbang di bawah pengaruh sistem gaya tersebut. Dengan kata lain, kumpulan
partikel tersebut berada dalam kesetimbangan keseluruhan akibat gaya-gaya eksternal, dan
setiap partikel berada dalam kesetimbangan akibat gaya eksternal serta gaya antarpartikel.
Akibatnya, persamaan kesetimbangan untuk benda tegar dapat dituliskan sebagai berikut:
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Kesetimbangan Gaya

n

Zﬁ- =0 (5.11)

i=1

Keseimbangan Momen Terhadap Titik Acuan O

-

P,xd, =0 (5.12)

~

n
i=1

di mana (il- adalah vektor posisi titik pembebanan gaya f’} terhadap titik acuan 0. Kondisi
keseimbangan sekarang diganggu oleh pergerakan maya sembarang. Pergerakan maya ini
mencakup translasi maya U dan rotasi maya Sw. Kerja maya yang dihasilkan didefinisikan
sebagai penjumlahan perkalian skalar antara gaya resultan dengan vektor translasi maya dan
momen resultan dengan vektor rotasi maya:

n n
1 n

i= =1
Setelah melakukan perkalian skalar pada Persamaan (5.13), diperoleh:

n

n
W = SWpyr = (Z Pi> ducos6; + (Z P; % dl-) dw cosYP; (5.14)
i=1

i=1

di mana 6; adalah sudut antara gaya resultan dan vektor translasi maya, sedangkan i; adalah
sudut antara momen resultan dan vektor rotasi maya. Jelas bahwa kerja maya akan bernilai
nol untuk kombinasi apa pun dari 6u dan @ jika dan hanya jika suku-suku dalam kurung pada
Pers. (5.14) bernilai nol, yaitu diperoleh persamaan keseimbangan benda tegar. Oleh karena
itu, pernyataan umum dari prinsip perpindahan maya untuk benda tegar dapat dinyatakan
sebagai:

Syarat perlu dan cukup agar suatu benda tegar berada dalam keadaan
setimbang adalah kerja virtual yang dilakukan oleh gaya-gaya nyata akibat
medan perpindahan virtual sembarang bernilai nol.

Perlu dicatat bahwa kerja virtual yang dilakukan oleh setiap pasangan gaya antarpartikel pada
penghubung tegar (rigid link) saat terjadi perpindahan virtual akan saling meniadakan. Inilah
alasan mengapa tidak terdapat kerja virtual internal dalam masalah benda tegar. Dengan
memandang benda tegar sebagai kumpulan partikel tegar dan penghubung tegar, sangatlah
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wajar untuk memperluas prinsip kerja virtual yang telah diturunkan bagi benda tegar agar
dapat diterapkan pada benda yang dapat mengalami deformasi. Hal ini dilakukan dengan
mengganti penghubung tegar menjadi penghubung yang dapat mengalami deformasi.
Sebagai contoh, struktur rangka terdiri atas sambungan tegar (partikel) yang
dihubungkan oleh elemen rangka yang dapat mengalami deformasi. Struktur kontinu
(misalnya bendungan) terdiri atas sambungan tegar yang dihubungkan oleh elemen area atau
volume yang dapat mengalami deformasi. Dalam kasus-kasus ini, terdapat kontribusi kerja
virtual internal terhadap total kerja virtual; topik ini akan dibahas lebih lanjut pada bagian-
bagian berikutnya.
Contoh 5.1
Dengan prinsip perpindahan maya, tentukan gaya pada batang A dari struktur rangka batang
yang ditunjukkan pada Gambar 5.6.

e Solusi: Gaya pada batang A terlebih dahulu dilepaskan. Hal ini dilakukan dengan
melepas batang A dan menggantinya dengan gaya F, yang sama besar dan berlawanan
arah. Kemudian, kondisi perpindahan maya dari rangka batang divisualisasikan dengan
mengasumsikan bahwa gaya pengekang pada batang A tidak ada. Akhirnya,
konfigurasi rangka batang yang mengalami perpindahan digambarkan pada Gambar
5.7.

P I

Gambar 5.7 Contoh 5.1 (Lanjutan).
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Perlu dicatat bahwa rangka batang ini bersifat statis tertentu. Oleh karena itu, penerapan satu
saja pelepasan gaya internal (batang A) dapat membentuk suatu mekanisme. Usaha maya yang
terkait dengan perpindahan maya di atas didefinisikan sebagai:

8W = P(6U2x) + 2P(6U3y) + 3P(6U5y) + 05P(8U6y) - 2P(6U9y) + FA(8U4X) + FA(6U6X) = O

Karena keadaan perpindahan virtual harus merepresentasikan mekanisme benda tegar secara
tepat, diperoleh hubungan-hubungan berikut:

h 1 1 h
8U2X =%6U5y, 8U3y=§6U5y; 6U6y=§8U5y; 6U9y=8U5y; 6U4—X =%8U5y, serta

h
6U6X = ESUSY

Hubungan-hubungan ini dapat diterima secara kinematik. Mensubstitusikan hubungan-
hubungan ini ke dalam ekspresi kerja maya menghasilkan:

h Rooh
6W=(P%+P+3P+O.25P—2P+FA(Z+E>>6U5Y=0

Karena sifat sembarang dari §Usy, gaya pada batang A dapat ditentukan sebagai:

f-— (2429
47 \3 " 2n

Pembaca dipersilakan untuk memverifikasi jawaban ini menggunakan metode titik buhul
(method of joints) atau metode potongan (method of sections).

5.3 DEFINISI ENERGI REGANGAN VIRTUAL DAN VARIASI ENERGI

Pada bagian sebelumnya, prinsip kerja maya atau, lebih spesifiknya, prinsip
perpindahan maya telah diturunkan dan diterapkan pada partikel tegar dan benda tegar.
Seperti yang telah disebutkan sebelumnya, prinsip perpindahan maya hanyalah cara alternatif
untuk menjelaskan kondisi keseimbangan. Dengan prinsip ini, reaksi tumpuan dan gaya dalam
hanya dapat ditentukan untuk struktur statis tertentu. Namun, aplikasi paling berharga dari
analisis struktur matriks adalah untuk menganalisis struktur statis tak tentu. Cukup dengan
memperhitungkan sifat terdeformasi dari struktur, struktur statis tak tentu dapat dianalisis
melalui prinsip perpindahan maya matriks.

Untuk memperhitungkan sifat terdeformasi dari benda padat dan struktur, perlu
dijelaskan mengenai kerja maya eksternal dan internal. Susunan seri dari dua batang yang
dapat terdeformasi pada Gambar 5.8a digunakan untuk menyampaikan gagasan ini. Struktur
pada Gambar 5.8a terdiri dari tiga partikel tegar yang dihubungkan oleh dua pegas. Diagram
benda bebas dari partikel tegar dan pegas ini ditunjukkan pada Gambar 5.8b. Dengan
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memberikan perpindahan maya du,, du,, dan du,. pada partikel di simpul a, b, dan c, kerja
maya untuk partikel-partikel ini adalah:

oW = (Fa + Nlab)6ua + (Fb + Nlba + N’bc)6ub + (F;- + N’Cb)SuC (515)

Karena ketiga partikel ini bersifat kaku dan diasumsikan berada dalam keadaan setimbang,
maka ungkapan kerja maya pada Persamaan (5.15) harus bernilai nol:

oW = (Fa + N’ab)6ua + (Fb + Nlba + N’bc)6ub + (FC + N’Cb)SuC =0 (516)

Karena sifat sembarang dan independen dari du,, du,, dan du., diperoleh hubungan
keseimbangan berikut:

i .Ir j ‘I'

x _ —> — —
F [ “ " ! ®— VN, N, —@—N No —» @
— —* — a b :
o\\\\|-- 1o 1
a b ¢ Ny— = Ve — e —

() ()

Gambar 5.8 Susunan Seri Dua Penghubung yang Dapat Berdeformasi dan Tiga Partikel Kaku.
F,+N'yp =0 = FE,=-Ng
Fy+Npa+Npe=0 = F,==Nps— Ny (5.17)
FF+Ngp=0 = F=-N'g
Berdasarkan hukum gerak ketiga Newton, diperoleh:
N'ay = —=Nap; N'pg = —Npg; N'pe = —Np,e; serta N'g, =—Ng  (5.18)
Dengan menyubstitusikan Pers. (5.18) ke dalam (5.16), diperoleh:
W = (Fy — Ngp)bug + (Fp — Npg — Npc)Sup + (Fe — Np)Sue = 0 (5.19)
SW = (F,0uy + F,éuy + F,6u.) — (Ngpdug + Ny duy + Npduy, + Nopdu) =0 (5.20)
Dengan meninjau kesetimbangan setiap pegas, diperoleh:
Ny = Npg = —N,, serta N, =Ny, =—N,, (5.21)
Dengan menyubstitusikan Pers. (5.21) ke dalam (5.20), diperoleh:
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SW = (Fyug + Fyduy + F.6uc) + (—(Ny (8w, — Sug) + N (8u — 815))) =0 (5.22)

Suku pertama di ruas kanan Pers. (5.22) mewakili kerja maya eksternal yang dinotasikan
dengan 6 W,,;. Suku kedua di ruas kanan adalah kerja maya internal yang dinotasikan dengan
OW,,+. Dari prinsip dasar, deformasi pegas dapat didefinisikan dalam bentuk perpindahan
ujung-ujungnya sebagai:

A =ub —ul (5.23)
2 1

Oleh karena itu, deformasi virtual yang kompatibel dengan perpindahan ujung virtual
dituliskan sebagai berikut:

6A; = duy, — Su, untuk pegas 1 (5.24)

6A, = 6u,. — du, untuk pegas 2 (5.25)
Kerja virtual internal ditulis sebagai:

SWine = —(N16A1 + N,64,) (5.26)
Tanda minus pada Pers. (5.26) menunjukkan bahwa kerja maya internal dilakukan pada

bukannya oleh gaya-gaya internal. Perlu dicatat bahwa kerja maya internal bernilai sama besar
tetapi berlawanan tanda dengan apa yang disebut "energi regangan maya" §U;;,;.

2
6Wint = _6Ui1’lt = _(N16A1 + N26A2) = —ZNL 6Al (527)
i=1

N S | 3.

nt
A +suku-suku orde tinggi

Gambar 5.9 Definisi Energi Regangan Maya 6U,;,;.
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Alasan mengapa tidak terdapat faktor 1/2 dalam ekspresi kerja internal dan energi regangan
maya perlu dijelaskan. Hal ini disebabkan oleh asumsi bahwa selama deformasi maya, gaya
internal N; bekerja pada nilai konstannya. Hal ini menjadi jelas ketika kurva gaya-deformasi
dari pegas digambarkan seperti ditunjukkan pada Gambar 5.9. Dari kurva respons tersebut,
saat gaya N; ditingkatkan secara bertahap dari kondisi awal (Titik O), deformasi A; yang
bersesuaian juga meningkat hingga kondisi keseimbangan tercapai pada Titik E. Total energi
regangan maya yang dihasilkan dari gangguan pada kondisi keseimbangan ini oleh deformasi
maya 84; yang kompatibel dengan perpindahan maya du; didefinisikan sebagai:

AUy = 8Ujpy + 62Uy + +++ + suku-suku orde lebih tinggi (5.28)
= N;6A; + 6?U;p; + -+ + suku-suku orde lebih tinggi

Secara matematis, 6U;,; dikenal sebagai variasi pertama dari fungsi (atau secara umum
fungsional) Uj,;; 62U;,, sebagai variasi kedua dari fungsi Uj,; dan seterusnya. Dengan
mengasumsikan bahwa dN; dan §A; bersifat infinitesimal, total energi regangan maya dapat
didekati secara memadai sebagai:

AUint =~ 6Ui1’lt = Ni(gAi (529)

Perlu dicatat bahwa untuk sistem nonlinier (misalnya struktur berdeformasi besar), suku-suku
selain variasi pertama harus tetap dipertahankan dalam menyatakan total energi regangan
maya AU;,;. Oleh karena itu, pernyataan aljabar dari prinsip kerja maya adalah:

W =Wy + Wiy =0 (5.30)
Atau
OW =Wyt — Ui =0 (5.31)
Pernyataan verbal mengenai prinsip kerja maya adalah sebagai berikut:
Suatu benda yang dapat mengalami deformasi berada dalam keadaan
setimbang jika kerja maya yang dilakukan oleh semua gaya luar ditambah
kerja maya yang dilakukan oleh semua gaya dalam selama perpindahan maya
yang dapat diterima secara kinematik bernilai nol.
Dalam pernyataan di atas, perpindahan maya dibatasi oleh frasa "dapat diterima secara
kinematik" (kinematically admissible). Hal ini menyiratkan bahwa medan perpindahan maya

tidak sepenuhnya sembarang. Secara umum, medan perpindahan maya harus sedemikian
rupa sehingga menjaga kontinuitas antarbagian sistem dan tidak menyebabkan robekan atau
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putusnya sistem. Pemahaman fisis mengenai batasan pada medan perpindahan maya dapat
diperkaya dengan meninjau batang yang penampangnya mengecil (tapered bar) yang dikenai
beban terbagi rata, sebagaimana ditunjukkan pada Gambar 5.10.

X
§—I—lﬂ-—h—h—h — —>—p —

- a b

Gambar 5.10 Batang dengan penampang mengecil (tapered) yang dikenai beban terbagi rata.

Kandidat medan perpindahan maya ditunjukkan pada Gambar 5.11. Medan yang
ditunjukkan pada Gambar 5.11 a, b, dan c semuanya dapat diterima secara kinematik, namun
memberikan karakteristik yang berbeda. Medan perpindahan maya pada Gambar 5.11 a hanya
merepresentasikan gerak benda tegar sepanjang sumbu-x. Selain itu, medan ini melanggar
syarat batas geometris di titik a. Dengan menggunakan kandidat ini, seseorang hanya dapat
menghitung reaksi tumpuan di titik a. Medan perpindahan maya pada Gambar 5.11 b hanya
merepresentasikan moda deformasi dan memenuhi syarat batas geometris di titik a. Dengan
menggunakan kandidat ini, seseorang dapat menghitung solusi "pendekatan" untuk masalah
ini. Aspek ini akan dibahas lebih lanjut pada bagian-bagian berikutnya. Medan perpindahan
maya pada Gambar 5.11 ¢ merepresentasikan baik gerak benda tegar maupun moda
deformasi. Medan ini juga melanggar syarat batas geometris di titik a. Dengan menggunakan
kandidat ini, seseorang dapat menghitung solusi "pendekatan" untuk masalah ini sekaligus
reaksi tumpuan di titik a. Medan perpindahan maya pada Gambar 5.11 d sama sekali tidak
dapat diterima secara kinematik karena menyebabkan diskontinuitas pada batang, di mana
deformasi tidak dapat didefinisikan secara unik di titik c.

{f”.: [';”: /I o )

a b a b
(a) (h)
au, ' o,
du, T du, . .
b ]
- (c) o ()

Gambar 5.11 Kandidat untuk medan perpindahan virtual.
Perlu dicatat bahwa sejauh ini, hubungan konstitutif antara tegangan (atau tegangan resultan)

dan regangan (atau regangan resultan) belum disinggung dalam penurunan prinsip kerja
virtual. Hal ini menyiratkan bahwa prinsip kerja virtual dapat diterapkan baik pada sistem
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konservatif (elastis) maupun non-konservatif (inelastis). Namun, fokus utamanya dibatasi pada
sistem konservatif.

Hingga saat ini, prinsip perpindahan virtual baru dikembangkan untuk benda yang
dapat mengalami deformasi yang terdiri dari partikel tegar dan penghubung berupa pegas.
Oleh karena itu, prinsip ini dapat diterapkan pada struktur yang mengalami deformasi aksial
(misalnya, struktur rangka batang/truss). Dengan mengikuti prosedur di atas, prinsip kerja
virtual dapat diperluas ke jenis struktur lain yang dapat mengalami deformasi. Dengan
demikian, langkah selanjutnya dalam penerapan prinsip kerja virtual adalah menurunkan
ekspresi kerja virtual internal (energi regangan virtual) untuk berbagai moda aksi struktural
tertentu, yaitu gaya aksial, geser, dan lentur. Hal ini akan dibahas pada bagian berikutnya.

5.4 EKSPRESI KERJA VIRTUAL INTERNAL DAN ENERGI REGANGAN VIRTUAL

Karena struktur rangka menjadi fokus utama dalam buku teks ini, moda aksi internal
yang menjadi perhatian utama adalah respons aksial, geser, dan lentur. Pada sub-bagian
berikut, ekspresi energi regangan virtual akan diturunkan untuk setiap jenis aksi struktural
tersebut.
Respons Aksial: Prinsip Perpindahan Virtual

Tinjau segmen infinitesimal dx dari elemen berbeban aksial dengan panjang L seperti
ditunjukkan pada Gambar 5.12. Segmen ini berada dalam keseimbangan di bawah aksi gaya-

gaya internal N(x) dan N(x) +ag—ix)dx serta beban terdistribusi eksternal w,(x). Perlu

dicatat bahwa perpindahan dan deformasi yang berhubungan dengan gaya-gaya ini masing-
masing dikualifikasikan sebagai perpindahan nyata dan deformasi nyata. Seluruh segmen

infinitesimal ini dianggap sebagai benda bebas dan terganggu oleh perpindahan maya du,(x)
pada ujung kiri dan oleh duy(x) + a&g—;(x)dx pada ujung kanan. Sebagai konsekuensinya, kerja

maya yang dihasilkan adalah:

ON ( x

N("') N(.\') o ¢ ﬂ(.\ ) dx

I w (x) 1 &
— | — —> —> > | > —

L ] X

: dou, (x
ouy(x) Suy (x)+ ‘\0‘( ) dx
Ox

e

dx -
I
Gambar 5.12 Energi Regangan Virtual 6 dari Segmen Infinitesimal: Respons Aksial.

ON (x)
ox

d6uy(x)
dx

SWerr = (W (x)dx)ouy(x) — N(x)Sug(x) + <N(x) + dx) <6u0(x) + dx) (5.32)
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OWosr = (Wi (x)dx)Sug(x) — N(x)Suy(x) + N(x)duy(x) +

W) 220 gy | D, 5u0(x)+<a’;i") dx) (“’;—jfx)dx> (533)

—wx (%) suku orde ke-2

Dengan menerapkan persamaan kesetimbangan diferensial (2/2.1) pada segmen batang dan
mengabaikan suku orde kedua, Persamaan (5.33) ditulis sebagai berikut:

d6uy(x
SW,pe = N(x) ¢azx (5.34)
0x
Berdasarkan persamaan (5.31), dapat disimpulkan bahwa:
— d6uy(x
8T, = N(x)#()dx (5.35)

dengan §U;,; menyatakan energi regangan maya dari segmen infinitesimal dx. Pada Bab 2,
regangan aksial didefinisikan sebagai laju perubahan perpindahan aksial terhadap koordinat
aksial.

dug(x)
0x

£o(x) = (5.36)

Dengan cara yang sama, regangan aksial maya yang kompatibel dengan perpindahan maya
duy(x) didefinisikan sebagai:

d6uy(x)

6 = 5.37
£0(x) = —= (537)
Oleh karena itu, Persamaan (5.35) ditulis sebagai berikut:
SUipe = N(x)85y(x)dx (5.38)
Untuk seluruh panjang elemen berbeban aksial, energi regangan maya 6U;,; adalah:
SUppe = J(S Uit = JN (x)8ey(x)dx (5.39)
L L

Jika hanya material elastis linear yang ditinjau, hubungan kekakuan penampang berikut

N(x) = EA(x)gy(x) (5.40)
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disubstitusikan ke dalam Pers. (5.39) dan energi regangan virtual dinyatakan sepenuhnya
dalam bentuk regangan (deformasi) sebagai:

6Uip: = feo (X)EA(x)beq(x)dx (5.41)
L

Perlu dicatat bahwa &, (x) adalah regangan aksial nyata yang berhubungan dengan gaya aksial
nyata N(x) melalui hubungan konstitutif. Dengan mengingat kembali hubungan regangan-
perpindahan aksial dari Pers. (5.36) dan (5.37), energi regangan maya dinyatakan sepenuhnya
dalam bentuk perpindahan aksial sebagai:

duy(x) d6uy(x)
6Uint = jL Ep EA(X)TdX (542)
Berdasarkan Pers. (5.30), kerja virtual internal dituliskan sebagai:
Wipe = — fN (x)dey(x)dx (5.43)
L

Berdasarkan ekspresi kompatibilitas yang menghubungkan deformasi (regangan resultan)
dengan medan perpindahan (5.36), menjadi jelas bahwa medan perpindahan virtual yang
“secara kinematik dapat diterima” harus memenuhi persyaratan berikut:
1. Medan perpindahan virtual harus kontinu dan harus memiliki turunan pertama yang
kontinu di setiap titik di dalam elemen. Dengan kata lain, ia memiliki kontinuitas CO.
2. Besarnya perpindahan virtual harus berada dalam rentang validitas teori perpindahan
kecil.
Jika medan perpindahan virtual memenuhi persyaratan di atas serta batas geometris
(esensial), maka ia menjadi medan perpindahan virtual yang “secara geometris dapat
diterima”. Medan regangan virtual yang “secara kinematik dapat diterima” dan “secara
geometris dapat diterima” didefinisikan sebagai medan yang terkait dengan medan
perpindahan virtual yang “secara kinematik dapat diterima” dan “secara geometris dapat
diterima”, masing-masing melalui hubungan kompatibilitas (5.36).
Respons Geser: Prinsip Pergeseran Virtual
Tinjau segmen infinitesimal dx dari elemen berbeban vertikal dengan panjang L
seperti ditunjukkan pada Gambar 5.13. Segmen ini berada dalam keseimbangan di bawah aksi

gaya-gaya internal V(x) dan V(x) + a‘;—ix)dx serta beban terdistribusi eksternal w,, (x). Perlu

dicatat bahwa perpindahan dan deformasi yang berhubungan dengan gaya-gaya ini masing-
masing dikualifikasikan sebagai perpindahan nyata dan deformasi nyata. Seluruh segmen
infinitesimal ini dianggap sebagai benda bebas dan terganggu oleh perpindahan maya 6v, (x)

pada ujung kiri dan oleh Svg(x) + aa;—;(x)dx pada ujung kanan. Sebagai konsekuensinya, kerja

maya yang dihasilkan adalah:
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v (x) 06v,(x)
Wyt = (Wy(x)dx)dvs(x) —V(x)ovs(x) + ( x> <5vs(x) + Fp dx> (5.44)

ox

Gambar 5.13 Energi Regangan Virtual & dari Segmen Infinitesimal: Respons Geser.

W = (Wy(x)dx)Svs (x) = V(x)ovs(x) + V(x)dvg(x) +

V(x )aévs(x) dx + 612(x) dx |6vg(x) + <a[g§cx) dx) <661675x(x) dx) (5.45)
—wy (%) suku orde ke-2

Dengan menerapkan persamaan kesetimbangan vertikal (2/2.13) pada segmen balok dan
mengabaikan suku orde kedua, Persamaan (5.45) ditulis sebagai berikut:

66vs(x)
Wexe = V(x) dx (5.46)
Berdasarkan persamaan (5.31), dapat disimpulkan bahwa:
_ d6v,(x
Ui = V (x) 5( )dx (5.47)

dx

dengan 8U;,,; menyatakan energi regangan maya dari segmen infinitesimal dx. Pada Bab 2,
regangan geser didefinisikan sebagai laju perubahan perpindahan vertikal terhadap koordinat
aksial.

v (x)
ox

Yo(x) = (5.48)

Dengan cara yang sama, regangan geser maya yang kompatibel dengan perpindahan maya
6vg(x) didefinisikan sebagai:
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d6v,(x)
6 = — 5.49
Vo) = —3= (549)
Oleh karena itu, Persamaan (5.47) ditulis sebagai berikut:
SUipe = V(x)8yo(x)dx (5.50)
Untuk seluruh panjang elemen berbeban vertikal, energi regangan maya 6 U;,,; adalah:
Ui = [ 6T = [V 0I07sGIdx (5.51)
L L

Jika hanya material elastis linear yang ditinjau, hubungan kekakuan penampang berikut

V(x) = GA;(x)yo (x) (5.52)

disubstitusikan ke dalam Pers. (5.51) dan energi regangan virtual dinyatakan sepenuhnya
dalam bentuk regangan (deformasi) sebagai berikut:

Ui = [ 8T = [ 10 (GO (5.53)
L L

Perlu dicatat bahwa y,(x) adalah regangan geser nyata yang berhubungan dengan gaya geser
nyata V(x) melalui hubungan konstitutif. Dengan mengingat kembali hubungan regangan
geser-perpindahan dari Pers. (5.48) dan (5.49), energi regangan maya dinyatakan sepenuhnya
dalam bentuk perpindahan vertikal sebagai:

0 a6
6Uine = J v;iX) 75 (1) dx (5.54)
L

GA _—
s()—~
Berdasarkan Pers. (5.30), kerja virtual internal dituliskan sebagai:
Wit = —JV (x)6yo(x)dx (5.55)
L

Berdasarkan persamaan kompatibilitas yang menghubungkan deformasi (regangan resultan)
dengan medan perpindahan (5.48), menjadi jelas bahwa medan perpindahan virtual yang
"dapat diterima secara kinematik" harus memenuhi persyaratan berikut:
1. Medan perpindahan virtual harus kontinu dan memiliki turunan pertama yang kontinu
di setiap titik di dalam elemen tersebut. Dengan kata lain, medan ini memiliki
kontinuitas C°.
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2. Besaran perpindahan virtual harus berada dalam rentang keberlakuan teori
perpindahan kecil.
Jika medan perpindahan virtual memenuhi persyaratan di atas serta syarat batas geometris
(esensial), maka medan tersebut menjadi medan perpindahan virtual yang "dapat diterima
secara geometris". Medan regangan virtual yang "dapat diterima secara kinematik" dan "dapat
diterima secara geometris" didefinisikan sebagai medan yang masing-masing berkaitan
dengan medan perpindahan virtual yang "dapat diterima secara kinematik" dan "dapat
diterima secara geometris" melalui hubungan kompatibilitas (5.48).
Respons Lentur: Prinsip Perpindahan Virtual
Tinjau segmen infinitesimal dx dari elemen berbeban vertikal dengan panjang L
seperti ditunjukkan pada Gambar 5.14. Segmen ini berada dalam keseimbangan di bawah aksi

‘W) dx, M(x), dan M(x)+aM(x)

terdistribusi eksternal w,,(x). PerIu dlcatat bahwa perpindahan dan deformasi yang

gaya-gaya internal (V(x), V(x) + dx) serta beban

berhubungan dengan gaya-gaya ini masing-masing dikualifikasikan sebagai perpindahan nyata
dan deformasi nyata. Seluruh segmen infinitesimal ini dianggap sebagai benda bebas

rr‘rﬂ{ ]E

r)f) { )+

50, (x)
M |:. .l.} v [x)+ ¢ fi\'.. [l} e

:]: M(x)
(r)| ¢  pemmmmm==a=
(l'trn_nnhT

V(x)+ ——2 e
ox

v ) ox

Gambar 5.14 Energi Regangan Virtual §U;,,; dari Segmen Infinitesimal: Respons Lentur.

§Wee = (wy (x)dx) 87 (x) — V(x)8v4(x) + ( v, )( vo(x) + 2208 65”"(") x>

dx
< OM (x) ) < 6692 (x) >
+({M(x) + dx || 60,(x) + dx (5.56)
0x dx
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5Wext
[ (Wy(x)dx)chO(x) —V(x)8vy(x) — M(x)860,(x) + V(x)6ve(x) +

V(x) 66170 (x) dx + <al(/3(x) dx) dvp(x) + <61(/?§Cx) dx) (651;(;(@ dx)

—wy(x)

2nd order term

- M(x)86,(x) + M(x )669x(x) (aM(x) dx> 56,(x) +

0x
oM (x) 266,(x)
( Ep dx)( o dx)

—
-V(x)
2nd order term

Dengan menerapkan persamaan keseimbangan diferensial (2/2.13-14) dari segmen balok,

mendefinisikan §6,(x) = 6&70( ) , dan mengabaikan suku-suku orde ke-2, Pers. (5.57) ditulis
sebagai:
060,(x)
6Wext - M( )—x (5-58)

Berdasarkan persamaan (5.31), dapat disimpulkan bahwa:

8Uine = M (x )659—x(x) (5.59)

dengan §U;,; menyatakan energi regangan maya dari segmen infinitesimal dx. Pada Bab 2,
regangan lentur (kelengkungan) didefinisikan sebagai laju perubahan rotasi terhadap
koordinat aksial.

90,(x)
0x

Ko(x) = (5.60)

Karena rotasi didefinisikan sebagai turunan pertama dari perpindahan vertikal (6,(x) =
avo(x)

), kelengkungan lentur didefinisikan dalam bentuk perpindahan vertikal sebagai:

azvo(x)

PP (5.61)

Ko(x) =

Dengan cara yang sama, regangan lentur maya yang kompatibel dengan perpindahan vertikal
maya 6 v, (x) didefinisikan sebagai:

026vy(x)

SKO(x) = axz

(5.62)

Oleh karena itu, Persamaan (5.59) ditulis sebagai:
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SUipe = M(x)8ky(x)dx (5.63)

Untuk seluruh panjang balok berbeban vertikal, energi regangan maya §U;,,; adalah:
6Uipe = fd Uppe = fM (x)8Ko(x)dx (5.64)
L L

Jika hanya material elastis linear yang ditinjau, hubungan kekakuan penampang berikut
M(x) = IE(x)Ky(x) (5.65)

disubstitusikan ke dalam Pers. (5.64) dan energi regangan virtual dinyatakan sepenuhnya
dalam bentuk regangan (deformasi) sebagai berikut:

SUjpe = fSUint = f;co (X)IE(x)8ko(x)dx (5.66)
L L

Perlu dicatat bahwa k,(x) adalah regangan lentur nyata yang berhubungan dengan momen
nyata M(x) melalui hubungan konstitutif. Dengan mengingat kembali hubungan regangan
lentur-perpindahan dari Pers. (5.61) dan (5.62), energi regangan maya dinyatakan sepenuhnya
dalam bentuk perpindahan vertikal sebagai:

_ 0%v,(x) 0261y (x)
6Uine = fos Uine = LWIE(x)de (5.67)
Berdasarkan Pers. (5.30), kerja virtual internal dituliskan sebagai:
Wone = — [ M (00 (5.68)
L

Berdasarkan persamaan kompatibilitas yang menghubungkan deformasi (regangan resultan)
dengan medan perpindahan (5.61), menjadi jelas bahwa medan perpindahan virtual yang
"dapat diterima secara kinematik" harus memenuhi persyaratan berikut:

1. Medan perpindahan virtual beserta turunan pertamanya harus kontinu dan memiliki
turunan kedua yang kontinu di setiap titik di dalam elemen. Dengan kata lain, medan
tersebut memiliki kontinuitas C1.

2. Besaran perpindahan virtual harus berada dalam rentang keberlakuan teori
perpindahan kecil.

Jika medan perpindahan virtual memenuhi persyaratan di atas serta syarat batas geometris
(esensial), maka medan tersebut menjadi medan perpindahan virtual yang "dapat diterima
secara geometris". Medan regangan virtual yang "dapat diterima secara kinematik" dan "dapat
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diterima secara geometris" didefinisikan sebagai medan yang masing-masing berkaitan
dengan medan perpindahan virtual yang "dapat diterima secara kinematik" dan "dapat
diterima secara geometris" melalui hubungan kompatibilitas (5.61). Persamaan (5.41), (5.51),
dan (5.64) membentuk ekspresi energi regangan virtual untuk elemen rangka Timoshenko
bidang dan dapat ditulis dalam bentuk matriks sebagai berikut:

6Uint = ISETB(X)TGTB(X)dX (569)
L

di mana vektor §&r5(x) berisi regangan resultan maya dan didefinisikan sebagai:
Serp(x) = 18g9(x)  Sro(x)  Syo(x)]” (5.70)
dan vektor a5 (x) berisi tegangan resultan nyata dan didefinisikan sebagai:
org(x) = IN(x) M(x) V()" (5.71)

Jika hanya material elastis linear yang ditinjau, maka matriks kekakuan penampang berikut

N(x) EA(x) 0 0 go(x)
Mx)p=| O El(x) 0 Ko(x) ¢ atau o75(x) = Erg(x)erg(x)  (5.72)
V(x) 0 0 GAs;()] (yo(x)

disubstitusikan ke dalam Pers. (5.69) dan energi regangan virtual dinyatakan sepenuhnya
dalam bentuk regangan (regangan resultan) sebagai berikut:

500 [EA) 0 0 g0 (%)
6Uint=f Ko (x) 0 El(x) 0 Ko(x) pdx (5.73)
L6yo () 0 0 GA; ()| \yo(x)
atau dalam bentuk ringkas sebagai:
Ui = [ 8 1 CO"Erp()erp () (5.74)
L

Persamaan (2/2.33-35) menghubungkan deformasi penampang (regangan resultan) dengan
perpindahan penampang dan dapat dinyatakan dalam bentuk matriks sebagai berikut:
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0
— 0
&0)) |7 5 | (40
Ko@) =10 0 —[{vo(x)} atauerg(x) = Lygurg(x) (5.75)
vo(x) 5 e
0 — -1
0x

Dengan cara yang sama, ekspresi matriks yang menghubungkan deformasi penampang virtual
(regangan resultan) dengan perpindahan penampang virtual adalah

— 0 0
Seo(x)) | 5 | (3@
Sko(x)p =10 0 —|{0vy(x); atauSerp(x) = Lrgdéurg(x)  (5.76)
8¥o(®) 5 s
0 — -1
dx

Dengan menyubstitusikan Pers. (5.75) dan (5.76) ke dalam (5.74), energi regangan virtual
dinyatakan sepenuhnya dalam bentuk perpindahan sebagai berikut:

[6 0] [i 0 0]
5u0(x) 5 EA(x) 0 0 1|9 5 uo(x)
5Umt=f Svy(x) 0 — EI(x) 0 0 0 —|{ve(x)pdx (5.77)
: &xo(x) o ]l 5 % ao<x)
0 -
0x
atau dalam bentuk ringkas sebagai:
Ui = [ 837 G Vg By G Ly (1) (5.78)
L

Untuk elemen rangka Euler-Bernoulli, efek geser diabaikan. Oleh karena itu, energi regangan
virtualnya dinyatakan sebagai:

U, = fL 5 £33 ()T 0 5 (x)dx = fL {gi‘;g‘gf {ﬁg%}dx (5.79)

di mana vektor Sz (x) berisi regangan resultan maya dan didefinisikan sebagai:

Segp(x) = [0o(x) 5K0(x)JT (5.80)

dan vektor oz (x) berisi tegangan resultan nyata dan didefinisikan sebagai:
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ogp(x) =|N(x) M@)|" (5.81)

Jika hanya material elastis linear yang ditinjau, maka matriks kekakuan penampang berikut

N(x)) _ [EA(x) 0 go(x) _
{M(X)} B [ 0 E[(x)] {K(())(x)} atau ogp(x) = Epp(x)€gp(x) (5.82)

disubstitusikan ke dalam Pers. (5.79) dan energi regangan virtual dinyatakan sepenuhnya
dalam bentuk regangan (regangan resultan) sebagai:

OUine = jL5 egp (X)) Egp(x)epp(x)dx = L{g:g{g}T [EAO(x) El(zx)] {Zg{%} dx (5.83)

Persamaan (2/2.3) dan (2/2.17) menghubungkan deformasi penampang (regangan resultan)
dengan perpindahan penampang dan dapat dinyatakan dalam bentuk matriks sebagai berikut:

9
— 0
go(x)) _ [ox ugy(x) B
{KZ(x)}_ 0 92 {vZ(x)} atau &gp(x) = LegUigp (%) (5.84)

ax?

Dengan cara yang sama, ekspresi matriks yang menghubungkan deformasi penampang virtual
(regangan resultan) dengan perpindahan penampang virtual adalah

0

— 0
T i oy F e

O0x?

Dengan menyubstitusikan Pers. (5.84) dan (5.85) ke dalam (5.83), energi regangan virtual
dinyatakan sepenuhnya dalam bentuk perpindahan sebagai berikut:

0 T 0
[ (SueGen” |ox Ol ka0 703 0 (w0
OUine = fL{avZ(x)} PE [ 0 EI(x)] 92 {vz(x)}dx (5.86)
Ax2 x2
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Gambar 5.15 Kerja Virtual Eksternal: Batang.

atau dalam bentuk ringkas sebagai:

SUp: = f 8 gy (X)L B () L s (Xl (5.87)
L

5.5 KERJA VIRTUAL EKSTERNAL

Pada bagian sebelumnya, ekspresi energi regangan maya untuk beberapa aksi
struktural telah diturunkan. Pada bagian ini, tujuan utamanya adalah menurunkan ekspresi
kerja virtual eksternal akibat beberapa pembebanan eksternal. Pertimbangkan anggota
(batang) yang dibebani secara aksial pada Gambar 5.15. Anggota ini berada dalam
keseimbangan di bawah sistem gaya nyata: gaya ujung eksternal (P, dan P,) serta beban
anggota w,(x). Kerja virtual eksternal yang dilakukan oleh sistem gaya nyata pada
perpindahan ujung maya (6U; dan §U,) dan medan perpindahan maya §u,(x) adalah:

6W€Xt = 5(71?1 + 6U4ﬁ4 + JSUO(X)WX(X)dX (588)
L

Pertimbangkan anggota yang dibebani secara vertikal (balok) pada Gambar 5.16. Anggota ini
berada dalam keseimbangan di bawah sistem gaya nyata: gaya ujung eksternal (P, dan Ps),
momen ujung eksternal (P; dan Pg), serta beban anggota Wy(x). Kerja virtual eksternal yang
dilakukan oleh sistem gaya nyata pada perpindahan ujung maya (U, dan §Us), rotasi ujung
maya (8U; dan 6Ug), dan medan perpindahan maya §v,(x) adalah:

5Wext = 6U2p2 + 6U3F3 + 6U5p5 + 6U6p6 + f6 Uo(X)Wy(x)dx (589)
L
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Gambar 5.16 Kerja Virtual Luar: Balok.

Persamaan (5.88) dan (5.89) membentuk ekspresi kerja maya untuk elemen rangka bidang dan
dapat dituliskan bersama sebagai: (5.90)

SWext = 6(71?1 + (Sﬁzpz + 6(73?3 + 6(74?4 + 6U5ﬁ5 + 6('_]6p6 +
fSuO(x)Wx(x)dx + fS Vo (X)wy, (x)dx (5.90)
L L

atau dalam bentuk matriks sebagai:
SW,ye = SUTP + f&u(x)Tw(x)dx (5.91)
L

di  mana vektor perpindahan ujung anggota U didefinisikan  sebagai
\U;, U, U; U, Us Ug|T; vektor gaya ujung anggota P didefinisikan sebagai
|P, P, P; P, Ps Pg|";vektor medan perpindahan anggota u(x) didefinisikan sebagai

lug(x)  vo(x)|; dan vektor beban anggota w(x) didefinisikan sebagai [Wx(x) Wy(x)JT.

5.6 PRINSIP PERPINDAHAN VIRTUAL

Pada dua bagian sebelumnya, telah diturunkan persamaan untuk energi regangan
virtual dan kerja virtual eksternal pada elemen rangka akibat berbagai jenis pembebanan. Pada
bagian ini, disusun persamaan perpindahan virtual untuk beberapa jenis elemen rangka. Perlu
dicatat bahwa persamaan perpindahan virtual merupakan cara alternatif untuk menyatakan
persamaan kesetimbangan.
Elemen Batang:

Berdasarkan Pers. (5.88) dan (5.39), persamaan total kerja virtual (5.31) untuk elemen
batang dapat ditulis sebagai berikut:

SW = 68U, P, + 6U,P, + j5u0(x)wx(x)dx - jN (x)6go(x)dx =0 (5.92)
L L

SWext 5Uint
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Elemen Balok Timoshenko:
Berdasarkan Persamaan (5.89), (5.63), dan (5.51), ekspresi kerja virtual total (5.31)
untuk elemen balok Timoshenko dapat ditulis sebagai berikut:

[ ]
W = |6l72152 + 8U3P; + 8UsPs + §UgPs + f{Svo(x)wy(x)dx - (fV (x)6yo(x)dx + fM (x)5k0(x)dx>| =0 (5.93)
| L L L |

SWext §Uint

Elemen Balok Euler-Bernoulli:
Berdasarkan Persamaan (5.89) dan (5.63), ekspresi kerja maya total (5.31) untuk
elemen balok Euler-Bernoulli dapat dituliskan sebagai berikut:

SW = 8U,P, + 8U3P; + 8UsPs + §UgPg + Jé‘ vo (X)wy, (x)dx — <fM (x)5ko(x)dx> =0 (5.94)
L L

SWext 5Uint

Elemen Rangka Timoshenko:
Berdasarkan Persamaan (5.90), (5.39), (5.51), dan (5.63), ekspresi kerja maya total
(5.31) untuk elemen rangka Timoshenko dapat ditulis sebagai berikut:

6W = [6U1P1 + 6U2ﬁ2 + 6U3ﬁ3 + 6U4P4 + 6U5P5 + 6L_]6ﬁ6 + f6uo(x)wx(x)dx + J-(S Uo(x)Wy(x)dx
L L

SWext

— UN (x)beq(x)dx + jV ()Y (x)dx + JM (x)(SKO(x)dx]] =0 (5.95)

§Uint

dalam bentuk matriks sebagai:

SW = 8UTP + f(? u(x)"w(x)dx — szTB(x)TaTB(x)dx =0 (5.96)

Wext 5Uint

Elemen Rangka Euler-Bernoulli:
Berdasarkan Persamaan (5.90), (5.39), dan (5.63), ekspresi kerja maya total (5.31)
untuk elemen rangka Euler-Bernoulli dapat ditulis sebagai berikut:

SU, P, + 8U,P, + §U3P; + SU,P, + §UsPs + 8UgPs
+ f(S Uug () wy (x)dx + f& vo () wy (x)dx
L L

EWext

[ 1
| |
oW = l - UN (x)beg(x)dx + JM (x)6k0(x)dx]| =0 (5.97)
L L

6Uine
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(a) Balok tumpuan sederhana

P P PL . | x\PL
l M(N(] MZ)T
I, gl
F,=— el
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(b) Sistem gaya luar (c) Sistem gaya dalam

Gambar 5.17 Contoh 5.2.

dalam bentuk matriks sebagai:

SW = 8§UTP + f(? u(x)"w(x)dx — fS erp(X)Togp(x)dx =0 (5.98)
L L

SWext 5Uint

Contoh 5.2

Tinjau balok dengan tumpuan sederhana yang dibebani gaya terpusat P di tengah
bentang, sebagaimana ditunjukkan pada Gambar 5.17 a. Sistem gaya luar dan gaya dalam yang
berada dalam keadaan setimbang masing-masing disajikan pada Gambar 5.17 b dan c.
Verifikasikan bahwa beban terpusat P dapat ditentukan menggunakan prinsip perpindahan
maya berdasarkan perpindahan-perpindahan maya berikut:

(a) 6vy(x) = —% (L3x — 2Lx3 + x*)
X
(b) dvy(x) = —sin (T)
1
(c) 6vy(x) =— <§ — cos (%))
Solusi:
(a) 6vy(x) =— 16 (L3x — 2Lx3 + x*)

5L*

Medan perpindahan virtual yang diberikan ini dapat diterima secara kinematik karena
memenuhi persyaratan berikut:
1. Medan perpindahan virtual harus kontinu dan memiliki turunan pertama yang kontinu
di setiap titik di dalam elemen.
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2. Besaran perpindahan virtual harus berada dalam rentang keberlakuan teori
perpindahan kecil.
Medan ini juga memenubhi syarat batas geometris (esensial):

6v,(0) = 0dan dvy(L) =0 - v, =0and dv, =0

Oleh karena itu, medan perpindahan virtual ini dapat diterima secara geometris.
Kelengkungan lentur virtual (regangan resultan) yang kompatibel dengan perpindahan virtual
tersebut didefinisikan sebagai:

0%8vo(x) 16 (—12Lx + 12x2)

o) = —5 73— = 514

Usaha virtual eksternal didefinisikan sebagai:

SWeye = F. 6V, + F, 6V, + Fp, Svy,
-1 0 0

Kerja virtual internal didefinisikan sebagai:

Wit = — jM (x)0Ky(x)dx
L

L
2 Px (—12Lx + 12x?%) L x\ PL (—12Lx + 12x?)
5VVint = _6Uint = - -IO 7 _16T dx +J; (1 —2)7 —16T dx|=—-P

z
Persamaan perpindahan maya:

5W:6W€xt+6Wlnt=_P;,‘_P=0_)F'¢‘=_P=P~L

(b) Svo(x) = —sin ("Tx)
Medan perpindahan virtual yang diberikan ini dapat diterima secara kinematik karena
memenuhi persyaratan berikut:
1. Medan perpindahan virtual harus kontinu dan harus memiliki turunan pertama yang
kontinu di setiap titik di dalam elemen.
2. Besarnya perpindahan virtual harus berada dalam rentang validitas teori perpindahan
kecil.
Hal ini juga memenuhi batasan geometris (esensial):

6vy(0) = 0and 6vy(L) =0 - dv, =0and 6v, =0

168



Analisis Matrix Kerangka Struktur Bangunan
Dr. Ir. Agus Wibowo, M.Kom, M.Si, MM

Oleh karena itu, bidang perpindahan maya ini dapat diterima secara geometris.
Kelengkungan lentur maya (regangan resultan) yang sesuai dengan perpindahan maya adalah
didefinisikan sebagai:

0%8vo(x) m?  mx

(SKO(X) = T = FSIHT

Pekerjaan virtual eksternal didefinisikan sebagai:

Wexe = F¢ Uc+Fa%+Fb§@

é
——
-1 0 0

Pekerjaan virtual internal didefinisikan sebagai:

L
Wipe = —j M (x)6ko(x)dx
0

L
S = Sl = iPxnzlnxd lePan'nxd—P
int — int — — -[07 L—ZSIDT X+L( —2)7 L—ZSIHT x| =—
2

Persamaan perpindahan virtual:
5W=5Wext+6Wmt=_Fc_P=0_>Fc=_P=Pl

Pembahasan (a) dan (b): Untuk memperoleh nilai "eksak" dari beban tengah bentang P, kita
cukup menggunakan medan perpindahan virtual yang "dapat diterima secara kinematis"
(kinematically admissible). Hal ini berlaku asalkan sistem gaya nyata (baik internal maupun

eksternal) memenuhi persamaan diferensial pengatur:

0°M(x)
—xz wy(x) =0

serta kondisi batas gaya. Perlu diingat bahwa persamaan perpindahan virtual adalah cara
alternatif untuk menyatakan persamaan kesetimbangan. Perlu dicatat bahwa kedua pilihan
medan perpindahan virtual ini lebih disukai karena mengeliminasi kerja virtual eksternal yang
disumbangkan oleh reaksi perletakan. Oleh karena itu, tidak perlu menentukan reaksi
perletakan terlebih dahulu.

(c) 6vy(x) =— (% — cos (%))
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Medan perpindahan virtual yang diberikan ini dapat diterima secara kinematik karena
memenuhi persyaratan berikut:
1. Medan perpindahan virtual harus kontinu dan memiliki turunan pertama yang kontinu
di setiap titik di dalam elemen.
2. Besaran perpindahan virtual harus berada dalam rentang keberlakuan teori
perpindahan kecil.
Medan ini juga memenubhi syarat batas geometris (esensial):

6v,(0) = 0.5 dan §vy(L) = —0.5 - 6v, = 0.5 and v, = —0.5

Oleh karena itu, medan perpindahan virtual ini dapat diterima secara geometris.
Kelengkungan lentur virtual (regangan resultan) yang kompatibel dengan perpindahan virtual
tersebut didefinisikan sebagai:

0%8v,(x) _”2 cos (%)

ko) = —5 73— = 412

Usaha virtual eksternal didefinisikan sebagai:
Wy = F.6v, + F,0v, + F,61

év, = 0.207107
P P
W,y = (0.207107)F, + (0.5) 5 + (—0.5)5 = 0.207107F,
Kerja virtual internal didefinisikan sebagai:

Wipe = — fM (x)6K(x)dx

5V|/int = _6Uint =-

ipx( mcos (%) k x\PL[ m*cos (%)

2\ =25\ 22 = 0.207107P
fo 2 412 dx"‘f% ( L) > A2 dx| = 0.207107
Persamaan perpindahan maya:

SW = W,y + 6Wi,, = 0.207107F, + 0.207107P =0 =F, =—P =P |

Pembahasan mengenai (c): Dalam kasus ini, meskipun medan perpindahan virtual melanggar
batasan geometris, nilai "eksak" beban P di tengah bentang tetap dapat diperoleh selama
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sistem gaya yang sebenarnya (baik internal maupun eksternal) memenuhi persamaan
diferensial yang berlaku:

0°M(x)
W - Wy(.X') =0

serta syarat batas gaya. Namun, pilihan ini mungkin bukan langkah yang bijak karena
mengharuskan diketahuinya nilai reaksi tumpuan.

5.7 PARTIKEL DAN BENDA TEGAR

Dalam prinsip kerja virtual, perubahan kerja eksternal dan internal yang
memperhitungkan gangguan dari keadaan perpindahan virtual terhadap keadaan gaya nyata
(tegangan resultan) dipertimbangkan. Kerja virtual didefinisikan sebagai kerja yang dilakukan
oleh gaya-gaya nyata pada perpindahan virtual. Perlu dicatat bahwa persamaan kerja virtual
merupakan cara alternatif untuk menyatakan kondisi kesetimbangan.

Karena gaya (tegangan resultan) dan deformasi (regangan resultan) adalah besaran
dual dalam analisis struktur, sangat wajar untuk mengharapkan adanya pasangan konjugat dari
prinsip kerja virtual. Hal ini tentu saja benar, dan prinsip dual tersebut dikenal sebagai prinsip
kerja virtual komplementer (the complementary virtual work principle) atau prinsip gaya
virtual (the virtual force principle). Dalam prinsip ini, kerja virtual didefinisikan sebagai kerja
yang dilakukan oleh sistem gaya virtual imajiner saat melalui perpindahan nyata. Penurunan
prinsip gaya virtual untuk suatu partikel di bawah sistem gaya virtual §P dimulai dengan asumsi
bahwa partikel tersebut berpindah sejauh perpindahan nyata u (0'0). Kerja virtual yang
dihasilkan dituliskan sebagai:

n
Wi =1- ( 6Pl-> (5.99)
l
Setelah melakukan perkalian skalar dalam Persamaan (5.99), diperoleh:

n
Wyt = Ugio0P; cos 01 + -+ up,00P, cos b, = upp <Z é P; cos Bi) (5.100)

=1

Jika sistem gaya virtual dipilih sedemikian rupa sehingga berada dalam keadaan setimbang:

n
Z6Pl- cosf; =0 (5.101)
i=1

Akibatnya, kerja maya dari gaya-gaya maya yang berada dalam keadaan setimbang ini terhadap
perpindahan riil bernilai nol:
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Wiy =0 (5.102)

Pemahaman mengenai prinsip gaya virtual dapat diperkaya dengan mempertimbangkan balok
kaku pada Gambar 5.18 yang dikenai gaya eksternal F dan gaya magnet F),. Gaya magnet
tersebut diinduksi oleh sebuah magnet yang terletak pada jarak L dari balok kaku. Besarnya
Fy; diasumsikan sebanding dengan kebalikan dari pangkat tiga jarak x dari balok ke magnet.

Fy= X staux =X (5.103)
w =3 ataux = 3 .

di mana k adalah konstanta untuk medan magnet. Misalkan balok mencapai keadaan
setimbangnya setelah menempuh perpindahan nyata A. Dengan kata lain,

F—F,=0 (5.104)

Keadaan setimbang ini diganggu dengan menerapkan sistem gaya virtual yang memenubhi
persamaan kesetimbangan:

SF = 6Fy (5.105)

Usaha virtual yang dilakukan oleh sistem gaya virtual ini melalui perpindahan nyata A adalah

OW* = —=8FyA + 6FA (5.106)
Magnet Fy
I_ == — F
I = i
permukaan licin /
| | A |
[ [ [
| |
| L |

Gambar 5.18 Blok Kaku yang Mengalami Gaya Magnetik.

ko k 5.1
- =i 7 (5.107)
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Dengan menyubstitusikan Pers. (5.107) ke dalam (5.106) dan menerapkan Pers. (5.105),
ungkapan kerja maya ditulis ulang sebagai berikut:

3 ’k
W=\ —-A+1L— 7 O0F =0 (5.108)
Karena sifat sembarang dari F, diperoleh:

—A+L- |==0 (5.109)

Hubungan di atas hanyalah relasi kinematika dari masalah ini. Oleh karena itu, dapat
dinyatakan bahwa persamaan gaya virtual adalah cara alternatif untuk menyatakan persamaan
kompatibilitas sistem.

Penurunan prinsip gaya virtual untuk benda kaku di bawah sistem gaya virtual 5P
dimulai dengan asumsi bahwa benda kaku tersebut berpindah melalui pergerakan benda kaku
yang nyata. Diperoleh:

Kita memiliki:

n n
SW* = Wiy =T - <Z 51%) 3 (Z 5 B, cii) (5.110)
i=1 i=1

Setelah melakukan perkalian skalar pada Persamaan (5.110), diperoleh:

n n
SW™* = 6WSyt = (Z 6Pi> ucoso; + <Z 6 P; X dl-) w cos YP; (5.111)
i=1 i=1

Jika sistem gaya virtual dipilih sedemikian rupa sehingga berada dalam keadaan setimbang:

L

n n
5P, = 0 dan Z(SPixdi:O (5.112)

Akibatnya, kerja maya dari gaya-gaya maya yang berada dalam keadaan setimbang ini terhadap
perpindahan riil bernilai nol:

W =0 (5.113)
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Tanpa komentar tambahan, prinsip gaya virtual untuk partikel tegar dan benda tegar dapat
dinyatakan secara verbal sebagai berikut:

Perpindahan riil suatu partikel tegar dan benda tegar dalam mencapai
konfigurasi yang kompatibel adalah sedemikian rupa sehingga total kerja
virtual bernilai nol untuk setiap sistem gaya virtual yang memenuhi syarat
statis (statically admissible).

Prinsip gaya virtual tidak terlalu berguna untuk masalah benda tegar, namun menjadi sangat
berguna untuk masalah benda yang dapat terdeformasi karena merupakan cara alternatif
untuk menyatakan persamaan kompatibilitas sistem.

5.8 KERJA VIRTUAL KOMPLEMENTER

Pada bagian sebelumnya, prinsip kerja virtual komplementer—atau lebih spesifiknya,
prinsip gaya virtual—telah diturunkan dan diterapkan pada partikel tegar dan benda tegar.
Sebagaimana disebutkan sebelumnya, prinsip gaya virtual hanyalah cara alternatif untuk
mendeskripsikan kondisi kompatibilitas. Penerapan prinsip gaya virtual pada partikel tegar dan
benda tegar relatif tidak bermanfaat. Hal ini dikarenakan peran krusial sifat material dan
karakteristik tegangan-regangan dalam menentukan hasil menjadi tidak bermakna pada
masalah sistem yang tidak dapat terdeformasi. Namun, prinsip gaya virtual menjadi alat yang
sangat ampuh dalam analisis struktur ketika sifat deformabilitas sistem diperhitungkan.

Pernyataan verbal prinsip gaya virtual untuk sistem yang dapat terdeformasi dapat
dimodifikasi secara sederhana dari pernyataan prinsip perpindahan virtual. Hal ini dilakukan
dengan mengganti istilah "tegangan (tegangan resultan)" dan "gaya" masing-masing dengan
"regangan (regangan resultan)" dan "perpindahan", serta menukar istilah "kesetimbangan"
dengan "kompatibilitas". Oleh karena itu, prinsip gaya virtual dapat dinyatakan sebagai
berikut:

Regangan (regangan resultan) dan perpindahan dalam benda yang dapat
terdeformasi bersifat kompatibel dan konsisten dengan kendala geometris jika
jumlah total kerja virtual komplementer eksternal dan total kerja virtual
komplementer internal bernilai nol untuk setiap sistem gaya virtual yang
memenuhi syarat statis.

Pernyataan aljabar dari prinsip gaya virtual adalah:

SW* = SW,ey + Wiy = 0 (5.114)

SW* = 8W,yy — 8US, = 0 (5.115)
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di mana §W;;,; menyatakan kerja virtual internal komplementer dan §U;;,, menyatakan energi
regangan virtual komplementer. Untuk memperhitungkan sifat deformasi dari sistem (benda
padat dan struktur), perlu dibedakan antara kerja virtual eksternal dan internal komplementer.
Dua bagian berikutnya akan dikhususkan untuk membahas kedua besaran ini.

5.9 FORMULASI ENERGI REGANGAN VIRTUAL KOMPLEMENTER AKSIAL

Karena struktur rangka menjadi fokus utama dalam buku teks ini, moda utama aksi
internal yang ditinjau di sini adalah respons aksial, geser, dan lentur. Pada sub-bagian berikut,
ekspresi energi regangan virtual komplementer untuk setiap jenis aksi struktural akan
diturunkan.
Respons Aksial: Prinsip Gaya Virtual

Pertimbangkan segmen infinitesimal dx dari elemen yang dibebani secara aksial

dengan panjang L seperti yang ditunjukkan pada Gambar 5.19. Segmen ini berada dalam

Oup(x)
dx

kanan. Pada Bab 2, regangan aksial yang kompatibel dengan perpindahan ujung ini

keadaan kompatibel dengan perpindahan uy(x) di ujung kiri dan uy(x) + dx di ujung

didefinisikan sebagai laju perubahan perpindahan aksial terhadap koordinat aksial.

OSN (x)

ON (\) ON ( .\') +————=dx
i ox
| ow, ( X ) 1
| — P — > | & —_—
L ! x
Oty ()
ty (x) wy (x)+ ;\ dx
- —
dx

Gambar 5.19 Energi Regangan Virtual Komplementer §U},,; dari Segmen Infinitesimal:
Respons Aksial.

duy(x)
0x

go(x) = (5.116)

Seluruh segmen infinitesimal dianggap sebagai benda bebas dan dikenai gaya virtual SN (x) di

ujung kiri, oleh SN(x) + aa;vx(x) dx di ujung kanan, serta oleh beban terbagi rata eksternal

virtual 6w, (x) sepanjang panjangnya. Akibatnya, kerja virtual yang dihasilkan adalah:

AN (x) du(x)
Wi = (Ow, (x)dx)ug(x) — SN(x)uy(x) + <6N(x) + % dx) (uo(x) + 9% dx> (5.117)

Wit = (Sw(x)dx)uy(x) — SN(x)ugy(x) + SN(x)uy(x) +
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oug(x) d6N (x) O8N (x) dug(x)
6N (x) 9% dx + Ep dx |uy(x) + 9% dx 9% dx (5.118)
—6wx(x) 2nd order term

Dengan menerapkan persamaan kesetimbangan diferensial (2/2.1) pada segmen batang dan
mengabaikan suku orde kedua, Persamaan (5.118) ditulis sebagai berikut:

duy(x)
ox

SWz, = SN (x) dx (5.119)

Berdasarkan persamaan (5.115), dapat disimpulkan bahwa:

du(x)
0x

8U*. = 8N(x)

int

dx (5.120)

Dengan ST’:“ melambangkan energi regangan virtual komplementer dari segmen infinitesimal

dx. Persamaan (5.120) juga dapat ditulis dalam bentuk regangan sebagai berikut:
8Uine = ON(x)go(x) dx (5.121)

Untuk keseluruhan panjang elemen yang dibebani secara aksial, energi regangan virtual
komplementer U, adalah:

L L

Jika hanya material elastis linear yang ditinjau, hubungan fleksibilitas penampang berikut

N(x)
EA(x)

g(x) = (5.123)

disubstitusikan ke dalam Pers. (5.122) dan energi regangan virtual komplementer dinyatakan
sepenuhnya dalam bentuk gaya aksial internal (tegangan resultan) sebagai berikut:

1
* = * o= N N 124
803, = [ 80, = [ 8NGO (555) V) dx (5.124)
Berdasarkan Pers. (5.114), kerja virtual internal komplementer dituliskan sebagai:

Wi = — fSN(x)sO(x) dx (5.125)
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Penting untuk dicatat bahwa dalam prinsip gaya virtual, medan perpindahan nyata u, (x) harus
dikaitkan dengan sistem dasar (gaya dan deformasi) di mana tidak ada gerakan benda kaku.
Jika tidak, tidak mungkin untuk menetapkan medan gaya virtual SN (x) yang secara statis
dapat diterima.
Respon Geser: Prinsip Gaya Virtual

Pertimbangkan segmen infinitesimal dx dari anggota yang diberi beban vertikal dengan
panjang L seperti yang ditunjukkan pada Gambar 5.20. Segmen ini berada dalam keadaan

0vs(x)
ox

Bab 2, regangan geser didefinisikan sebagai laju perubahan perpindahan vertikal terhadap
koordinat aksial.

kompatibel dengan perpindahan v,(x) di ujung kiri dan v,(x) + di ujung kanan. Pada

Gambar 5.20 Energi Regangan Virtual Komplementer 8U, dari Segmen Infinitesimal:
Respons Geser.

dvs
Yo(x) = vaix) (5.126)

Seluruh segmen infinitesimal dianggap sebagai benda bebas dan diganggu oleh gaya virtual

S8V (x) di ujung kiri, oleh 8V (x) + asg/;x)

eksternal semu 8Wy(x) sepanjang bentangannya. Akibatnya, kerja maya yang dihasilkan
adalah:

dx di ujung kanan, dan oleh beban terdistribusi

a8V (x) v (x)
Wt = (SWy(x)dx)vs (x) = 8V (x)vs(x) + <8V(x) + 9% dx) <vs(x) + o dx) (5.127)

dvg(x) x4 a8V (x)

SWee = (Swy (x)dx)vs(x) — 8V (x)v5(x) + 8V (x) v (x) + 8V (x) Ix o X vs(x)
—’o‘wy(x)
N (68V(x) dx) (6vs(x) dx) (5.128)
dx 0x

2nd order term
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Dengan menerapkan persamaan kesetimbangan vertikal (2/2.13) pada segmen balok dan
mengabaikan 2" orde kedua, Persamaan (5.128) ditulis sebagai berikut:

Vs (x)
SWexe = X (5.129)
dx
Berdasarkan persamaan (5.115), dapat disimpulkan bahwa:
_— vs(x)
SUpne = Ox X (5.130)

Dengan 8U;", melambangkan energi regangan virtual komplementer dari segmen infinitesimal

int
dx. Persamaan (5.130) juga dapat ditulis dalam bentuk regangan sebagai berikut:

8U; = SV (x)yo(x)dx (5.131)

Untuk keseluruhan panjang elemen yang dibebani secara vertikal, energi regangan virtual
komplementer 8U},,, adalah:

S8U: = fSUmt fLSV(x)yo(x)dx (5.132)

Jika hanya material elastis linear yang ditinjau, hubungan fleksibilitas penampang berikut

V(x)
GAs(x)

Yo(x) = (5.133)

disubstitusikan ke dalam Pers. (5.132) dan energi regangan virtual komplementer dinyatakan
sepenuhnya dalam bentuk gaya geser internal (tegangan resultan) sebagai berikut:

SUL, = f ST, = f SV(x) e )> V(x)dx (5.134)
Berdasarkan Pers. (5.114), kerja virtual internal komplementer dituliskan sebagai:
Wi = — f 8V (x)yo(x)dx (5.135)
L

Penting untuk dicatat bahwa dalam prinsip gaya virtual, medan perpindahan riil v;(x) harus
dikaitkan dengan sistem dasar (gaya dan deformasi) yang tidak mengalami gerak benda tegar.
Jika tidak, medan gaya virtual 8V (x) yang memenuhi syarat statis tidak dapat dibentuk.
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Respon Lentur: Prinsip Gaya Virtual
Perhatikan segmen infinitesimal dx dari elemen yang diberi beban vertikal dengan

panjang L seperti yang ditunjukkan pada Gambar 5.21. Segmen ini berada dalam keadaan
avO(x)d

kompatibel dengan perpindahan v,(x) dan rotasi 6,(x) di ujung kiri dan vy(x) +

aez( )dx di ujung kanan. Seluruh segmen infinitesimal tersebut ditinjau sebagai

dan 0,(x) +
benda bebas dan dikenai gangguan berupa gaya virtual 8V (x) dan momen virtual M (x) di
ujung kiri, oleh 8V (x) + 68V(x)d dan 6M(x) + aSM( )

terdistribusi eksternal virtual 8wy(x) di sepanjang panjangnya.

Akibatnya, kerja virtual yang dihasilkan adalah:

dx di ujung kanan, dan oleh beban

SW = (SWy(x)dx)vo(x) — 8V (x)vy(x) + <8V(x) n aSgJEx) )( ) + avoix) x)

d6M (x) 00,(x)
+ <8M(x) + dx) <Gz(x) + e dx) (5.136)

0x

0.(x)
 (x dx
FoM(. f "
Bl | s meremer '
gl (l HHUHH.T> 1
el
()I oV(x)+ (‘()’1 ( ¥) dx

Gambar 5.21 Energi Regangan Virtual Komplementer 8Umt pada Segmen Infinitesimal:
Respons Lentur.
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(6wy (x)dx)vo () = 8V (x)ve(x) — SM(x)0,(x) + 8V(x)ve(x) +

SWext =

(

SM(x)0,(x) + M (x )

d8M(x)

20,(x)

ox

a)(

0x

(x) dx +

d6M (x)
X

dx |10,(x) +

-8V(x)

“)

aslv asv 0
SV (x) 0( ) ) dx |ve(x) + ) dx Zo(x) dx | +
dx d0x d0x
z(x) _8Wy(x) 2nd order term

(5.137)

2nd order term

Dengan menerapkan persamaan kesetimbangan diferensial (2/2.13-14) dari segmen balok,

avo( )

" dan dengan mengabaikan suku-suku orde 2"Y, Persamaan

mendefinisikan 0,(x) =

(5.137) ditulis sebagai:

0,(x)
Wy = SM(x ) % dx (5.138)
Berdasarkan persamaan (5.115), dapat disimpulkan bahwa:
00, (x)
8U;,, = SM(x) % dx (5.139)

Pada Bab 2, regangan lentur (kelengkungan) didefinisikan sebagai laju perubahan rotasi
terhadap koordinat aksial.

06, (x)

= 5.140
ko) = —= (5.140)

Oleh karena itu, Persamaan (5.139) ditulis ulang sebagai berikut:
8U,; = SM(x)ko(x)dx (5.141)

Untuk keseluruhan panjang elemen yang dibebani secara vertikal, energi regangan virtual
komplementer 8U},,, adalah:

SUine = f(SUm,t fSM(x)KO(x)dx (5.142)
L

Jika hanya material elastis linear yang ditinjau, hubungan fleksibilitas penampang berikut
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M(x)
IE (x)

Ko(x) = (5.143)

disubstitusikan ke dalam Pers. (5.142) dan energi regangan virtual komplementer dinyatakan
sepenuhnya dalam bentuk momen internal (tegangan resultan) sebagai berikut:

SUL, = fL ST = fL M (x) (IEwM(x)dx (5.144)

Berdasarkan Pers. (5.114), kerja virtual internal komplementer dituliskan sebagai:
Wiy = — fSM(x)KO(x)dx (5.145)
L

Perlu dicatat bahwa dalam prinsip gaya virtual, medan perpindahan nyata v,(x) dan rotasi
0,(x) harus dikaitkan dengan sistem dasar (gaya dan deformasi) yang tidak mengalami gerak
benda tegar. Jika tidak, medan gaya virtual 8V (x) dan momen virtual M (x) yang memenuhi
syarat statis tidak dapat ditetapkan.

Persamaan (5.122), (5.142), dan (5.132) membentuk ekspresi energi regangan virtual
komplementer untuk elemen rangka Timoshenko bidang dan dapat dituliskan dalam bentuk
matriks sebagai berikut:

8U;Tlt = JSGTB(X)TETB(x)dx (5146)
L
di mana vektor 8o75(x) memuat tegangan resultan virtual dan didefinisikan sebagai:
Sorp(x) = [6N(x) 8&M(x) 8V(x)]* (5.147)

dan vektor £75(x) memuat regangan resultan riil serta didefinisikan sebagai:

erp(x) = [g9(x) ko(x) Yo(x)]” (5.148)

Jika hanya material yang elastis secara linear yang ditinjau, maka matriks fleksibilitas
penampang berikut

1
g0 (x) EAG) (1) " N(x)
Ko(x)p=| O E10) M(x) p atau er5(x) = Crg(x)org(x)  (5.149)
Yo(x) g V()

0 0 GAs(x).
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disubstitusikan ke dalam Pers. (5.146) dan energi regangan virtual komplementer dinyatakan
sepenuhnya dalam bentuk tegangan (tegangan resultan) sebagai berikut:

1
0 0
T|EA(x
PNt PSS ) R
iTlt == X .X' X .
L sv(x) El(x) V(x)
0 GA(x)]
atau dalam bentuk ringkas sebagai:
Ui = [ 8075 Cro ()07 () (5.151)
L

Untuk elemen rangka Euler-Bernoulli, efek geser diabaikan. Oleh karena itu, energi regangan
virtual komplementernya dinyatakan sebagai:

SUL, = jL 8055 () egp (X)dx = jL {SA’\/’I%}T {}izg;}dx (5.152)

di mana vektor 805 (x) memuat tegangan resultan virtual dan didefinisikan sebagai:
8ogp(x) = [6N(x) SM(x)]” (5.153)
dan vektor €z (x) memuat regangan resultan riil serta didefinisikan sebagai:

egp (1) = [go(X) Ko (X)]" (5.154)

Jika hanya material yang elastis secara linear yang ditinjau, maka matriks fleksibilitas
penampang berikut

1

— 0
=1

} atau 55 (%) = Cpp ()05 (x) (5.155)

El(x)

disubstitusikan ke dalam Pers. (5.152) dan energi regangan virtual komplementer dinyatakan
sepenuhnya dalam bentuk tegangan (tegangan resultan) sebagai berikut:
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1
. [ (SN |EA() N(x)
SUL. _L{SM(X)} ) ) {M(x)}dx (5.156)
EI(o]
atau dalam bentuk ringkas sebagai:
8Upne = .[_SO-EB(X)TCEB(x)GEB(x)dx (5.157)
L

5.10 USAHA VIRTUAL EKSTERNAL KOMPLEMENTER: ELEMEN RANGKA

Pada bagian sebelumnya, telah diturunkan persamaan untuk energi regangan virtual
komplementer bagi beberapa aksi struktural. Tujuan utama bagian ini adalah menurunkan
persamaan usaha virtual eksternal komplementer akibat berbagai pembebanan eksternal.
Tinjau elemen batang dalam sistem dasarnya sebagaimana diperlihatkan pada Gambar 5.22a.
Elemen ini berada dalam keadaan kompatibel antara deformasi riil v; dan medan perpindahan
riil uy(x). Usaha virtual eksternal komplementer yang dilakukan oleh sistem gaya virtual yang
memenubhi syarat statis (8g; dan 6w, (x)) terhadap deformasi riil v; dan medan perpindahan
riil uy(x) adalah:

Wy = 8qv1 + JSWx(x)uO(x)dx (5.158)
L

Perhatikan elemen balok dalam sistem dasarnya sebagaimana ditunjukkan pada Gambar
5.22b. Elemen ini berada dalam keadaan kompatibel antara deformasi riil v, dan v; serta
medan perpindahan riil vy(x). Usaha virtual eksternal komplementer yang dilakukan oleh
sistem gaya virtual yang secara statis dapat diterima (8q,, 8q3, dan 6w, (x)) terhadap
deformasi riil (v, dan v3) serta medan perpindahan riil v,(x) adalah:

SWexe = 6q2v; + 8q3v3 + féiwy(x)vo(x)dx (5.159)
L
v, ()
X, u, (\) ] ()‘\1'), (\)
Sw, (\) 35q,,v, 04, v, g, v
| | —> F, ( % ;
S 2 ss E -
| " i i L i
(a) Sistem Batang (b) Sistem Balok

Gambar 5.22 Kerja Virtual Eksternal Komplementer: Sistem Batang dan Balok.
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Persamaan (5.158) dan (5.159) membentuk ekspresi kerja maya eksternal komplementer
untuk elemen rangka bidang dan dapat dituliskan bersama sebagai berikut:

Wy = 8qv1 + 8q,v, + Oq3v5 + fSWx(x)uO(x)dx + f&wy(x)vo(x)dx (5.160)
L L
atau dalam bentuk matriks sebagai:
Wi =8qTv + fSW(x)Tu(x)dx (5.161)
L

di mana vektor deformasi dasar elemen v didefinisikan sebagai [V1 V2 V3]T vektor gaya
dasar elemen q didefinisikan sebagai [¢1 92 43]" vektor medan perpindahan elemen u(x)
yang terkait dengan sistem dasar didefinisikan sebagai [uy(x) vy(x)]” dan vektor beban
elemen w(x) didefinisikan sebagai [y (x) w,,(x)]7.

5.11 PRINSIP GAYA VIRTUAL: ELEMEN RANGKA

Pada dua bagian sebelumnya, telah diturunkan persamaan untuk energi regangan
virtual komplementer dan kerja virtual eksternal komplementer bagi elemen rangka yang
mengalami berbagai jenis pembebanan. Pada bagian ini, persamaan gaya virtual untuk
beberapa jenis elemen rangka akan dirumuskan. Perlu dicatat bahwa persamaan gaya virtual
merupakan cara alternatif untuk menyatakan persamaan kompatibilitas.
Elemen Batang:

Berdasarkan Pers. (5.158) dan (5.122), persamaan total kerja virtual komplementer
(5.115) untuk elemen batang dapat ditulis sebagai berikut:

SW* = 6q v, + j&wx(x)uo(x)dx — JSN(x)so(x)dx =0 (5.162)
L L

8Wext 8Uint

Perlu ditekankan kembali bahwa medan perpindahan wu,(x) serta deformasi ujung v,
berkaitan dengan sistem dasar yang memungkinkan ditetapkannya sekumpulan gaya virtual
yang memenuhi syarat statis (8q;, dw,(x), dan 8N(x)). Mengingat sifat gaya virtual yang
arbitrer, sistem gaya virtual tersebut dapat dipilih sedemikian rupa sehingga 6w, (x) = 0 tanpa
mengurangi keumumannya. Oleh karena itu, Persamaan (5.162) dapat disederhanakan
menjadi:

SW* = 6q v, — JSN(x)sO(x)dx =0 (5.163)
L
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Elemen Rangka Timoshenko:
Berdasarkan Persamaan (5.160), (5.122), (5.142), dan (5.132), ekspresi kerja maya
komplementer total (5.115) untuk elemen rangka Timoshenko dapat ditulis sebagai berikut:

_6q1v1 + 8q,v, + 6q3v5 + fSWx(x)uO(x)dx + f&wy(x)vo(x)dx_
L L

SW* = OWenxt —0 (5.164)

— fSN(x)sO(x)dx + fSM(x)KO(x)dx + fSV(x)yO(x)dx

L L L
8Une
dalam bentuk matriks sebagai:
SW* =8q"v + jSW(x)Tu(x)dx - fSGTB(x)TsTB(x)dx =0 (5.165)
L L
8Wext 8Uns

Perlu ditekankan kembali bahwa medan perpindahan u(x) serta deformasi ujung v dikaitkan
dengan sistem dasar di mana dimungkinkan untuk menetapkan serangkaian gaya virtual yang
secara statis dapat diterima (8q, dw(x), dan SGTB(x)). Karena sifat gaya virtual yang
sembarang, sistem gaya virtual dapat dipilih sedemikian rupa sehingga dw,(x) = 0 tanpa
mengurangi keumumannya. Oleh karena itu, Persamaan (5.165) dapat disederhanakan

menjadi:
SW* = Squ - JSO-TB(X)TETB(X)CLX = O (5166)
L

Elemen Rangka Euler-Bernoulli:
Berdasarkan Persamaan (5.160), (5.122), dan (5.142), ekspresi kerja maya
komplementer total (5.115) untuk elemen rangka Euler-Bernoulli dapat ditulis sebagai berikut:

_Sqlvl + 8q,v, + 8q3v5 + f&wx(x)uo(x)dx + f(‘iwy(x)vo(x)dx_
L L
SW* = OWee -0 (5.167)
—fSN(x)so(x)dx + f(SM(x)KO(x)dx
L L
8Ujne
dalam bentuk matriks sebagai:
SW*=8q"v+ JSW(x)Tu(x)dx - ISGEB(x)TsEB(x)dx =0 (5.168)
L L
SWe*xt SUL'*nt
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Perlu ditekankan kembali bahwa medan perpindahan u(x) serta deformasi ujung v
berkaitan dengan sistem dasar di mana dimungkinkan untuk menetapkan sekumpulan gaya
virtual yang dapat diterima secara statis (6q,8w(x), dan SGEB(X)). Mengingat sifat gaya
virtual yang arbitrer, sistem gaya virtual tersebut dapat dipilih sedemikian rupa sehingga
dw(x) = 0 tanpa mengurangi keumumannya. Oleh karena itu, Persamaan (5.168) dapat
disederhanakan menjadi:

SW* =8q"v — fScEB(x)TsEB(x) dx =0 (5.169)
L

5.12 KARAKTERISTIK SISTEM GAYA VIRTUAL YANG DAPAT DITERIMA SECARA STATIS

Seperti halnya medan perpindahan virtual, medan gaya virtual tidak sepenuhnya
sembarang, melainkan harus memenubhi kondisi tertentu. Kondisi ini dikenal sebagai kondisi
"dapat diterima secara statis" (statically admissible). Dengan kata lain, persyaratan mendasar
bagi setiap sistem gaya virtual adalah sistem tersebut harus memenuhi kondisi kesetimbangan
internal maupun eksternal.

Sebagai contoh, ditinjau sebuah balok dengan tumpuan sederhana (Gambar 5.23) yang
dikenai gaya virtual 6P di tengah bentang. Berdasarkan prinsip dasar, dapat diamati bahwa
gaya-gaya virtual eksternal yang bersesuaian pada ujung a dan b adalah:

O0R, =06P/2 dan OR, = 6P/2 (5.170)

dan ekspresi geser virtual yang bersesuaian adalah:
8V(x) =—6P/2untuk 0 < x <L/2 (5.171)
8V(x) =6P/2untuk L/2 < x <L (5.172)

dan ekspresi momen virtual yang bersesuaian adalah:

OPx
SM(x) = - untuk 0 < x < L/2 (5.173)
x\ OPL
SM(x) = (1 - Z)T untukL/2 <x <L (5.174)
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X a * b

b
A & 5P
5Ra = JTPT T 5Rb = 7
I L i Gaya Virtual Eksternal
oP 5Px SPL x\6PL
2 6M(X)=)/T\(<(x)_ (l : >—2_
_oP
2
Diagram Gaya Geser Virtual Internal Diagram Momen Virtual Internal

Gambar 5.23 Sistem Gaya Virtual yang Memenubhi Syarat Statis.

oP

™ M(x)= OPL (ﬂ—x)
/_\ ’ "
Diagram Momen Virtual Internal

M (x) 5P7rcos(7t_x)
o = 4 i

oV(x)=

_oPx

4

Diagram Gaya Geser Virtual Internal
oP
a b

§PﬂT t OPr

ORy=— IRy =22
“ 4 Gaya Virtual Eksternal )

Gambar 5.24 Sistem Gaya Virtual yang Tidak Memenuhi Syarat.

Oleh karena itu, gaya-gaya virtual eksternal (6P,8R,, dan 8R,) serta gaya-gaya virtual
internal (8V (x) dan M (x)) membentuk suatu himpunan gaya virtual yang memenubhi syarat
statis, karena gaya-gaya tersebut memenuhi kondisi kesetimbangan baik eksternal (global)
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maupun internal (lokal). Pembaca dipersilakan untuk memverifikasi kondisi-kondisi
kesetimbangan tersebut.

Sekarang diasumsikan bahwa balok yang sama (Gambar 5.24) dikenai gaya virtual 6P
di tengah bentang. Dengan asumsi bahwa persamaan momen virtual adalah:

OPL  /mx
SM(x) = —; s (T) (5.175)
dan ekspresi geser virtual yang bersesuaian adalah:
d6M(x) 8Pm X
SV(x) =— Fra ) cos (T) (5.176)

l 50 kN

5
2

(SR

Gambar 5.25 Balok Statis Tak Tentu.
dan gaya virtual luar yang bersesuaian pada ujung a dan b adalah:
S8R, = 6Pmt/4 dan OR, = 6Pm/4 (5.177)

Jelaslah bahwa sistem gaya virtual eksternal (6P, 6R,, dan 8R}) serta gaya virtual internal
(8V(x) dan 8M(x)) ini tidak memenuhi syarat statis (tidak statically admissible) karena
melanggar kondisi kesetimbangan baik eksternal (global) maupun internal (lokal).

0°M(x)
0x?

S8R, +6R, — 8P =0 dan -wy(x) #0 (5.178)

0

Pada umumnya, dan khususnya untuk struktur statis tak tentu, terdapat lebih dari satu
pilihan sistem gaya virtual yang memenuhi syarat statis (statically admissible). Sebagai contoh,
perhatikan balok menerus yang ditunjukkan pada Gambar 5.25. Balok ini bersifat statis tak
tentu secara eksternal. Oleh karena itu, terdapat tak hingga banyaknya kemungkinan sistem
gaya virtual yang memenuhi syarat statis untuk beban luar yang bekerja pada balok tersebut.
Gambar 5.26 memperlihatkan tiga contoh sistem gaya virtual yang memenuhi syarat statis
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untuk balok pada Gambar 5.25. Semuanya memenuhi kondisi kesetimbangan eksternal
(global) maupun internal (lokal).

Meskipun tersedia tak hingga banyaknya pilihan sistem gaya virtual yang memenubhi
syarat statis untuk struktur statis tak tentu, lebih bijaksana untuk menggunakan bentuk
struktur yang statis tertentu, seperti yang ditunjukkan pada Gambar 5.26b dan 5.26¢. Bentuk
struktur statis tak tentu yang ditunjukkan pada Gambar 5.26a bukanlah pilihan yang bijak
untuk sistem gaya virtual karena bentuk tersebut merepresentasikan struktur yang sedang
dianalisis itu sendiri.

Contoh 5-3

Untuk balok kantilever Timoshenko yang ditunjukkan pada Gambar 5.27, gunakan

prinsip gaya virtual untuk menentukan lendutan di ujung balok.

VSP ;5P

T 0,40636P 1 0,68756P 0,09386PT TO,SéP T 0,56P
0,20326PL 0,256PL
0,09386PL
(a) Sistem Gaya Virtual yang Dapat Diberima Secara Statis : (b) Sistem Gaya Virtual yang Dapat Diberima Secara Statis :
Sistem Indeterminate Secara Statis Sistem Gaya yang Ditentukan Secara Statis
i 6P

f 150 -
0,56PL

(c) Sistem Gaya Virtual yang Dapat Diberima Secara Statis :
Sistem Gaya yang Ditentukan Secara Statis

Gambar 5.26 Himpunan Gaya Virtual yang Dapat Diterima Secara Statis: Sistem Statis Tak
Tentu dan Tentu.

S

IE = konstan X
GA, = konstan

AT

Gambar 5.27 Contoh 5.3.
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e Penyelesaian: Karena lendutan di ujung balok yang ingin diketahui, maka sistem gaya

virtual eksternal seperti pada Gambar 5.28 diterapkan:
8R4y, = —1.0; 8M,, = —L;dan 6P = 1.0

Deformasi riil internal dan gaya virtual internal yang bersesuaian ditunjukkan pada Gambar

5.29.

OM,, =~L SP=1.0
IE = konstan X
% GA, = konstan
ORgy=-1.0
| L |

Gambar 5.28 Contoh 5.3 (Lanjutan).

6P=1,0

Z P V
’ IE = konstanta IE = konstanta X
GA; = konstanta GA; = konstanta
P
y(x) = GA. sV(x)=1
+ +

Sistem Gaya Virtual

Sistem Deformasi Sebenarnya
Gambar 5.29 Contoh 5.3 (Lanjutan).
Kerja virtual eksternal komplementer adalah

Weye = 8\_!3 Atip = Atip
1

Pekerjaan virtual internal yang saling melengkapi adalah
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Wiy = — fSM(x)KO(x)dx - fSV(x)yo(x)dx
L L

_ f(l X)PL(1 X)Ld f P (1.0)dx = PL? PL
S T DIECG DR e Y T T3IE T Ga,

Total kerja maya komplementer adalah:

SW* = dWpy + 8Wi;<1t = Atip T

Ketika solusi ini dibandingkan dengan solusi "eksak" yang diperoleh dari bentuk kuat
(strong form) permasalahan tersebut, ditemukan bahwa keduanya identik. Hal ini tidaklah
mengherankan karena sejauh ini tidak ada pendekatan atau asumsi penyederhanaan yang
dilakukan. Ini merupakan salah satu karakteristik menarik dari prinsip gaya virtual. Selama dua
puluh tahun terakhir, penulis telah mencermati karakteristik prinsip gaya virtual yang
menguntungkan ini dan telah merumuskan beberapa model rangka berbasis fleksibilitas dalam
kerangka kerja prinsip gaya.

5.13 DERIVASI HUBUNGAN KONTRAGRADIEN GAYA—PERPINDAHAN

Sebelum melangkah ke bagian selanjutnya mengenai perumusan prinsip kerja virtual
dan prinsip kerja virtual komplementer untuk struktur secara keseluruhan, perlu disajikan
penurunan rasional mengenai hubungan kontragradien antara sistem gaya dan perpindahan
pada elemen rangka. Hubungan-hubungan ini telah disinggung dalam Bab 3 dan 4. Hubungan
tersebut dapat dibuktikan menggunakan prinsip kerja virtual dan prinsip kerja virtual
komplementer.

Aspek Pertama dari Hubungan Kontragradien: Prinsip Gaya Virtual

Aspek pertama yang akan ditinjau adalah pemilihan deformasi elemen dasar v sebagai
pasangan kerja konjugat bagi gaya elemen dasar gq. Sebagaimana ditemukan dalam Bab 3 dan
4, jauh lebih sederhana untuk memilih gaya elemen dasar dengan mempertimbangkan
persamaan kesetimbangan dibandingkan memilih deformasi elemen dasar dengan
mempertimbangkan persamaan kompatibilitas geometris. Sejauh ini, belum ada bukti yang
disajikan mengenai sifat kerja konjugat antara gaya elemen dasar (Bab 3) dan deformasi
elemen dasar (Bab 4) untuk sistem balok dengan tumpuan sederhana (simply-supported
beam). Hal ini dapat dibuktikan dengan bantuan prinsip kerja virtual komplementer.

Dalam pembahasan ini, ditinjau himpunan lengkap gaya ujung dan perpindahan ujung
dari suatu elemen rangka sebagaimana diperlihatkan pada Gambar 5.30. Perlu dicatat bahwa
tidak ada beban batang yang bekerja pada sistem (Gambar 5.30 a) karena pengaruhnya dapat
diperhitungkan dalam gaya-gaya ujung batang ekuivalen sebagaimana dibahas pada Bab 3.
Misalkan perpindahan ujung batang U yang ditunjukkan (Gambar 5.30 b) berada dalam
keadaan kompatibel. Sistem kompatibel ini kemudian diberi gangguan berupa sekumpulan
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gaya ujung batang virtual 8P. Kerja virtual komplementer eksternal yang dilakukan oleh gaya-
gaya virtual § P terhadap perpindahan riil U didefinisikan sebagai berikut:

SWe*xt = SFTU = 8P_1U_1 + 6P2U2 + 6P3U3 + SE_U_4_ + 8P5U5 + 8P6U6 (5179)

Perlu diingat bahwa gaya ujung virtual elemen 8P tidak sepenuhnya sembarang,
melainkan harus membentuk sistem yang memenuhi syarat keseimbangan statis. Dengan kata
lain, hanya terdapat tiga gaya virtual bebas &q, sedangkan tiga gaya ujung sisanya dapat
dinyatakan dalam bentuk gaya-gaya virtual bebas tersebut melalui kondisi keseimbangan
elemen secara keseluruhan, dengan menggunakan model balok tumpuan sederhana
sebagaimana ditunjukkan pada Gambar 5.31.

|
'Jw |

,,NOI K$\
=y
—
~.
= —
o

' L

(a) Gaya Ujung Anggota

U ’ T U_s =

U| i j T ; 4
E_ | 75 [- 0
U, Us

(b) Perpindahan Ujung Anggota

Gambar 5.30 Gaya Ujung dan Perpindahan Ujung Elemen: Sistem Referensi Lokal.

_ S E

= ' 5P,
8B 425 i : SP,
AN J AN _
L—»_l- al )
oh (a) Sistem Gaya Virtual Lengkap
0P, — dq,

[ 6P, > oq,

m (b) Sistem Gaya Virtual Dasar 7525 oF, = 0g,

Gambar 5.31 Sistem Balok Tumpuan Sederhana: (a) Sistem Gaya Virtual Lengkap; (b) Sistem
Gaya Virtual Dasar.
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Berdasarkan Bab 3, hubungan statis (3/3.10) antara gaya-gaya virtual pada sistem lengkap dan
sistem dasar adalah:

8P, = —=8q;; 8P, = 8q,/L + 8q3/L; 6P; = 8q;
P, =8qy; 6Ps=—8qy/L—8qz/L; 8Ps=8q; (5.180)

dalam bentuk matriks sebagai:

_SP_l_

Pl 1 o 0

hal 10 1L 1L | s,

P10 1 0 [qul atau 6P = by5q (5.181)
55,711 o 0 |lse:

si| [0 -1 -1

57 L0 0 1

Dengan menyubstitusikan Pers. (5.180) ke dalam (5.179), diperoleh:

8Weye = 8PTU = 8P, U; + 8P,U, + 8P3Us + 8P, U, + 8PsUs + 8P Ug
= —8q,U; + (8q2/L + 8q3/L)U; + 8q,Us + 8q1 Uy + (=842 /L — 8q3/L)Us + 8q3Ug
= 8q1(Uy — Uy) +8q,(Us + Uy /L — Us/L) + (Us + Uz /L — Us/L)8qs5
= 8q,v; + 8q,v, + 8q3v3 = 8qTv (5.182)

Berdasarkan dua hubungan terakhir dari Pers. (5.182), dapat disimpulkan bahwa deformasi

dasar elemen—yang merupakan pasangan kerja konjugat dari gaya dasar elemen—
didefinisikan dalam bentuk perpindahan ujung elemen sebagai berikut:

vy = U, —Uy); v, =Us—(Us—U,)/L;dan vy = Ug — (Us — U,) /L (5.183)

dalam bentuk matriks sebagai:

vy -1 0 01 0 oylg
{v2}=[0 1/L 1 0 —-1/L O0f{3}atauv =bLU (5.184)
o 1/L 0 o —1/L 1l|Us

Hubungan-hubungan ini persis sama dengan yang diperoleh pada Bab 4 (4/4.22) berdasarkan
pertimbangan geometris yang dilinearisasi terhadap kinematika rangka.

Kesimpulan penting lainnya yang ditarik dari hubungan pertama dan terakhir pada
Persamaan (5.182) adalah:
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§PTU = 8q™v (5.185)

Hubungan ini secara sederhana menyiratkan invariansi kerja maya komplementer, baik yang
didefinisikan terhadap sistem batang lengkap maupun sistem batang dasar. Kesimpulan ini
dapat dibenarkan karena kerja maya merupakan besaran skalar yang seharusnya tidak
bergantung pada kerangka acuan apa pun.

Berdasarkan pengamatan terhadap sistem balok dengan tumpuan sederhana,
kesimpulan-kesimpulan tersebut kini dapat diterapkan pada sistem dasar lainnya serta pada
berbagai kombinasi gaya dan perpindahan, baik untuk batang rangka maupun—pada tahap
selanjutnya—untuk struktur rangka secara keseluruhan. Misalkan kedua sistem gaya P dan g
saling terkait melalui matriks kesetimbangan b:

P =bq (5.186)

Misalkan kedua sistem perpindahan yang bersesuaian masing-masing adalah U dan v. Karena
kerja virtual eksternal komplementer bersifat invarian terhadap sistem acuan tertentu apa
pun, hubungan kesamaan kerja tersebut dapat dituliskan sebagai berikut:

§PTU = 8q™v (5.187)
System!  System Il

Perlu dicatat bahwa kedua sistem gaya virtual tersebut saling berkaitan melalui:
8P = b8q = 6PT = 8q"bT (5.188)

Dengan menyubstitusikan Pers. (5.188) ke dalam (5.187), diperoleh:

8qThTU = 8q"v = 8qT(bTU—-v) =0 (5.189)
System | System Il

Karena sifat sembarang dan independensi dari 8q, diperoleh hubungan berikut:

v=>bTU (5.190)
Oleh karena itu, secara umum dapat dinyatakan bahwa jika dua sistem gaya dihubungkan
melalui relasi kesetimbangan P = bq, maka sistem perpindahan yang bersesuaian dengannya
harus memenuhi relasi kompatibilitas v = b U. Transformasi kontragradien yang bersesuaian

adalah:

P=bgq=>v=>0"U (5.191)
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Perlu disampaikan bahwa persamaan kerja maya komplementer merupakan cara lain untuk
merepresentasikan hubungan kompatibilitas.
Aspek Kedua dari Hubungan Kontragradien: Prinsip Perpindahan Maya

Aspek kedua yang sedang dibahas adalah pembuktian bahwa jika dua sistem
perpindahan saling terkait melalui hubungan kompatibilitas v = @aU, maka sistem gaya yang
bersesuaian dengannya harus memenuhi hubungan kesetimbangan P = a’q. Hal ini dapat
ditunjukkan dengan bantuan prinsip kerja maya.

Diasumsikan bahwa himpunan dasar gaya ujung elemen g yang diperlihatkan pada
Gambar 5.32(a) berada dalam keadaan setimbang. Perlu dicatat bahwa tidak ada beban
elemen yang bekerja pada sistem tersebut karena pengaruhnya dapat diperhitungkan ke
dalam gaya ujung elemen ekuivalen sebagaimana telah dibahas pada Bab 3. Sistem yang
setimbang ini kemudian diberi gangguan berupa sekumpulan deformasi elemen maya dasar
6v (Gambar 5.32(b)). Kerja maya eksternal yang dilakukan oleh gaya-gaya riil g terhadap
deformasi maya 6v didefinisikan sebagai:

SWoyr = Sv7q = 8v,q, + 8v,q, + Sv3q3 (5.192)
Dengan menggunakan balok dengan tumpuan sederhana sebagai sistem elemen dasar,

diperoleh hubungan kinematik (4/4.21) antara perpindahan maya pada sistem dasar dan
sistem lengkap (Gambar 5.32 c) sebagai berikut:

§v, = 8U, — 8U;;  8v, = 8U; — (8Us — 8U,) /L;
dan 8v; = 8U, — (8Us — 8U,) /L (5.193)

dalam bentuk matriks sebagai berikut:

(8T

80U,
vy -1 0 0 1 0 0|
{8172}:[0 /L 1 0 -1/L O <8U_3> or dv = a,8U (5.194)
&v, 0 1/L 0 0 —-1/L 1/|°Y

8Us

\SU,/
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Gambar 5.32 Sistem Balok Tumpuan Sederhana: (a) Sistem Gaya Dasar Riil; (b) Sistem
Deformasi Dasar Virtual; (c) Sistem Perpindahan Lengkap Virtual.

Dengan menyubstitusikan Pers. (5.193) ke dalam (5.192), diperoleh:

SWexe = Sv7q = 8v1q; + 8V,q, + 8343
= (8U, — 8U1)qy + (8U3 — (8Us — 8U,)/L)q, + (8Ug — (8Us — 8U,)/L)qs
= —q,8U; + ((q2 + q3)/L)8U; + q28Us + q,8U, + ((—q2 — 43)/L)8Us + q36U¢
= P,8U, + P,8U, + P;6U; + P,8U, + Ps8U< + P,8U, = SUTP (5.195)

Berdasarkan dua hubungan terakhir dari Pers. (5.195), dapat disimpulkan bahwa gaya-gaya

ujung batang yang merupakan pasangan kerja konjugat dari perpindahan ujung batang—
didefinisikan dalam bentuk gaya-gaya batang dasar sebagai berikut:

Pi=—q; P,=(a:+43)/L; Ps=qy;
Py =q1;Ps = —(q2+ q3)/L;  Ps =qs (5.196)

dalam bentuk matriks sebagai:

(P} -1 0 0

P, 0 1/L 1/L

Po(_[o 1 o |( 5
{24 = gz2tatau P = asq (5.197)
B, 1 0 0 |lg

P 0 -1/L -1/L

) to o 1

Hubungan-hubungan ini persis sama dengan yang diperoleh pada Bab 3 (3/3.10) dari tinjauan
kesetimbangan terlinearisasi terhadap statika rangka. Kesimpulan penting lainnya yang ditarik
dari hubungan pertama dan terakhir pada Pers. (5.195) adalah:
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svTq =8UTP (5.198)

Hubungan ini secara sederhana menunjukkan invariansi kerja virtual, baik yang didefinisikan
terhadap sistem batang dasar maupun sistem batang lengkap. Kesimpulan ini dapat
dibenarkan karena kerja virtual merupakan besaran skalar yang seharusnya tidak bergantung
pada kerangka acuan apa pun.

Berdasarkan pengamatan terhadap sistem balok dengan tumpuan sederhana,
kesimpulan-kesimpulan tersebut kini dapat diterapkan pada sistem dasar lainnya serta pada
berbagai kombinasi gaya dan perpindahan, baik untuk batang rangka maupun nantinya untuk
struktur rangka. Misalkan kedua sistem perpindahan v dan U saling terkait melalui matriks
kompatibilitas a:

v=al (5.199)

Misalkan kedua sistem gaya yang bersesuaian masing-masing adalah g dan P. Karena kerja
maya eksternal bersifat invarian terhadap sistem acuan tertentu apa pun, hubungan kesamaan
kerja dapat dituliskan sebagai berikut:

svTq = SUTP (5.200)
System|  Systemll

Perlu dicatat bahwa kedua sistem perpindahan virtual tersebut saling berkaitan melalui:
Sv=adl = svT =8UTa’ (5.201)

Dengan menyubstitusikan Pers. (5.201) ke dalam (5.200), diperoleh:

8UTa"q = 8UTP = 80U (a"q—P) =0 (5.202)
System | System I|

Karena sifat sembarang dan independensi dari 8U, diperoleh hubungan berikut:

P=a"q (5.203)
Oleh karena itu, secara umum dapat dinyatakan bahwa jika dua sistem perpindahan saling
terkait melalui hubungan kompatibilitas v = aU, maka sistem gaya yang bersesuaian harus
memenuhi hubungan kesetimbangan P = a” q. Transformasi kontragradien yang bersesuaian

adalah:

v=al=>P=a"q (5.204)
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Perlu dicatat bahwa persamaan kerja virtual adalah cara lain untuk merepresentasikan
hubungan kesetimbangan. Dari Persamaan (5.191) dan (5.204), dapat disimpulkan bahwa:

b=aldanb" =a (5.205)

5.14 PRINSIP KERJA VIRTUAL UNTUK STRUKTUR RANGKA

Sejauh ini, prinsip kerja virtual untuk elemen rangka telah dirumuskan. Semua

komponen penting telah disiapkan, yaitu:

¢ Prinsip perpindahan virtual untuk partikel tegar dan benda tegar.

e Prinsip perpindahan virtual untuk elemen rangka (benda yang dapat terdeformasi),

termasuk rumusan kerja virtual internal maupun eksternal.

¢ Transformasi kontragradien antara dua sistem gaya.
Pada bagian ini, prinsip kerja virtual untuk keseluruhan struktur rangka akan dibahas.
Sebagaimana telah disebutkan, struktur rangka terdiri dari titik simpul (partikel tegar) dan
elemen rangka (penghubung yang dapat terdeformasi). Secara eksternal, keseluruhan struktur
rangka dikenai gaya simpul yang telah ditentukan Fr,... (diketahui) dan beban terbagi rata
w(x) (diketahui) di sepanjang setiap elemen, serta gaya simpul reaksi F,,,,s: (tidak diketahui)
pada tumpuan. Keseluruhan struktur rangka dapat dipandang sebagai satu kesatuan benda
yang dapat terdeformasi jika dilepaskan dari tumpuannya. Untuk memastikan terpenuhinya
kondisi kesetimbangan global maupun lokal pada struktur rangka, gaya simpul (Fgpee dan
F.onst), beban elemen w(x), dan medan gaya internal o(x) harus berada dalam keadaan
setimbang. Oleh karena itu, prinsip kerja virtual yang dikembangkan untuk benda yang dapat
terdeformasi dapat diterapkan pada struktur rangka secara keseluruhan; artinya, jumlah kerja
virtual eksternal dan internal bernilai nol.

Dalam hal ini, kerja virtual eksternal didefinisikan sebagai kerja yang dilakukan oleh
gaya simpul dan beban elemen terhadap perpindahan virtual pada derajat kebebasan global,
sedangkan kerja virtual internal didefinisikan sebagai kerja yang dilakukan oleh medan gaya
internal terhadap medan deformasi virtual elemen. Perlu diingat bahwa medan deformasi
virtual elemen harus kompatibel dengan perpindahan virtual pada derajat kebebasan global.
Dengan kata lain, medan tersebut harus membentuk suatu sistem perpindahan virtual yang
dapat diterima secara kinematic.

Dengan demikian, kerja virtual eksternal dapat dinyatakan sebagai berikut:

N
i=

Wexe = SUJTreeFfree + SUZonstchonstr + Z < Su(x)TW(x)dx> (5.206)
L

=1

dengan L; sebagai panjang elemen i dan N sebagai jumlah elemen rangka. Perlu dicatat bahwa
penjumlahan langsung kerja maya eksternal yang dilakukan oleh beban elemen w(x) pada
medan perpindahan maya elemen du(x) untuk seluruh elemen dapat dilakukan karena sifat
skalar dari kerja tersebut.
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Dengan analogi serupa, total kerja maya internal dapat didefinisikan sebagai
penjumlahan langsung kerja maya internal dari seluruh elemen dan dinyatakan sebagai:

N

SW,, = —8U, = —2( 8£(x)Tc(x)dx> (5.207)
Ly

i=1

Persamaan kerja virtual (5.30) seluruh rangka sebagai benda yang dapat dideformasi adalah:
N
i=1

N
SUFTeeFfree + 6Ugonstchonstr + z ( Su(x)TW(x)dx> - z <
L; "

= =1
SWext SWine

SS(x)TG(x)dx> =0 (5.208)

Li

Perlu diingat bahwa prinsip kerja virtual (5.208) adalah cara alternatif untuk menyatakan
persamaan kesetimbangan. Dengan memindahkan semua suku integral ke sisi kanan,
persamaan (5.208) ditulis ulang sebagai:

N
SUfreeFfree + SUgonstchonstr = 2 <

i=1

N
6£(x)T0(x)dx> - Z ( Su(x)TW(x)dx> (5.209)
Ly

Li i=1

Dengan membandingkan sisi kanan persamaan (5.209) dengan persamaan (5.96) dan (5.98),
dapat disimpulkan bahwa:

N N
Z( Se(x)To(x)dx —f Su(x)TW(x)dx> = Z(SU(”TPU)) (5.210)

i=1 i=1

di mana superskrip i melambangkan nomor elemen. Jika tidak ada beban pada elemen,
transformasi invarian (5.200) dari kerja tersebut digunakan kembali:

SUWTPW = §y DT WM (5.211)
Dengan mensubstitusikan persamaan (5.211) ke dalam (5.210) dan (5.209), diperoleh
N
SUeeFree + SUlomser Feonser = ) 8007 q@ (5.212)
i=1

Perlu diingat kembali bahwa vektor gaya dasar struktural Q (Bab 3) dan vektor deformasi dasar
struktural V (Bab 4) didefinisikan sebagai berikut:

Q=[q(1) q(z) q(k) q(N)]glementz[Ql Q . Qk - QN]gtructure (5.213)
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V:[v(l) v(z) v(") U(N)]glement:[vl VZ Vk VN]gtructure (5-214’)

Akibatnya, ruas kanan Persamaan (5.212) dapat ditulis sebagai hasil kali skalar antara 8V dan

Q.

N
Z svOT g = §YTQ (5.215)

i=1

Dengan mensubstitusikan persamaan (5.215) ke dalam (5.212), diperoleh
SU;reeFfree + 6UZOTLSWFconstr = SVTQ (5-216)

Persamaan (5.216) merepresentasikan kondisi kesetimbangan struktural antara gaya
nodal eksternal (Frree dan F.onsr) dan gaya internal (Q), selama deformasi virtual 8V
kompatibel dengan perpindahan virtual (SUfree adSUC(,nstr). Perlu dicatat bahwa hubungan
ini hanya berlaku jika tidak ada beban pada elemen (member load). Namun, efek beban
elemen dapat diperlakukan secara sederhana sebagai gaya nodal ekuivalen; untuk itu, medan
perpindahan elemen virtual du(x) perlu didefinisikan. Hal ini akan dibahas kemudian.
Contoh 5.4

Sebuah struktur rangka tak-dapat-mulur (inextensible) yang ditunjukkan pada Gambar
5.33a dikenai gaya horizontal pada titik simpul (node) 1. Berdasarkan diagram momen lentur
yang ditunjukkan pada Gambar 5.33b, tentukan besarnya gaya horizontal pada titik simpul 1
menggunakan prinsip perpindahan virtual.

¢ Penyelesaian: Sistem penomoran elemen, titik simpul, dan derajat kebebasan (DOF)
ditunjukkan pada Gambar 5.34a, sedangkan sistem penomoran deformasi elemen
dasar ditunjukkan pada Gambar 5.34b.

1571

10 m

| 10 m | 10 m |

I I | 1449

b) Diagram Momen Lentur
(a) Rangka yang Diberikan Beban (®) Diag (kN-m)

Gambar 5.33 Contoh 5.4.
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(a) Sistem penomoran Anggota, Titik Simpul, dan DOFs (b) Sistem penomoran deformasi anggota dasar

Gambar 5.34 Contoh 5.4 (Lanjutan).

Dengan mengikuti pendekatan yang dijelaskan dalam Bab 4, persamaan kompatibilitas matriks
untuk keseluruhan struktur pada derajat kebebasan bebas dapat dinyatakan dalam format
ringkas sebagai berikut:

AN 0 0 1 0 0
Vv, 0 01 1 0 —01 0| ;.
1
V3 0 01 0 0 =01 1ffy,
Va 0.7071 07071 0 O 0 0 UZ
V =Viree = ApreeUpree atau<Vsp=| 005 —-005 0 0 0 0 U3>
Vs 005 —0.05 1 0 0 0 U‘*
v, 0 0 0 0 1 0 USJ
Vg 0 0 0 01 0 o] °
W) L o 0 0 010 o0 1

Hubungan kinematik antara Ug... bebas dan U vyang bersesuaian dengan kendala
ketidakmampuan untuk meregang (Gambar 5.35) ditulis dalam bentuk matriks sebagai
berikut:

Uy 1 0 0
U, -1 0 0| /7
Uy
~ U 0 1 0 —_
UfreezAcU atau Ui = 1 0 0 %
Us 0 0 of\Us

U Lo o0 1d

Persamaan kompatibilitas matriks untuk struktur dengan kendala adalah:

201



Analisis Matrix Kerangka Struktur Bangunan
Dr. Ir. Agus Wibowo, M.Kom, M.Si, MM

(Viy 10 0 O
Y -01 1 0
V3 -01 0 1| _
. Va 0 0 of(Ux
Viree = AfreeUsree = AfreeAcU = AfreeU  atau o Vsp=[01 0 0 U~2
Ve 01 1 O [7;
v, 0 0 0
Vg 01 0 O
\Vy/ - 01 0 1

Gambar 5.35 Contoh 5.4 (Lanjutan).

Jelas bahwa deformasi dasar yang terkait dengan respons aksial bernilai nol. Berdasarkan
diagram momen lentur pada Gambar 5.33 b, vektor gaya elemen dasar Q didefinisikan sebagai
berikut:

Q=[Q1 Q2 Q3 Qi Qs Qs Q7 Qg Q9]T
=[N.A. —-157.1 -178.8 N.A. 1449 1571 N.A. 183.2 178.8]T

Perpindahan simpul virtual berikut diterapkan pada struktur yang terkekang:
U, =1dan8U, =8U; =0

Perpindahan titik simpul yang bersesuaian untuk struktur tanpa kendala ditunjukkan pada
Gambar 5.36a, sedangkan deformasi dasar virtual ditunjukkan pada Gambar 5.36b.

e Usaha virtual internal adalah: §W;,,, = —8VTQ = —100

e Usaha virtual eksternal adalah: 8W,,, = 86U F; = 1.0 x F}

e Total usaha virtual adalah: W = 8W,,; + W, = 1.0 X F; — 100 = 0 = F; = 100 kN
Pembaca dipersilakan untuk memverifikasi nilai gaya ini melalui tinjauan sistematis terhadap
keseimbangan titik simpul dan elemen. Proses ini bisa jadi sangat melelahkan.
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ov,
e 0.1
ov, ~0.1
0
0.1
v, | o
V=10V, }={0.1
,s‘l” 0.1
|| o
0.1

0.1

oV,

5,
5V,

|0V,

(¢) SU terkait dengan 8U, =1 (b) 5V terkait dengan U, =1

Gambar 5.36 Contoh 5.4 (Lanjutan).

5.15 MEDAN PERGESERAN VIRTUAL UNTUK AKSI STRUKTURAL

Sampai batas tertentu, persyaratan kontinuitas medan pergeseran virtual du(x) untuk
beberapa aksi struktural telah dibahas di bagian sebelumnya. Namun, belum ada tinjauan
teoritis tentang medan pergeseran virtual yang diberikan. Medan virtual ini memainkan peran
penting dalam mengevaluasi kerja virtual eksternal yang dilakukan oleh beban elemen w(x)
seperti yang ditunjukkan pada Persamaan (5.208). Secara umum, medan pergeseran virtual
untuk aksi struktural yang relevan harus memenuhi persamaan kompatibilitas diferensial
terkait yang didefinisikan dalam Bab 2 dan batas pergeseran spesifik. Medan pergeseran nyata
u(x) juga tunduk pada persyaratan yang sama. Masalah-masalah ini untuk setiap jenis elemen
rangka akan diselidiki di sub-bagian berikut.
Elemen Batang

Diingat dari Bab 2 bahwa persamaan kompatibilitas diferensial dari segmen batang
adalah

duo (x)
0x

(2/2.3)

go(x) =

Medan perpindahan virtual 8u,(x) juga harus memenuhi hubungan ini. Oleh karena itu,
medan tersebut harus kontinu dan setidaknya memiliki turunan pertama yang kontinu di
setiap titik di dalam domain elemen. Pilihan yang paling umum untuk medan perpindahan
(virtual) adalah polinomial karena mudah untuk dievaluasi, diturunkan, dan diintegralkan, baik
secara analitis maupun numeris. Dalam bab ini, konfigurasi elemen batang yang paling
sederhana menjadi fokus pembahasan. Model batang paling sederhana (Gambar 5.37)
memiliki dua titik simpul ujung, dan medan perpindahan yang relevan baginya adalah
polinomial linear. Oleh karena itu, interpolasi tipe Lagrange digunakan untuk
merepresentasikan medan perpindahan dalam bentuk perpindahan di titik-titik ujung sebagai
berikut:

() = (1 - %) U, + %64 (5.217)
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Elemen Balok Euler-Bernoulli
Seperti yang telah diingat dari Bab 2, persamaan kompatibilitas diferensial dari segmen balok
Euler-Bernoulli adalah

0%y (x)

o2 (2/2.17)

Ko(x) =

Medan perpindahan virtual dv,(x) juga harus memenuhi hubungan ini. Oleh karena itu,
medan ini harus kontinu dan setidaknya memiliki turunan kedua yang kontinu di setiap titik di
dalam domain elemen. Pilihan yang paling umum untuk medan perpindahan (virtual) adalah
polinomial karena mudah untuk dievaluasi, diturunkan, dan diintegralkan, baik secara analitis
maupun numerik. Dalam bab ini, fokus diberikan pada konfigurasi paling sederhana dari model
balok Euler-Bernoulli.

Model balok Euler-Bernoulli yang paling sederhana (Gambar 5.38) memiliki dua titik
simpul ujung, dan setiap titik simpul ujung memiliki dua syarat batas, yaitu perpindahan
vertikal dan rotasi. Oleh karena itu, polinomial kubik merupakan pilihan yang tepat untuk
medan perpindahan tersebut. Fungsi polinomial ini harus memenuhi nilai-nilai yang telah
ditentukan untuk fungsi itu sendiri serta kemiringannya pada batas-batas ujung. Polinomial
semacam itu dikenal sebagai fungsi interpolasi "Hermite" dan dinyatakan sebagai berikut:

vo(x)—[1—3 +2( ]U_ [(——2(i)2+(%)3)]u_3+[3(% —2( ]Us

+[L< —2 % ] (5.218)

Elemen Balok Timoshenko
Seperti yang telah diingat dari Bab 2, persamaan kompatibilitas diferensial dari segmen balok
Timoshenko adalah

(')ao( ) vy (x)

Ko(x) = dan yo(x) = ax

—ay(x) (2/2.41)

Berbeda dengan balok Euler-Bernoulli yang memiliki satu medan variabel tunggal v0(x),
terdapat dua medan variabel independen, yaitu medan perpindahan v0(x)dan medan rotasi
lentur a0(x). Pilihan yang paling umum untuk medan variabel (virtual) adalah polinomial
karena mudah untuk dievaluasi, diturunkan, dan diintegralkan, baik secara analitis maupun
numerik. Dalam bab ini, fokus diberikan pada konfigurasi paling sederhana dari model balok
Timoshenko. Model balok Timoshenko yang paling sederhana (Gambar 5.39) memiliki dua titik
simpul ujung. Setiap medan variabel harus memenuhi dua nilai fungsi tertentu pada ujung-
ujung elemen, dan medan yang bersangkutan berbentuk polinomial linear. Interpolasi tipe
Lagrange digunakan untuk merepresentasikan medan variabel dalam bentuk nilai-nilai ujung
sebagai berikut:
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X\ — X —
vo(x) = (1- Z) U, +7Us (5.219)
XN\ — X —
ao(x) = (1-7) Us + 7 U (5.220)
U, l U,

x,uy(x)

I |
| L |

— N,(x)=1-2
1.0 ,\e\()l

O = =]

U,=10 U,=0
\r(\,)_ﬁ - —
Ni(x)=7 \
L By |
U,=0 |—» U,=10

Gambar 5.37 Medan Perpindahan untuk Model Batang 2-Simpul.

I v (x) i

(T'_. «t)

Gambar 5.38 Medan Perpindahan untuk Model Balok Euler-Bernoulli 2-Simpul.

Bidang variabel virtual (6v,(x) dan da,(x)) juga harus mempunyai relasi ini.
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0,=1.0 -~ N, (x]=1- =
| .\- 10 ’\‘\L
R 1

w
T.=10

Gambar 5.39 Medan perpindahan untuk model balok Timoshenko 2-simpul.

Contoh 5.5

Struktur rangka tak-mulur yang diperlihatkan pada Gambar 5.40 a hanya dibebani oleh
beban terbagi rata w di sepanjang batang miring. Berdasarkan momen ujung yang
diperlihatkan pada Gambar 5.40 b, tentukan besarnya beban terbagi rata w di sepanjang
batang miring tersebut menggunakan prinsip perpindahan maya. Penyelesaian: Sistem
penomoran batang, simpul, dan derajat kebebasan (DOF) diperlihatkan pada Gambar 5.41 a3,
sedangkan sistem penomoran deformasi dasar batang diperlihatkan pada Gambar 5.41 b.
Dengan mengikuti pendekatan yang dijelaskan dalam Bab 4, persamaan kompatibilitas matriks
untuk keseluruhan struktur pada derajat kebebasan bebas dapat dinyatakan dalam format
ringkas sebagai berikut:

(V1) 1 0 0 0 0 0
V, 0 —0.125 0 0 0 0
(Ul\
V3 0 —0.125 1 0 0 0|y
Va 0 -1 0 0 1 0 UZ
Vs =1-0.1667 0 1 01667 0 0 <U3 > atau Vere = AfreeUpree
Vs —0.1667 0 0 01667 0 1 U‘*
Vv, 0 0 0 —-08 06 0 kUSJ
Vg 0 0 0 006 008 1| °©
\V,) 0 0 0 006 008 0
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05 = 36.435

. 0 =-36.435
Ly 0;=T.A.
6m
Qy=-114.675
0, =-85.41
' § . 0;=TA. S
0,=-89.52
&m | &m | : (kN —m)
| 1
(a) Rangka Tak Mulur (b) Gaya Batang Dasar

Gambar 5.40 Contoh 5.5.

9
&7 2,%3 11& 10

(a) Sistem penomoran Elemen, Simpul, dan DOF (Derajat Kebebasan) _ (b) Sistem penomoran Elemen Dasar

Gambar 5.41 Contoh 5.5 (Lanjutan).

Hubungan kinematik antara U bebas dan U~ vyang bersesuaian dengan kendala
ketidakmampuan untuk meregang (Gambar 5.42) ditulis dalam bentuk matriks sebagai
berikut:

Ui 10 0 0
U, 1 0 0f/f
Uy
U 0 1 0f)~ .
left{Uz}= 075 0 ol)Uz( atau Unee =Ac0
Us 1 0 o0|\Us
us Lo o 1

-

Gambar 5.42 Contoh 5.5 (Lanjutan).
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0.75
= AN
| |-0125
| |-oms B f Y e

,
oV =80,z a0,
),
v,
o,
w,

S — p|lw o —= o

oV, =012

(a) Uy, yang berkaitan dengan 6U, = 1 (b) 6V yang berkaitan dengan 6U, =1

Gambar 5.43 Contoh 5.5 (Lanjutan).

Persamaan kompatibilitas matriks untuk struktur terkekang tersebut adalah:

iy 1 0 0 0
v, -0.125 0 0
;| |-0125 1 o0 fg“
V. 0 0 ofl7?
L 4 U
Viree = AfreeUree = AfreeAcU = AgreelU  atau (Vs =[0.125 1 0 U3>
Vs 0125 0 1 U‘*
Vv, 0 0 0 USJ
Vg 0125 0 1| °©
Vo) L0125 0 o

Jelas bahwa deformasi dasar yang terkait dengan respons aksial bernilai nol. Perpindahan
simpul virtual berikut diterapkan pada struktur yang terkekang.

601:1 dan 602:60320

Perpindahan titik simpul yang bersesuaian untuk struktur tanpa kendala ditunjukkan pada
Gambar 5.43 a, sedangkan deformasi dasar virtual ditunjukkan pada Gambar 5.43 b.
Berdasarkan momen ujung yang ditunjukkan pada Gambar 5.40 b, vektor gaya dasar elemen
Q didefinisikan sebagai:

Q=[Q1 Q Q3 Qi Qs Qs Q7 Qg Q9]T
=[N.A. 89.52 8541 N.A. —-85.41 —36.44 N.A. 36.44

—114.68]"

Kerja virtual internal adalah: §W;,, = —6VTQ = 46.88
Kerja maya eksternal adalah:
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3
Wyt = 6UfTree Firee + z f Su()w;(x)dx =—| Svy(x)wdx
T i=1 Ly L3

Diperlukan kecermatan khusus dalam mengevaluasi kerja maya eksternal yang dilakukan oleh
beban terdistribusi w pada medan perpindahan maya (6v0(x)) di sepanjang elemen 3.
Berdasarkan Persamaan (5.218), medan perpindahan maya (6v0(x))dari elemen 3 dapat

dinyatakan sebagai:

o= 1) 42 02 e 26" ()] o2

2

f _ 3 4 [ { x x 3}] g®
+[3(L 2 ]SU L L) +(L) 6({)6
Dari persamaan (4/4.43), diperoleh

STS = —sing U + cos ¢ 6U,’® = —(—0.6) X 0.75+ 0.8 x 1 = 1.25

Karena itu,

5v§3)(x)=[1—3() +2 ](125)

3) X2
W = — | 80P O)wdx = —1.25w [1 ~3 (Z) + 2 ]dx = —6.25w
L3

L3
Total kerja maya adalah:
OW = Wyt + Wiy = —6.25w +46.88 =0=>w = 7.5kN/m

5.16 PRINSIP KERJA VIRTUAL KOMPLEMENTER: STRUKTUR RANGKA
Sejauh ini, prinsip kerja virtual komplementer untuk elemen rangka telah dirumuskan.
Semua komponen yang diperlukan telah tersedia, yaitu:
e Prinsip gaya virtual untuk partikel tegar dan benda tegar.
e Prinsip gaya virtual untuk elemen rangka (benda yang dapat mengalami deformasi),
termasuk ekspresi kerja virtual komplementer internal maupun eksternal.
e Transformasi kontragradien antara dua sistem perpindahan.
Pada bagian ini, prinsip kerja virtual komplementer untuk keseluruhan struktur rangka akan
dirumuskan. Sebagaimana telah disebutkan, struktur rangka terdiri dari titik simpul (partikel
tegar) dan elemen rangka (penghubung yang dapat mengalami deformasi). Keseluruhan
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struktur rangka dikenai perpindahan titik simpul tertentu U.,,sr (diketahui), sementara
derajat kebebasan yang tidak terkendala bergerak melalui perpindahan titik simpul bebas
Ut (tidak diketahui). Medan deformasi internal e(x) harus kompatibel dengan perpindahan
eksternal tersebut (Ugee dan Uggnstr).- Karena keseluruhan struktur rangka dapat dipandang
sebagai satu benda yang dapat mengalami deformasi, prinsip kerja virtual komplementer yang
dikembangkan untuk benda semacam itu dapat diterapkan pada struktur rangka secara
keseluruhan; artinya, jumlah kerja virtual komplementer eksternal dan internal bernilai nol.

Dalam hal ini, kerja virtual komplementer eksternal didefinisikan sebagai kerja yang
dilakukan oleh gaya titik simpul virtual dan beban elemen virtual terhadap perpindahan aktual
pada derajat kebebasan global, sedangkan kerja virtual komplementer internal didefinisikan
sebagai kerja yang dilakukan oleh medan gaya internal virtual terhadap medan deformasi
elemen aktual. Perlu diingat bahwa medan gaya elemen virtual harus berada dalam keadaan
setimbang dengan gaya eksternal virtual pada derajat kebebasan global. Dengan kata lain,
medan gaya tersebut harus membentuk suatu sistem gaya virtual yang memenubhi syarat statis
(statically admissible). Oleh karena itu, kerja virtual komplementer eksternal dapat dinyatakan
sebagai:

N
ext = 6F§~eeUfree + 5FcTonstrUconstr + z <f SWT(x)u(x) dx) (5.221)
i=1

L

Perlu dicatat bahwa penjumlahan langsung kerja virtual eksternal komplementer yang
dihasilkan oleh beban batang virtual dw(x) pada medan perpindahan batang riil u(x) di
seluruh batang dapat dilakukan karena sifat skalar dari kerja tersebut.

Berdasarkan analogi serupa, total kerja virtual internal komplementer dapat
didefinisikan sebagai penjumlahan langsung kerja virtual internal komplementer dari seluruh
batang dan dinyatakan sebagai berikut:

N

SWyi, = —6UL, = —z < fL 50(0)7(x) dx) (5.222)

i=1 ki

Persamaan kerja maya komplementer (5.114) untuk keseluruhan rangka sebagai benda yang
dapat mengalami deformasi adalah:

N
SW* = 6Ff71:eeUfree + 6Fg;mstrUconstr + Z <f 5W(x)Tu(x) dx)
i=1

Li

5ngt
— 2 < §o(x)Te(x) dx> =0 (5.223)
i \Jp,

l

SWint
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Mengingat sifat sembarang dari gaya virtual, sistem gaya virtual dapat dipilih sedemikian rupa
sehingga dw(x) tanpa mengurangi keumumannya. Oleh karena itu, Persamaan (5.223)
dimodifikasi menjadi:

N
SW* = 6Fg1:eeUfree + 8FonstrUconstr — Z (f §a(x)"e(x) dx) =0 (5.224)
L.

i=1 t

Perlu diingat kembali bahwa prinsip kerja maya (5.224) merupakan cara alternatif untuk
menyatakan persamaan kompatibilitas. Dengan memindahkan suku integral ke ruas kanan,
Persamaan (5.224) ditulis ulang sebagai berikut:

N

8FfreeUtree + SFlonstrUconstr = z <] §a(x)"e(x) dx) (5.225)
L.

i=1 ki

Dengan membandingkan sisi kanan persamaan (5.225) dengan persamaan (5.166) dan (5.169),
dapat disimpulkan bahwa:

N N
Z < 5 6(0)Te(x) dx) - Z(Sq(i))T v (5.226)

i=1

Perlu diingat kembali bahwa vektor gaya dasar struktural Q (Bab 3) dan vektor deformasi dasar
struktural V' (Bab 4) masing-masing didefinisikan dalam Persamaan (5.213) dan (5.214).
Akibatnya, ruas kanan Persamaan (5.226) dapat ditulis sebagai hasil kali skalar antara Qdan V.

N
z 5 qOTVD = §QTV (5.227)
i=1

Mensubstitusikan Persamaan (5.227) ke dalam (5.225) menghasilkan:

SFg‘eeUfree + SF(’ITOI'ISU‘UCOIISU' = SQTV (2228)
Persamaan (5.228) merupakan cara alternatif untuk menyatakan hubungan kompatibilitas
antara deformasi dasar struktural V serta perpindahan nodal struktural Ugee dan Ucgnstr

selama gaya virtual internal 8Q dan gaya virtual eksternal 8Ff,., dan 6F;,,s, membentuk
suatu sistem gaya virtual yang secara statis dapat diterima (statically admissible).
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&m

I2Zm

10m 10 m

Gambar 5.44 Contoh 5.6.

Contoh 5.6

Diketahui bahwa deformasi dasar struktural dari struktur rangka berpengaku yang
diperlihatkan pada Gambar 5.44 disajikan dalam Gambar 5.45: Gunakan prinsip gaya maya
untuk menentukan perpindahan vertikal pada titik simpul a dan perpindahan horizontal pada
titik simpul b.

V ~4.694%10" m
V. 0437 x10" rad
V, ~0.728 10" rad
v, 1.362%10 "m
V. V. ~0.683 %107 rad
V 2.638x107 rad
V.| _ | 0.09049%10 " m
V N 1.673x10 " rad
v ~7.940x10" rad
F, -2.256x10"m
v 18.579% 10 "rad
V. ~7.159x 107 rad
V 0283107 m
l_A | =5.949x10 m

Gambar 5.45 Contoh 5.6 (Lanjutan).
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9

2D1 5D4 SL‘27
[ IR

14

12 T_q: 10
"

Gambar 5.46 Contoh 5.6 (Lanjutan).

¢ Penyelesaian: Sistem penomoran batang, titik simpul, dan derajat kebebasan (DOF)
ditunjukkan pada Gambar 5.46. Untuk menentukan perpindahan vertikal pada titik
simpul a, digunakan sistem gaya virtual pada Gambar 5.47.
Sistem gaya virtual eksternal ((6F5,6F10, O0F;1,0F 3, 0F3,0F,, 5F15)) dan gaya virtual
internal (6Q;3,6Q,4) membentuk suatu sistem yang memenuhi syarat statis (statically
admissible) karena sistem tersebut memenuhi kondisi kesetimbangan baik internal maupun
eksternal.
Vektor gaya virtual eksternal §F didefinisikan sebagai:

SF=[0 0 0 01 0 00 0 0 05 -06 —-05 —04 0]"

Vektor gaya virtual internal 6Q didefinisikan sebagai:

5Qq=[0 0 0 0 0O OO OO O O O 0.64 0.781]"

Kerja virtual eksternal komplementer adalah:

ot = OFTU = Us
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T SF.=1.0

OF,=-05

_’ -
ok :n\; To'/f,, =—0.4

0F, =-0.6 T/‘”_ 3
Ol =

Gambar 5.47 Contoh 5.6 (Lanjutan).

Di mana

[U1 U, U U, Us Usg U; Ug Ug Uy y}_g y_}_Q Hg y}_g EE]T

0 0 0 0 0

U=

Kerja virtual internal komplementer adalah:
SWi, =—6QTV =4.827 x 1073
Total kerja virtual komplementer adalah:

SW* = 6W,op + SW;, = Us + 4.827 x 1073 = 0 = Us = —4.827 x 1073

ext

=4.827x1073ml

Perlu dicatat bahwa sistem gaya virtual ini merupakan bagian statis tertentu (statically
determinate) dari keseluruhan rangka. Oleh karena itu, sistem gaya virtual ini relatif mudah
untuk dianalisis. Untuk menentukan perpindahan horizontal pada titik simpul b, digunakan
sistem gaya virtual pada Gambar 5.48:

Sistem gaya virtual eksternal (6F;, 6F;3, 6F;4, dan 8F;5) dan internal
(6Q4, 60Q,, dan §Q3) membentuk suatu sistem yang memenuhi syarat statis (statically
admissible), karena sistem tersebut memenuhi kondisi kesetimbangan internal maupun
eksternal. Vektor gaya virtual eksternal 6F didefinisikan sebagai berikut:

6F=[1 0 0 0 00OOOOOOTO -1 0 8]
Vektor gaya virtual internal §Q didefinisikan sebagai:

5Qq=[0 8 0 0 0 0O OO O OO O 0]
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b oF =1.0

Gambar 5.48 Contoh 5.6 (Lanjutan).
Kerja virtual eksternal komplementer adalah:
oxt = OFTU = Uy
Kerja virtual internal komplementer adalah:
SWs, =—6QTV=-3496 x 1073
Total kerja virtual komplementer adalah:

SW* = Wgye + SWi, = Uy —3.496 X 1073 = 0 = U; = 3.496 x 1073
=3.496 x 103 m -
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BAB 6
METODE KEKAKUAN PENDEKATAN KONSEPTUAL

6.1 PENDEKATAN MATRIKS DALAM ANALISIS STRUKTUR RANGKA

Sejauh ini, belum ada pendekatan matriks yang dikembangkan untuk menganalisis
struktur rangka, meskipun hal tersebut merupakan topik utama dalam buku teks ini. Namun,
hampir semua komponen dasar yang diperlukan untuk mengembangkan metode analisis
struktur semacam itu sudah tersedia, yaitu:

¢ Persyaratan kesetimbangan dari Bab 3.

e Persyaratan kompatibilitas geometris dari Bab 4.

¢ Solusi bentuk kuat (strong-form) untuk elemen rangka dari Bab 2 guna memperoleh

e sifat-sifat dasar elemen.

* Prinsip perpindahan maya dan gaya maya dari Bab 5.
Tiga hal pertama merupakan persyaratan utama yang harus dipenuhi, sedangkan hal terakhir
adalah sarana yang memungkinkan ketiga persyaratan utama tersebut dirumuskan secara
bersamaan. Secara umum, terdapat dua pendekatan matriks dalam analisis struktur: "Metode
Kekakuan" (Stiffness Method) dan "Metode Fleksibilitas" (Flexibility Method). Pengantar
singkat mengenai metode-metode ini telah diberikan pada Bab 1.

Tujuan utama bab ini adalah merumuskan persamaan kesetimbangan yang dikaitkan
dengan derajat kebebasan struktur dalam bentuk matriks. Hubungan matriks ini dikenal
sebagai "persamaan kekakuan dasar" atau disingkat "persamaan kekakuan". Istilah "dasar"
mengisyaratkan bahwa persamaan tersebut dirumuskan berdasarkan sistem elemen dasarnya
(misalnya, balok dengan tumpuan sederhana) di mana moda benda tegar telah dihilangkan.
Versi metode kekakuan yang berorientasi pada komputer akan dibahas pada bab berikutnya.
Solusi mendasar yang diperoleh dari penyelesaian persamaan kekakuan adalah sekumpulan
perpindahan titik simpul yang diakibatkan oleh pembebanan tertentu (baik mekanis maupun
non-mekanis). Hal ini menjelaskan mengapa metode kekakuan juga dikenal sebagai "metode
perpindahan" (displacement method).

6.2 MATRIKS KEKAKUAN DASAR UNTUK ELEMEN RANGKA PRISMATIK

Pada Bab 2, matriks kekakuan dasar untuk elemen balok Timoshenko prismatik telah
diturunkan dan dibahas dalam Contoh 2.4. Matriks kekakuan dasar ini disebut "eksak" karena
diperoleh melalui penyelesaian analitis terhadap persamaan diferensial yang relevan. Dengan
mengikuti pendekatan yang sama, matriks kekakuan dasar untuk jenis elemen rangka lainnya
yang dibahas pada Bab 2 dapat diturunkan, dan penyajiannya di sini dianggap bermanfaat.
Elemen Batang Prismatik
Persamaan kekakuan dasar untuk elemen batang prismatik (Gambar 6.1) dituliskan sebagai
berikut:
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EA
G =" atau q = Kgg v (6.1)
EA PN x
: L J
|

Gambar 6.1 Elemen Batang Prismatik: Sistem Dasar.

Gambar 6.2 Elemen Rangka Euler-Bernoulli Prismatik: Sistem Tumpuan Sederhana.

Elemen Rangka Euler-Bernoulli Prismatik: Sistem Tumpuan Sederhana
Persamaan kekakuan dasar elemen rangka Euler-Bernoulli pada sistem tumpuan
sederhana (Gambar 6.2) dituliskan sebagai berikut:

B
a | 41E 21E (™ _
gz =10 — | {zz} atau q = kfgv (6.2)
3 O E ﬁ 3
| L

Elemen Rangka Timoshenko Prismatik: Sistem Tumpuan Sederhana
Persamaan kekakuan dasar elemen rangka Timoshenko pada sistem tumpuan sederhana
(Gambar 6.3) dituliskan sebagai berikut:

..-
L'llr: ¥, 1 Va
KN FA TE, GA,

| 2
P
Rzﬁ &L‘J"PPJ
| L |
| |

g

Gambar 6.3 Elemen Rangka Timoshenko Prismatik: Sistem Tumpuan Sederhana.
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EA ]
T 0 0
q (4+®)IE (2-DIE|, v
{QZzls} - 1+®)L (A+P)L {1721173} atau  q = k7, (6.3)
2—®)IE (4+ D)IE
(1+Pd)L 1+ D)L

di mana adalah ukuran tak-berdimensi dari hubungan antara kekakuan lentur dan kekakuan
geser. Jika rangka bersifat langsing, kekakuan geser sangat kecil dibandingkan dengan kekakuan
lentur, sehingga ® —» 0 dan matriks kekakuan (6.3) untuk rangka Timoshenko pada akhirnya
mendekati matriks kekakuan rangka Euler-Bernoulli (6.2).

6.3 MATRIKS KEKAKUAN LENGKAP UNTUK ELEMEN RANGKA

Pada bagian sebelumnya, telah disajikan beberapa matriks kekakuan dasar untuk
berbagai jenis elemen rangka yang umum. Matriks-matriks kekakuan ini bersifat eksak dalam
arti bahwa matriks-matriks tersebut didasarkan pada solusi bentuk-kuat dari persamaan
diferensial yang relevan. Pada bagian ini, disajikan matriks kekakuan untuk jenis-jenis elemen
rangka tersebut dalam kaitannya dengan sistem lengkapnya. Matriks kekakuan yang terkait
dengan sistem lengkap sangat penting dalam metode kekakuan versi komputasi (metode
kekakuan langsung), sebagaimana akan dibahas pada bab berikutnya. Matriks kekakuan
lengkap dapat diperoleh dengan mudah dari matriks kekakuan dasarnya melalui matriks
transformasi kesetimbangan dan kompatibilitas, sebagaimana masing-masing telah disajikan
dalam Bab 3 dan Bab 4. Meskipun tersedia metode yang lebih langsung, pendekatan ini jauh
lebih sederhana dan memainkan peran krusial dalam formulasi model rangka berbasis
fleksibilitas. Prinsip fisis di balik pendekatan ini serupa dengan memasukkan mode benda-kaku
ke dalam sistem dasar. Matriks kekakuan lengkap untuk elemen rangka umumnya
menghubungkan gaya-gaya nodal P = [P; P,]” dengan perpindahan nodal U = [U; U,].
Biasanya, matriks ini ditulis dalam bentuk berikut:

ElZ

7 l{Ulﬁz} = K_ﬁ (6.4)

5_ (55 K11

p {Plpz} lEZI
Persamaan (6.4) merupakan ekspresi matriks kekakuan untuk elemen rangka yang memiliki
dua titik simpul, masing-masing di setiap ujungnya. Ukuran vektor dan submatriks bergantung
pada elemen rangka yang ditinjau. Meskipun demikian, sifat umum dari ekspresi matriks
kekakuan pada Persamaan (6.4) dapat diamati melalui konfigurasi umum elemen rangka yang
ditunjukkan dalam Gambar 6.4.

Dapat dilihat dengan jelas bahwa submatriks K, dan K,; merepresentasikan gaya-gaya
ujung yang timbul semata-mata akibat perpindahan titik simpul U;. Demikian pula, K;, dan
K1, merepresentasikan gaya-gaya ujung yang timbul hanya akibat perpindahan titik simpul U,.
Berdasarkan Teorema Resiprokal Betti atau Teorema Resiprokal Maxwell, dapat dibuktikan
bahwa matriks kekakuan selalu bersifat simetris untuk sistem konservatif.
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K1, = KL (6.5)

1 Konfigurasi Terdeformasi 2’

P,
Gambar 6.4 Elemen Rangka Umum: Gaya dan Perpindahan Nodal.
91,1 Fbﬁl }34,U4

EA EA
z — — = " —

N

Sistem Dasar Sistem Lengka

Gambar 6.5 Elemen Batang Prisma: Sistem Dasar vs. Sistem Lengkap.

Penting untuk dicatat bahwa matriks kekakuan lengkap K bersifat singular. Dengan kata lain, K
tidak memiliki invers. Makna fisis dari singularitas ini adalah bahwa perpindahan nodal U tidak
dapat dinyatakan dalam bentuk gaya nodal P. Hal ini dapat dijelaskan karena matriks kekakuan
lengkap diperoleh dengan memasukkan mode benda tegar ke dalam matriks kekakuan dasar.
Elemen Batang Prismatik

Tinjau sistem dasar dan sistem lengkap dari elemen batang prismatik yang ditunjukkan
pada Gambar 6.5. Gaya-gaya ujung pada kedua sistem ini saling terkait melalui persamaan
kesetimbangan matriks (3/3.50) yang dibahas dalam Bab 3.

1 truss

P, -1 _ _
{ﬁi} =[7 o atau P = L;zul q=Db""q (3/3.50)
Deformasi dasar elemen v, serta perpindahan ujung elemen U, dan U, saling terkait melalui
persamaan kompatibilitas matriks (4/4.76) yang dibahas dalam Bab 4.

v, =[-1 1] {%} atauv = [al™ss  ghrvss) {gl} = q'mussy (4/4.76)
4 4
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Dari sifat invarian kerja virtual eksternal (5/5.200), dapat disimpulkan bahwa:

SvTq = SUTP (6.6)

N—— N——
Basic System Complete System

Dengan mensubstitusikan persamaan (4/4.76) ke dalam (6.6), diperoleh

sUT [13 - a”“SSTq] =0 = P=aqtrusTy (6.7)

—_
Arbitrary

Dengan mensubstitusikan persamaan (6.1) ke dalam (6.7), diperoleh
P= d”uSSTkBarv (6.8)

Dengan menyubstitusikan Persamaan (4/4.76) ke dalam Persamaan (6.8), diperoleh hubungan
kekakuan untuk sistem lengkap sebagai berikut:

p — —trussTk aratrussU KBarU (6.9)
di mana kekakuan anggota lengkap Kz, didefinisikan sebagai

KBar atruss k atruss ( 6.1 0)

Bentuk transformasi ini disebut transformasi "kongruen". Secara eksplisit, kekakuan elemen
lengkap KBar dinyatakan sebagai:

— T _ _ T
R B airuss k airuss airuss kB trussl [1 _ ] (6 11)
Bar — | _ T _ _ T _ - .
agruss k airuss agruss kB truss

Matriks Kg,, bersifat singular karena memuat mode benda tegar. Nilai-nilai eigen A, dan
vektor-vektor eigen ¢, yang bersesuaian adalah:

2EA
}\1=T dan )\2=0 (6.12)
d;=[-1 1]7 dan ¢, =[1 1]7 (6.13)

Dapat diamati bahwa matriks Kg,, bersifat semi-positif definit dan memiliki satu nilai eigen
nol yang bersesuaian dengan jumlah mode benda tegar. Sebagaimana ditunjukkan pada
Gambar 6.6, mode pertama berkaitan dengan deformasi aksial, dan usaha yang diperlukan
untuk mendeformasi batang dengan mode ini adalah:

220



Analisis Matrix Kerangka Struktur Bangunan
Dr. Ir. Agus Wibowo, M.Kom, M.Si, MM

1 - 2EA
Wi =5 ¢1Kpards = —— (6.14)
U]z_l (74=1 [71= (_]4.:1
== —a o--= o=
2EA -1 1
AFT ¢1={1} A, =0 2={1}
(a) Mode I: Deformasi Aksial (b) Mode II: Translasi Kaku

Gambar 6.6 Nilai Eigen dan Vektor Eigen dari Matriks Kekakuan K,

Moda kedua berkaitan dengan translasi benda tegar, dan usaha yang diperlukan untuk
memindahkan batang dengan moda ini adalah:

1 _
Wiy = Ed)gKBard)Z =0 (6-15)

Elemen Rangka Prismatik Euler-Bernoulli: Sistem Tumpuan Sederhana

Tinjau sistem dasar dan sistem lengkap dari elemen Euler-Bernoulli prismatik yang
diperlihatkan pada Gambar 6.7. Gaya-gaya ujung antara kedua sistem ini dihubungkan melalui
persamaan kesetimbangan matriks (3/3.11) yang telah dibahas pada Bab 3.

{5} = Ilzwl g atau P = bgq (3/3.11)
PZ bZB

Deformasi dasar elemen v dan perpindahan ujung elemen U saling terkait melalui persamaan
kompatibilitas matriks (4/4.23) yang dibahas dalam Bab 4.

_ _ U
v =[G ap] {Ul} atauv = aglU (4/4.23)
2

Dari sifat invarian kerja virtual eksternal (5/5.200), dapat disimpulkan bahwa:

svfe = §UTP (6.16)
N—— N——
Basic ystem Complete ystem

Dengan mensubstitusikan persamaan (4/4.23) ke dalam (6.16), diperoleh

8UT [P-afql=0 = P=alq (6.17)

Arbitrary
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Dengan mensubstitusikan persamaan (6.2) ke dalam (6.17), diperoleh
P = alkE,v (6.18)
Dengan mensubstitusikan persamaan (4/4.23) ke dalam (6.18), diperoleh
P = aLkByazU = KU (6.19)

di mana kekakuan anggota lengkap Kz didefinisikan sebagai

Kep = agkepas (6.20)
B 77 P, U 7 _
9. V2 g3, V2 P3, Us TPZ’ H Ps, Us T Pg, Ug
N\ EA, IE ~\ (‘ EA IE ﬁ
A, S ey
: B ql, . P]’, U] P4, U4
Sistem Dasar Sistem Lengkap

Gambar 6.7 Elemen Rangka Euler-Bernoulli Prismatik: Sistem Tumpuan Sederhana vs. Sistem
Lengkap.

Bentuk transformasi ini disebut transformasi "kongruen". Secara eksplisit, kekakuan elemen

lengkap Ky dinyatakan sebagai:

- _ |alskEpais  alpkEzass
Keg = | 7 75 - TR (6.21)
azpkEpQip  QpKERQsp
r EA ) ) EA ) ) 7
L L
El El El El
0 12§ 6? 0 —12L—3 6?
0 6EI 4EI 0 6EI El
EB—| FEA EA )
-— 0 0 — 0 0
L L
El El El El
0 —12L—3 —6L—2 0 12? —6L—2
0 El El 0 6EI 4EI
L L2 L L2 L
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Matriks Kzp bersifat singular karena memuat mode benda tegar. Nilai eigen 1, dan vektor
eigen ¢i yang bersesuaian adalah:

2EA 2IE 6(4IE + IEL?)
A = A, = g = E

I ;dan A4, = }\5 = )\6 =0 (623)

T

2 2
¢,=[-1 0 0 1 0 0]%¢,=[0 0 -1 0 0 1]T:¢3=[0 I 1 0 ~ 1| ; (6.24)
ds=[1 0 0 1 0 0]Gds=[0 1 0 0 1 0]dg=[0 -L 1 0 0 1]7

Teramati bahwa matriks Kz bersifat semi-positif definit dan memiliki tiga nilai eigen nol, yang
bersesuaian dengan jumlah mode benda tegar. Sebagaimana ditunjukkan pada Gambar 6.8,
mode deformabel pertama berkaitan dengan deformasi aksial, dan usaha yang diperlukan
untuk mendeformasi balok dengan mode ini adalah:

W, = > T Kaphy = oo 6.25
1—2(1)1 epP1 = L (6.25)

Mode deformasi kedua dikaitkan dengan lentur murni, dan usaha yang diperlukan untuk

mendeformasi balok dengan mode ini adalah:

1 . 2E
Wy = Eq)ZKEBq)Z = I (6.26)
U,=-1 Up=1
fe— —
n=24 =[-100 100 42

(a) Mode I: Perpanjangan Aksial

\i

U,=1

6(4EI + IEL? L
n AR =lo 2 1o-2 1]

L
(c) Mode III: Pembengkokan Ganda

Gambar 6.8 Mode Deformasi: Elemen Rangka Euler-Bernoulli.
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Mode deformasi ketiga berkaitan dengan lenturan ganda, dan usaha yang diperlukan untuk
mendeformasi balok dengan mode ini adalah:

61E (4 + L?)?

5 (6.27)

1 r—
Wi = E¢3KEB¢3 =

Sebagaimana ditunjukkan pada Gambar 6.9, moda keempat berkaitan dengan translasi
horizontal kaku, dan usaha yang diperlukan untuk memindahkan balok dengan moda ini
adalah:

1
Wy = E¢£KEB¢4 =0 (6.28)

Moda kelima berkaitan dengan translasi vertikal kaku, dan usaha yang diperlukan untuk
memindahkan balok dengan moda ini adalah:

1 .
Wy = §¢§KEB¢5 =0 (6.29)

Moda keenam berkaitan dengan rotasi kaku, dan usaha yang diperlukan untuk memindahkan
balok dengan moda ini adalah:

1
Wy = E¢€KEB¢6 =0 (6.30)

Elemen Rangka Timoshenko Prismatik: Sistem Tumpuan Sendi-Rol (Simply Supported)

Tinjau sistem dasar dan sistem lengkap dari elemen rangka Timoshenko prismatik yang
diperlihatkan pada Gambar 6.10. Gaya-gaya ujung antara kedua sistem ini dihubungkan
melalui persamaan kesetimbangan matriks (3/3.11) yang dibahas dalam Bab 3. Deformasi
dasar elemen v dan perpindahan ujung elemen U dihubungkan melalui persamaan
kompatibilitas matriks (4/4.23) yang dibahas dalam Bab 4. Persamaan-persamaan tersebut
perlu dicantumkan kembali di sini.

(%) = [t £ = e .
Py) |bzp
v=[aip Q5] {_ } atauv = aglU (4/4.23)

2
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2,=0 $=[010010]
(b) Mode V: Translasi Vertikal Kaku

$=[10010 0]
(a) Mode 1V: Translasi Horizontal Kaku

$s=[0 =L 1001]

0
(c) Mode VI: Rotasi Kaku

Gambar 6.9 Moda Benda Kaku: Elemen Rangka Euler-Bernoulli.

Dari sifat invarian kerja virtual eksternal (5/5.200), dapat disimpulkan bahwa:

svTq =  8UTP (6.31)
N—— N——
Basic ystem Complete ystem

qs V2 qs V3 P, U, TPz, U, Ps,Us T B.U,
KN\ EA,IE,GA K \ f EA, IE, GA ‘\
e — - —>
&\& i SLURCN % P, U,
Sistem Lengkap

Sistem Dasar

Gambar 6.10 Anggota Rangka Timoshenko Prisma: Sistem Tumpuan Sederhana vs. Sistem
Lengkap.

Dengan mensubstitusikan Persamaan (4/4.23) ke dalam (6.31), diperoleh

8UT [P-afql=0 = P=alq (6.32)
Arbitrary

Dengan mensubstitusikan Persamaan (6.3) ke dalam (6.17), diperoleh
P =akkEv (6.33)
Dengan mensubstitusikan persamaan (4/4.23) ke dalam (6.33), diperoleh
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di mana kekakuan anggota lengkap Krp didefinisikan sebagai
Krp = agl;?BaB (6.35)
Secara eksplisit, kekakuan anggota lengkap Ky adalah

~T T,B = ~T TB =

=~ _ |@ipkTpd1p QAi1pkrpasp

KTB =T EB — —T ]EB _ (6-36)
A;pKkTpA1p  QzpKTRA2B

- EA . . EA .
L L
0 1p H o Bl . L o El
3(1+ d) L2(1 + @) BA+®) [2(1+®)
. L (4 + D)EI L (2 — D)EI
_ L2(1 + ®) (1+ D)L Z1+o) (1+9o)L
Kre=| g4 £A (6.37)
= 0 0 - 0 0
L L
. L o El L o El
3(1 + d) L2(1 + @) L3(1 + @) 12(1+ @)
. El (2 — D)EI o El (4 + ®)EI
L2(1 + ®) (1+ D)L Z1+o) (1+o)L

Terlihat bahwa matriks Ky bersifat singular karena memuat mode benda tegar. Nilai eigen A;
dan vektor eigen ¢; yang bersesuaian adalah:

2EA 2IE 6(4IE + IEL?)

M= =i = T EE T

;dan }\4 = )\5 = }\6 =0 (638)

2 2 17
d1=[-1 0 0 1 0 0]Gd,=[0 0 -1 0 0 1]%d3=|0 I 1 0 —= 1];

L
ds=[1 0 0 1 0 0];ds=[0 1 0 0 1 0I";ds
=0 -L 1 0 0o 1]7 (6.39)

Sebagaimana diperkirakan, terdapat tiga nilai eigen bernilai nol yang bersesuaian dengan tiga
mode benda tegar (rigid-body modes). Semua vektor eigennya sama dengan vektor eigen pada
matriks kekakuan rangka Euler-Bernoulli prismatik (Gambar 6.8 dan Gambar 6.9). Hal ini dapat
dibenarkan karena kedua jenis elemen balok tersebut seharusnya menunjukkan mode
deformasi dan mode benda tegar yang sama. Lebih lanjut, menarik untuk dicermati bahwa
hanya dua nilai eigen pertama (A;dan A,) yang sama dengan nilai eigen pada matriks kekakuan
rangka Euler-Bernoulli prismatik. Hal ini wajar karena kedua nilai eigen tersebut beserta vektor
eigen yang bersesuaian (¢4 dan ¢,) berkaitan dengan deformasi aksial dan mode lentur murni
(Gambar 6.8a dan b), di mana gaya geser bernilai nol. Namun, nilai eigen ketiga (A3) berbeda
dari nilai eigen pada matriks kekakuan rangka Euler-Bernoulli prismatik. Hal ini sesuai dugaan
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karena mode deformasi (Gambar 6.8c) yang bersesuaian dengan nilai eigen ini berada dalam
kondisi lentur ganda (double bending) yang melibatkan adanya gaya geser.

6.4 TRANSFORMASI KEKAKUAN

Pada bagian sebelumnya, transformasi kekakuan digunakan untuk menurunkan
matriks kekakuan lengkap dari matriks kekakuan dasar beberapa jenis elemen. Jenis
transformasi ini dapat disebut sebagai transformasi "Mode Benda Tegar" (Rigid-Body-Mode).
Pada bagian ini, akan dibahas jenis transformasi kekakuan lainnya. Akan ditunjukkan bahwa
hubungan transformasi kekakuan dapat diturunkan dari prinsip kerja maya (virtual work
principle).
Transformasi Koordinat

Pada bagian sebelumnya, telah diperoleh matriks kekakuan lengkap untuk beberapa
elemen rangka terhadap sistem acuan lokalnya masing-masing. Kini, diperlukan transformasi
matriks-matriks kekakuan tersebut dari sistem acuan lokal (x — y — z) ke sistem acuan global
(X — Y — Z). Hal ini dapat dilakukan melalui transformasi koordinat dengan bantuan prinsip
kerja maya. Perhatikan elemen rangka 2-D yang ditunjukkan pada Gambar 6.11. Gaya ujung
elemen P dan perpindahan U terhadap sumbu acuan lokal didefinisikan sebagai berikut:

P=[p, P, P, P, Py P]" dan U=[U, U, U; U, Us Ug]" (6.40)
Gaya ujung elemen P dan perpindahan U terhadap sumbu acuan global didefinisikan sebagai:

P=[P, P, P;3 P, Py P]T dan U=[U; U, U3 U, Us Ug]" (6.41)
Perpindahan ujung lokal U dan perpindahan ujung global U saling terkait melalui persamaan

kompatibilitas matriks (4/4.47) yang dibahas dalam Bab 4. Persamaan-persamaan tersebut
patut diulang kembali di sini.

Gambar 6.11 Transformasi Koordinat Rangka 2-D: Sistem Lokal vs. Sistem Global.
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“_]1\ rcos¢ sind O 0 0 07 (Uy
U, —sindg cosd 0 0 0 0f|U;
Us 0 0 1 0 0 0|)Us =
3 = taul =T, 4/4.47
10, 0 0 0 cosdp sing 0||Us (22U =Trorl (4/447)
U, 0 0 0 —sing cos¢p O0f]|Us
\7,J 0 0 0 0 o 1\
Dimana
T, 0
Teor = | %7 1 | (4/4.48)

Dari sifat invarian kerja virtual eksternal (5/5.200), dapat disimpulkan bahwa:

SUTP = 8UTP (6.42)

——— ———
Local ystem Global ystem

dengan mensubstitusikan persamaan (4/4.47) ke dalam (6.42), diperoleh

8UT [P—TRorPl=0 = P =TgorP (6.43)

Arbitrary
Perlu diingat kembali bahwa persamaan kekakuan elemen lokal adalah:
P=KU (6.44)
Dengan mensubstitusikan persamaan (6.44) ke dalam (6.43), diperoleh
P =Tf, KU (6.45)
Dengan menyubstitusikan Pers. (4/4.47) ke dalam (6.45), diperoleh
P =1L, KTgorU = KU (6.46)
Oleh karena itu, hubungan antara matriks kekakuan lokal dan global adalah:
K = TgorKTror (6.47)

Untuk elemen rangka Euler-Bernoulli prismatik, matriks kekakuan global K dapat ditentukan
sebagai berikut:

Kgp = FI?OTREB Tror (6-48)
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Secara eksplisit,

, EA , 12E1 EA 12E1 6E1 , EA , 12E1 EA 12E1 6E1
C T+S 3 CST—CST —57 —C T—S T —CST'FCST —SF
EA  12El  ,EA ,12El  6EI EA  12El  ,EA ,12El  6EI
CST—CSL—3 S T+C I3 CL—2 —CST+CST —S T—C T CF
6E1 6E1 4E1 6E1 6E1 2E1
—ST7 Tz I ST —CT7 -
K. = L L L L L L (6.49)
EB , EA , 12E1 EA 12E1 6E1 , EA , 12E1 EA 12E1 6E1 ’
—C T—S L—3 —CST‘FCST 57 C T‘l‘S 13 CST—CST S?
EA ~ 12El  ,EA ,12El  6El EA  12El  ,EA  ,12EI 6EI
—CST+CSL—3 —S T—C L—3 —CL—2 CST—CST S T+C I3 —CF
6E1 6EI 2E1 6EI 6E1 4E1
iz ‘I L e ‘I L
Dimana
c=cosdpdan s =sind (6.50)
Nilai-nilai eigen dari matriks Kgp adalah:
2EA 2IE 6(41E + IEL?)
A1=T,)\2=T,)\3= L3 ;dan}\4=)\5=l6=0 (651)

Dapat diamati bahwa matriks Kgp bersifat semi-positif definit dan menghasilkan jumlah nilai
eigen nol yang tepat yang berkaitan dengan mode benda tegar. Selain itu, nilai-nilai eigen tak-
nolnya sama dengan nilai eigen matriks kekakuan lokal Kzg. Hal ini wajar karena besarnya nilai
eigen berkaitan dengan besaran usaha yang invarian terhadap kerangka acuan apa pun. Untuk
elemen batang prismatik, matriks kekakuan global K, dapat ditentukan sebagai berikut:

c cs —c* —cs
EA 2 2
72 cs S —cSs —S
KBar — FBaTTK FBaT‘ — (6 52)
ROT Bar*ROT '
0 0 L |—c? —cs c? cs

—CS —S CcS S

Dimana

Bar __ C S O 0
1—‘ROT - [0 0 ¢ S] (653)

Nilai-nilai eigen dari matriks K., adalah:

2EA
M =" dand; =23 =2y =0 (6.54)
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Teramati bahwa matriks Kg,, bersifat semi-positif definit dan menghasilkan jumlah nilai eigen
nol yang tepat terkait dengan moda benda tegar (rigid body modes). Selain itu, nilai eigen tak-
nolnya sama dengan nilai eigen matriks kekakuan lokal Kp,,-. Hal ini dapat dibenarkan karena
besarnya nilai eigen berkaitan dengan besaran usaha yang invarian terhadap kerangka acuan
apa pun. Untuk elemen rangka lainnya, langkah-langkah yang sama dapat diikuti untuk
memperoleh matriks kekakuan global dari matriks kekakuan lokal.

Transformasi Zona Ujung Kaku (Rigid-End-Zone)

Terdapat beberapa situasi di mana transformasi Zona Ujung Kaku memainkan peran penting
dalam analisis struktur. Sebagai contoh,

1. Ukuran Sambungan Terhingga (Gambar 6.12): Pada kenyataannya, sambungan
struktural (titik simpul) bukanlah titik matematis sebagaimana biasanya diasumsikan
dalam model struktural. Ketika sambungan direpresentasikan secara memadai oleh
sebuabh titik, hal ini menyiratkan bahwa panjang tambahan kolom dan balok (biasanya
setengah dari tinggi penampang kolom atau balok) cukup untuk mengakomodasi efek
dari sambungan yang memiliki dimensi terhingga. Untuk sebagian besar aplikasi,
hipotesis ini valid. Namun, ketika tinggi penampang elemen struktural menjadi besar
atau kekakuan sambungan menjadi tinggi, hipotesis ini tidak lagi berlaku.

2. Diafragma Lantai Kaku (Gambar 6.13): Biasanya, deformasi pada diafragma lantai dan
atap bangunan tergolong kecil dibandingkan dengan simpangan antar-lantai (inter-
story drift) yang berdekatan. Jika demikian halnya, diafragma dapat dianggap kaku
secara efektif, sehingga menghasilkan pengurangan yang signifikan dalam jumlah
derajat kebebasan. Banyak program komersial (misalnya SAP 2000) memanfaatkan
asumsi ini untuk mengurangi beban komputasi.

3. Hubungan Kaku antara Pelat dan Balok (Gambar 6.14): Saat menganalisis keseluruhan
sistem pelat dan balok pendukungnya, sangat penting untuk memperhitungkan jarak
eksentrisitas (offset) antara titik simpul rangka (balok) dan pelat.

4. Eksentrisitas Titik Simpul (Gambar 6.15): Umumnya, bagian atas balok dan bukan garis
tengahnya yang memiliki elevasi sama dalam sistem lantai. Oleh karena itu, balok-
balok yang bersebelahan dengan tinggi penampang berbeda akan menghasilkan

eksentrisitas titik simpul.

-!

zona ujung yang kaku

Pemodeliii rangka (elemen

Struktur / balok)

elemen dindinE/

] % (224}

Gambar 6.12 Struktur Rangka-Dinding dengan Sambungan Berdimensi Hingga.
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th

""""""""""""" Lantai j

‘4 _ kolom yang tidak dapat

diubah panjangnya

Gambar 6.13 Rangka Bertingkat Banyak dengan Diafragma Lantai Kaku dan Kolom Tak-Dapat-
Memanjang.

garis tengah balok

V22

Transformasi Rigid-End-Zone (zona ujung kaku) dapat digunakan untuk memperhitungkan
efek-efek yang telah disebutkan sebelumnya akibat adanya bagian-bagian yang kaku.
Transformasi matriks kekakuan yang terkait dapat diperoleh dengan meninjau hubungan
geometris dan menerapkan prinsip perpindahan maya. Selanjutnya, ditinjau kasus umum
elemen rangka 2-D dengan zona ujung kaku seperti yang diperlihatkan pada Gambar 6.16.
Perpindahan ujung U dan gaya ujung P dari rangka fleksibel bagian tengah dituliskan dalam
bentuk vektor sebagai berikut:

U=1U; U, U; U, Us Ugl" (6.55)
P=|P, P, P3 P, Ps Pl (6.56)
permukaan tengah
ketebalan ==

pelat model

........ balok
1\\ .......... garis sumbu balok N\ rangka model

garis sumbu balok

tulangan kaku

Gambar 6.14 Sambungan Kaku antara Model Pelat (Pelat Lantai) dan Model Rangka (Balok).

231



Analisis Matrix Kerangka Struktur Bangunan
Dr. Ir. Agus Wibowo, M.Kom, M.Si, MM

Sy -

i
[

Gambar 6.15 Sambungan Berdimensi (Finite Joint) dengan Ofset Balok.

L % (2% JI
(a) Sistem REZ
U = —3
U, '\ U, t ‘\
L» |
l_] i 1 ] Ul
| L |
I |
(b) Sistem B

Gambar 6.16 Elemen Rangka 2-D: (a) dengan Zona Ujung Kaku; (b) tanpa Zona Ujung Kaku.

Hubungan kekakuan antara kedua besaran ujung ini adalah:

_ (P K1 K1 (U __
P= {_1} =|_1 _12] {gl} = KU (6.57)
P2 K21 K22 U2

Perlu dicatat bahwa elemen rangka tengah dapat berupa salah satu elemen rangka yang telah
dikembangkan sebelumnya. Perpindahan ujung Ugg; dan gaya ujung Prg; pada ujung kaku
dinyatakan dalam bentuk vektor sebagai berikut:

— T
UREZ — lUfEZ U§EZ Ué?EZ UfEZ Ué?EZ Ué?EZJ (658)
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5 T
PREZ e lleEZ PZREZ P3REZ P4REZ PSREZ P6REZJ (659)

Hubungan kompatibilitas antara perpindahan ujung U dan Ugg, dapat diperoleh dengan
meninjau kinematika ujung kaku kiri dan kanan. Berdasarkan tinjauan kinematik (Gambar
6.17a) terhadap ujung kaku kiri, diperoleh hubungan-hubungan berikut:

Uy = UfE% — (Lq; cos(@y;) — Lq; cos(@q; + Us))
U, = U§EZ + Ly; sin(@q; + Us) — Ly; sin(@y;) (6.60)

U = Uf
Hubungan kinematik nonlinear ini sama dengan kendala benda tegar (4/4.125) yang diperoleh
pada Bab 4. Karena fokus utama hanya terbatas pada struktur geometris linear, Pers. (6.60)

dapat dilinearisasi dengan menguraikan semua fungsi trigonometri dan menggunakan
linearisasi berikut:

cosU; ~ 1dan sinU; = Us (6.61)

Ly; cos((pzj) ~ Ly, cos((oz,~ + U(,)

& i
. g e — = 4
: Ly cos(@y;) = Ly;cos (@ + Us) %‘;/l

/

(a) Ujung Kaku Kiri (b) Ujung Kaku Kanan

Gambar 6.17 Kinematika Ujung Kaku:
Oleh karena itu, Persamaan (6.60) dapat ditulis ulang sebagai:
Uy = Uf¥? = UsLy;sin(@y); Uy = USP% + Usly; cos(@q) ;dan Uz = U™ (6.62)

dan dinyatakan dalam bentuk matriks sebagai:

IZ1 1 0 —Ly;sin(oq;) Uit B B
U, = [O 1 Ly cos(epy;) | UREZ atau Uy = Trez URE? (6.63)
Us 0 0 1 UREZ

3
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Demikian pula, berdasarkan tinjauan kinematik (Gambar 6.17b) terhadap ujung kaku sebelah
kanan, diperoleh hubungan-hubungan berikut:

Uy = UFEZ + (Lyj cos(@a;) — Lyj cos(@zj + Ug))
Us = UREZ — Ly sin(,; + Ug) + Ly; sin(@y;) (6.64)
U, = UF*

Persamaan (6.64) dapat dilinearisasi menjadi:

U, = UFEZ + UgL,; sin(@y); Us = UREZ —UgL,; cos(¢,;);dan Uy = UFEZ  (6.65)

dan dinyatakan dalam bentuk matriks sebagai:

U, 1 0 Ly sin(gy)) UgH
Usc=[0 1 —L,;cos(ep,;) UREZ b atau U, = Trpz, U™ (6.66)
Us 0 0 1 UREZ

Dengan menggabungkan Pers. (6.63) dan (6.66), hubungan kompatibilitas matriks antara U
dan Ugg, adalah:

_ ([UREZ

(Uy 1 0 —Lysin(ey) 0 0O 0 1

— UREZ

U, 0 1 Lycos(py;) 0 O 0 2

Us( |0 0 1 0 0 0 UREZ 0z Gl 66
1, [o o 0 1 0 Lysin(gzy) <W>atau(]_ rezUnez (667)

Us 00 0 0 1 —Lyjcos(pz)| |yREZ

\Us) Lo o 0 00 1 W —rez

6 LUé?EZ

Dengan mengacu pada Gambar 6.16, matriks transformasi Rigid-End-Zone dapat dinyatakan
dalam bentuk dimensi offset sebagai berikut:

1 0 —e,; 0 O 0

01 e; 0O 0

_10 0 1 0 0 0
“rz=10 0 0 1 0 eya (6.68)

0 0 0 0 1 —ey
0 0 0 0 0 1
Dalam hal koordinat simpul, dimensi offset dapat didefinisikan sebagai:

ex1 =X —Xj; ey1 =Yi— Vi ey =Xy —X; dan ey, =y, —yj; (6.69)
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Dari sifat invarian kerja virtual eksternal (5/5.200), dapat disimpulkan bahwa:

6I_JEEZ13REZ = SUTF (670)
System REZ System B

Dengan mensubstitusikan persamaan (6.67) ke dalam (6.70), diperoleh

8Ufgy [Prez —TigzP1 =0 = Prgy = TP (6.71)
Arbitrary

Persamaan (6.71) secara sederhana mewakili hubungan kesetimbangan antara dua sistem

gaya ujung P dan Pgz;.
Dengan mensubstitusikan Persamaan (6.57) ke dalam (6.71), diperoleh

Pz = TjpzKU (6.72)
Dengan menyubstitusikan Pers. (6.67) ke dalam (6.72), diperoleh
13REZ = I‘RTEZKFREZI_JREZ = l_(REZI_JREZ (6.73)

Oleh karena itu, hubungan transformasi yang memperhitungkan keberadaan zona ujung kaku
adalah:

RREZ — FgEZKFREZ — FI;EZII_(IIFREZI l-‘I%WEZIKIZFREZZ (674‘)

T 1 7¢ T 174
l-‘REZZI(le-‘REZl l-‘REZZI(ZZFREZZ

Untuk rangka Euler-Bernoulli prismatik, matriks kekakuan elemennya—termasuk zona ujung
kaku—adalah:

REB —_rT W
l(REZ - l-‘REZI(EBFREZ

Untuk jenis elemen rangka tengah lainnya, matriks kekakuannya dapat ditransformasikan
dengan cara yang serupa.
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g,

Gambar 6.18 Representasi Skematis Transformasi Perpindahan.
6.5 RINGKASAN TRANSFORMASI KEKAKUAN
Sejauh ini, bab ini telah membahas tiga transformasi perpindahan elemen, yaitu:
¢ Transformasi mode benda tegar (rigid-body-mode)
e Transformasi koordinat

¢ Transformasi zona ujung kaku (rigid-end-zone)
Semua transformasi tersebut dapat dituliskan secara bersamaan sebagai berikut:

V= 5FI’£EZFREZﬁREZ = FI_JREZ (6.75)

dan digambarkan secara skematis pada Gambar 6.18.
Berdasarkan prinsip kerja maya, transformasi gaya yang bersesuaian dinyatakan sebagai:

Prez = FI;OTFgEZq = rTq (6.76)

dan secara skematis direpresentasikan pada Gambar 6.19. Akibatnya, transformasi matriks
kekakuan dapat ditulis bersama sebagai:

Prez = rgOTrgEzﬁTKFREZFROTUREZ = FTI_(FUREZ = KrezUgrez (6-77)
Dimana

Krez = ThorTisza  Kalgg,Tror = TTKT (6.78)
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Gambar 6.19 Representasi Skematik Transformasi Gaya.

6.6 METODE KEKAKUAN: PENDEKATAN KONSEPTUAL

Tujuan utama bab ini adalah mengembangkan persamaan kekakuan untuk struktur
rangka. Penyelesaian dasar dari persamaan ini adalah sekumpulan perpindahan titik simpul
yang diakibatkan oleh pembebanan tertentu (baik mekanis maupun non-mekanis). Gaya-gaya
elemen dan reaksi tumpuan kemudian ditentukan berdasarkan perpindahan titik simpul
tersebut menggunakan prosedur tambahan. Tugas utama dalam metode kekakuan adalah
menyusun matriks kekakuan struktur K. Pada bagian ini, pendekatan yang disebut sebagai
pendekatan "konseptual" akan digunakan untuk menyusun matriks kekakuan struktur.
Langkah-langkah umum dalam pendekatan ini adalah sebagai berikut:

1. Struktur dibuat menjadi tentu secara kinematik dengan mengunci semua titik simpul
agar tidak mengalami perpindahan.

2. Pada setiap titik simpul yang terkunci, diberikan perpindahan satuan yang bersesuaian
dengan setiap derajat kebebasan perpindahan. Berdasarkan definisi, gaya-gaya titik
simpul yang timbul untuk mempertahankan bentuk struktur yang telah mengalami
perpindahan tersebut merupakan koefisien kekakuan. Perlu dicatat bahwa hanya satu
perpindahan yang diberikan pada satu waktu saat menghitung koefisien kekakuan,
sementara titik simpul lainnya tetap terkunci.

3. Semua persamaan kesetimbangan yang terkait dengan derajat kebebasan bebas
dituliskan secara bersamaan dan kemudian diselesaikan untuk memperoleh nilai
perpindahan titik simpul.

Penting untuk dicatat bahwa dengan mengikuti prosedur-prosedur tersebut, persamaan-
persamaan yang mengatur perilaku struktur dipenuhi dalam hierarki berikut:

a. Kondisi Kompatibilitas: Deformasi elemen harus kompatibel secara geometris dengan
perpindahan titik simpul yang diberikan.

b. Kondisi Konstitutif: Hubungan tegangan-regangan atau hubungan gaya-deformasi
harus dipenuhi.
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c. Kondisi Kesetimbangan: Gaya-gaya pada titik simpul dan elemen harus berada dalam
keadaan setimbang.

N
N
\T

ARRRRRRR AR RN AN
PPN

7 :

i i
(a) (b)

Gambar 6.20 Contoh 6.1.

//

N

Contoh 6.1

Tinjau susunan sederhana tiga pegas seperti yang ditunjukkan pada Gambar 6.20a. Gunakan
pendekatan konseptual untuk menyusun persamaan kekakuan yang menghubungkan gaya F;
dan F, dengan perpindahan U; dan Us,.

o Penyelesaian: Sistem pertama-tama dibuat tertentu secara kinematik dengan
mengunci semua titik simpul agar tidak mengalami perpindahan (Gambar 6.20b),
kemudian diberikan perpindahan satuan sebesar U; (Gambar 6.21a).

Berdasarkan tinjauan geometris, deformasi pegas 1, 2, dan 3 adalah:

A, =A, =10 dan A;=-10

Berdasarkan hubungan konstitutif setiap pegas, gaya internal yang bersesuaian pada setiap
pegas dapat ditentukan sebagai berikut:

Nl = klAl = kl' N2 = k2A2 = kz, dan N3 = k3A3 = _k3
Gaya-gaya yang diperlukan untuk mempertahankan bentuk akibat perpindahan ini ditentukan

dengan meninjau kondisi kesetimbangan blok A dan B (Gambar 6.21 b). Dengan demikian, K4
dan K,; adalah:

K11=F1=k1+k2+k3 dan K21=F2=_k3

Demikian pula, sistem kemudian dikenai perpindahan satuan sebesar U, (Gambar 6.22a).
Berdasarkan tinjauan geometris, deformasi pegas 1, 2, dan 3 adalah:

A1=A2=OdanA3=10

Berdasarkan hubungan konstitutif setiap pegas, gaya internal yang bersesuaian pada setiap
pegas dapat ditentukan sebagai berikut:
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N1 = klAl = 0, Nz = szz = 0, dan N3 = k3A3 = k3

1:'l =1.0 U.=0
. F=k+k,+k F.=-k,
Y '—’ }—b 1 ] p

kl - ? \I=kl

A LA b %
. k g5 N.<k  N.=k
{'d ? A |« 8

%

ax 7 2"

Z
(@) (b)

Gambar 6.21 Contoh 6.1 (Lanjutan).
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>
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I
1!]
>
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;

I

Z
(@) (h)
Gambar 6.22 Contoh 6.1 (Lanjutan).

Gaya-gaya yang diperlukan untuk mempertahankan bentuk terdeformasi ini ditentukan
dengan meninjau kondisi kesetimbangan blok A dan B (Gambar 6.22 b). Dengan demikian, K;,
dan K,, adalah:

K12 = F1 = —k3 dan KZZ = Fz = k3

Berdasarkan prinsip superposisi, dua persamaan kesetimbangan yang terkait dengan U; dan
U, dapat dituliskan sebagai berikut:

F1 = (k1 + k2 + k3)U1 - k3U2 dan F2 = _k3U1 + k3U2
dalam bentuk matriks sebagai:

F1 _ k1 + kz + k3 _k3] {Ul} _
{FZ} - [ _k3 k3 UZ atau F = KU
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Contoh 6.2
Untuk rangka pada Contoh 4.1, gunakan pendekatan konseptual untuk menyusun
persamaan kekakuan struktural yang terkait dengan derajat kebebasan bebas, serta tentukan
perpindahan titik simpul, gaya ujung batang, dan reaksi tumpuan. Untuk semua batang, EA =
10 X 10%kN dan IE = 103kN - m?.
e Penyelesaian: Berdasarkan Contoh 4.1, persamaan kompatibilitas matriks struktur
yang terkait dengan derajat kebebasan bebas adalah:

V1Y 106 08 0 0 0 O
v, 016 —0.12 0 0 0 0|,y
1)
V3 016 —012 1 0 0 0fy
A 1 0 o0 1 0 0 UZ
{ 55 =10 0.2 1 0 -02 0 Uz ratau V= Veoo = ArreeUpree
f 0 02 0 0 —-02 1 U.
Vv, 0 0 0 0 1 of|,)
Vg 0 0 0 025 0 o] °
W,) Lo 0 0 025 0 1

Struktur tersebut pertama-tama dibuat menjadi tentu secara kinematik dengan mengunci
semua titik simpul agar tidak mengalami perpindahan (Gambar 6.24a). Kemudian, pada setiap
titkk simpul yang terkunci tersebut, diberikan perpindahan sebesar satu satuan yang
bersesuaian dengan perpindahan yang tidak diketahui.

100AN —m

gl T

4dm

Z

3m Sm

Gambar 6.23 Contoh 6.2.

Sebagai contoh, derajat kebebasan pertama dilepaskan sementara yang lainnya tetap terkunci
(U; = 1,0) sebagaimana ditunjukkan pada Gambar 6.24 b. Berdasarkan matriks kompatibilitas
struktural Asree, deformasi yang terkait pada elemen 1 ditunjukkan pada Gambar 6.25 dan
gaya-gaya elemen dasar yang bersesuaian adalah:
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Q1 2000 O 0 71(0.6 1200
Q,t=| 0 800 400|30.16f =1 192
0 400 800

0.16 192

(a) (b)

\'ll" =V, =0.16

s ee— -\‘

Gambar 6.25 Contoh 6.2 (Lanjutan).

Gaya-gaya ujung elemen yang bersesuaian terhadap sistem acuan global adalah:

rpl(l)\

pw| [~0.6 —016 —0.16] —781.44
2 08 012 012 ~913.92
Y 0o 1 o | 192

{73 Q-

P 06 016 016 | 781.44
a 08 —012 —0.12] %3 913.92
Fs L 0 0 1 192
xPs(l))

Deformasi yang terkait pada elemen 2 ditunjukkan pada Gambar 6.26, dan gaya-gaya dasar
elemen yang bersesuaian adalah:

Q4 2000 O 0 1(-1 —2000
{Qs}=[ 0 800 400]{0}={ 0 }
Qs 0 400 8o00llo0 0
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Gambar 6.26 Contoh 6.2 (Lanjutan).

W' =V, =0
Gambar 6.27 Contoh 6.2 (Lanjutan).

Gaya ujung batang yang bersesuaian terhadap sistem acuan global adalah:

(Pl(Z)w
p® —1 0 0 1 2000
2 0 02 02 0
JE2L _for o |[PR) 2] o
p® 1 0 0 0 —2000
@ 0 -02 -0.2 0
P
5 L0 0 1 0
LP6(2)J

Deformasi yang terkait pada bagian 3 ditunjukkan pada Gambar 6.27 dan gaya-gaya dasar
bagian yang bersesuaian adalah:

lQ7 Qs Q9JT:l0 0 OJT

Gaya ujung batang yang bersesuaian terhadap sistem acuan global adalah:
T
PP B® PP PP B® EP| =10 0 0 0 0 of

Akibatnya, gaya-gaya kendala yang diperlukan untuk mempertahankan bentuk terdeformasi
ini (U; = 1,0) ditunjukkan pada Gambar 6.28.
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Dengan menerapkan prosedur yang sama pada derajat kebebasan (DOF) bebas lainnya,
persamaan kesetimbangan yang terkait dengan setiap derajat kebebasan dapat dituliskan
sebagai berikut:

10 = 2781.44U, + 913.92U, + 192U, — 2000U,
0 = 913.92U; + 1410.56U, + 96Us — 96Us + 240U
0 = 192U, + 96U, + 1600U; — 240U + 400U,
0 = —2000U, + 2187.5U, + 375U,
0 = —96U, — 240U + 2596Us — 240U,
—100 = 240U, + 400U, + 375U, — 240U5 + 1800U,

Kl = F,=2781.44 2 3,3 Ky =F =-2000
& . #
K3 =F,=91392 ¥
{ K“,l = 1~( -0
K3 =F, =192
1.7 4,4

.

Gambar 6.28 Contoh 6.2 (Lanjutan).

Persamaan-persamaan ini dapat ditulis dalam bentuk matriks sebagai berikut:

10 2781.44 91392 192 —2000 0 0 Uy
0 913.92 141056 96 0 —96 240 | |U;
Fo = Ke-Ue. atal 0 (_[ 192 96 1600 0 —240 400 |)Us
free = Bff Ffree 0 —2000 0 0 21875 0 375 || U,
0 0 —-96  —240 0 2596 —240]||Us
-100 0 240 400 375 =240 18004 \Ug

Ini adalah hubungan kekakuan struktural yang terkait dengan derajat kebebasan, dan
kumpulan perpindahan titik simpul dapat diselesaikan dari hubungan ini sebagai:

Upree = [Krf|  Frree = 10.06082  —0.02883 0.01071 0.06743 —0.006455 — 0.06900]"

Deformasi komponen dasar diperoleh kembali dengan mensubstitusi kumpulan perpindahan
nodal ini ke dalam hubungan kompatibilitas struktural.
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V=AfrceUpree ={Vs = 0 02 1 0 —02 04 - - iy =1 0006238
A 0 02 0 0 02 1f|_ ;oo —0.07348
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Gaya-gaya dasar setiap elemen ditentukan berdasarkan persamaan kekakuan dasar elemen

tersebut. Sebagai contoh, gaya-gaya dasar elemen 1 adalah:

Q1 2000 O 0 1(0.01342 26.85 kN
Q, =k,V,atau {Q,t=| 0 800 400[{0.01319; =1420.11 kN-m
Qs 0 400 800].0.02390 24.4 kN-m

Gaya-gaya lengkap pada setiap elemen ditentukan berdasarkan persamaan kesetimbangan

elemen tersebut.

Sebagai contoh, gaya-gaya lengkap pada elemen 1 adalah:

(P(l)\

1

pw| [-06 —0.16 —0.16) _23.23 kN

2 ~08 012 0.2 —16.14 kN
D _ @ P 0 1 o [(%685) _J2011kN-m
PPo=bp Qs 1 oy =06 016 016 2204141 =1 23.23kN

so| |08 —o1z —orz[ 16.14 kN

5 0 0 1 24.4kN - m

sz(l))

Gaya-gaya reaksi ditunjukkan pada Gambar 6.29. Sejauh ini, pembahasan terbatas pada
struktur rangka yang hanya menerima beban nodal. Jenis pembebanan ini dapat ditangani
dengan mudah karena berkaitan langsung dengan derajat kebebasan struktur. Oleh karena itu,
memasukkannya ke dalam persamaan kekakuan struktur relatif sederhana. Kini, perluasan
metode kekakuan secara konseptual dilakukan untuk menganalisis struktur rangka yang
menerima beban nodal maupun beban pada batang (member loads). Langkah-langkah umum
yang telah dibahas sebelumnya tetap berlaku. Pengaruh beban pada batang dapat ditangani
secara sederhana sebagai beban nodal ekuivalen. Dengan demikian, hanya diperlukan
modifikasi pada vektor beban struktur.
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100AN —m

_

10 AN
—

Ny ’ 13.23 kN
20.11kN —m —> @ 921kN-m
16.14 kN 16.14 kN

Gambar 6.29 Contoh 6.2 (Lanjutan).

Perhatikan struktur rangka yang ditunjukkan pada Gambar 6.30a. Struktur ini
menerima beban nodal dan beban pada batang. Beban luar yang bekerja pada struktur
sebenarnya (Gambar 6.30a) dapat diuraikan menjadi dua sistem pembebanan nodal, masing-
masing seperti yang ditunjukkan pada Gambar 6.30b dan c. Sistem pertama (Gambar 6.30b)
terdiri dari beban-beban nodal yang diperlukan untuk menahan semua titik simpul (node) agar
tidak bergerak akibat beban pada batang. Kumpulan beban nodal penahan ini dapat
ditentukan dengan cara mengunci semua titik simpul agar tidak bergerak, kemudian meninjau
kondisi kesetimbangan pada semua titik simpul yang terkunci tersebut. Sistem kedua (Gambar
6.30c) mencakup semua beban nodal yang bekerja pada struktur sebenarnya serta beban
nodal yang berlawanan arah dengan beban nodal dari sistem pembebanan pertama. Beban-
beban nodal ini disebut sebagai beban nodal "ekuivalen".

Gambar 6.30 Superposisi struktur yang ditahan dan struktur yang dikenai beban nodal
ekuivalen.

Berdasarkan prinsip superposisi, gaya dalam dan deformasi pada penampang batang mana
pun, serta komponen perpindahan pada titik mana pun dari struktur yang ditunjukkan pada
Gambar 6.30a, merupakan jumlah dari besaran-besaran terkait pada rangka yang ditunjukkan
pada Gambar 6.30b dan c. Perlu dicatat bahwa beban simpul tertahan pada sistem pertama
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tidak selalu disebabkan oleh beban mekanis yang bekerja sepanjang elemen. Beban tersebut
dapat timbul akibat gangguan-gangguan berikut:

a) Perubahan suhu pada elemen terkait dalam struktur aktual.

b) Ketidaksesuaian sambungan antar-elemen pada struktur aktual.

c) Pergerakan tumpuan.
Prosedur umum untuk menghitung beban simpul ekuivalen yang bekerja pada struktur dapat
diringkas sebagai berikut:

—()
1. Hitung gaya-gaya jepit (PFl ) pada setiap batang yang dikenai beban batang terhadap

sumbu acuan lokalnya.
2. Transformasikan gaya-gaya jepit tersebut dari sumbu acuan lokal ke sumbu acuan
global menggunakan matriks rotasi (3/3.24).

. N T—(i
pO =10 "B (6.79)

3. Tentukan beban simpul penahan yang diperlukan untuk mencegah pergerakan pada
semua simpul. Beban-beban ini dihitung dengan mempertimbangkan kesetimbangan
simpul akibat gaya ujung jepit. Perlu dicatat bahwa beban simpul penahan tersebut
disimpan dalam vektor R dan dipartisi berdasarkan derajat kebebasan bebas dan
terkekang sebagai berikut:

R = [Rfree Rconstr]T (6-80)

._
=
- x
2

3 R, 3
»w ‘, = / w!
| /! | ! |
| | |
(a) (b)
Gambar 6.31 Contoh 6.3.
4. Definisikan vektor beban nodal ekuivalen sebagai:
E
FE=F—R={Ffree}:{Ff”e}—{Rﬁee} (6.81)
Ffonstr F constr Rconstr

Contoh 6.3
Susun vektor beban titik kumpul ekuivalen FE untuk struktur portal yang ditunjukkan pada
Gambar 6.31a.
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e Penyelesaian: Struktur terlebih dahulu dibuat tentu secara kinematik dengan
mengunci seluruh titik kumpul terhadap perpindahan (Gambar 6.31b). Vektor gaya
jepit untuk setiap batang yang ditunjukkan pada Gambar 6.32 terhadap sumbu acuan
lokalnya adalah:

PO _[p P PL P pPL" 52 _[o p PL 4 p PL"
i 2 12 2 12l F 2 217

Matriks transformasi rotasi setiap elemen digunakan untuk mentransformasikan gaya ujung

jepit dari sumbu acuan lokal ke sumbu acuan global.

M i Pl
i =——
Iy }
P,‘;'JT"' ( L -) -
o ’ T
w_P

PR =P P =P

|

Gambar 6.32 Contoh 6.3 (Lanjutan).

o R
12 P R,
—_— T T R, R
- R1 l ) o T l_.
R, ~~ R, R| p 3
T pL —> /2
R e 4 P
(3 12 7

Gambar 6.33 Contoh 6.3 (Lanjutan).

T
1 1) T=@ [ P PL P PL
PY =T P, =2 0 — —— 0 ——| dan
F RoT T F 2 12 2 12
T—(2) PL pL1”
PP =1 Pr =[0 P — 0 P ——

Vektor beban terkekang R disusun dengan mempertimbangkan kesetimbangan simpul akibat

gaya-gaya ujung jepit (Gambar 6.33).

R = [Rfree Rconstr]T
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Dimana

P 5PL PLY" P PLY"
R =|—— S — dan R =|—— Sp—
free 2 P 12 12 constr 2 0 0 P 2

Perlu dicatat bahwa ini adalah kumpulan gaya nodal yang diperlukan untuk mencegah semua
titik simpul bergerak. Gaya-gaya tersebut dapat dilihat pada Gambar 6.34a. Vektor beban
nodal didefinisikan sebagai:

F = [Ffree Fconstr]T

R =P T 2 FE=F, -P

(a) (b)

Gambar 6.34 Contoh 6.3 (Lanjutan).
di mana
Ffree = [P 0 —-PL O]T dan Fconstr = [FS F6 F7 F8 F9]T

Vektor beban nodal ekuivalen (Gambar 6.34 b) didefinisikan sebagai:

FE=F_R={F]§ree }={ Ffree }_{ Rfree }
FE Fconstr Rconstr

constr
Dimana
s _ [3P -17PL  pPLY" —_— P PY”
Ffree - 7 _P 12 —E dan FCOTlStT - F5 + E F6 F7 F8 - P Fg + E
Contoh 6.4

Struktur rangka pada Contoh 6.2 dikenai beban pada batang dan beban pada titik
simpul sebagaimana ditunjukkan dalam Gambar 6.35. Gunakan metode kekakuan untuk
menentukan perpindahan titik simpul dan gaya-gaya pada ujung batang.

e Penyelesaian: Struktur dibuat menjadi tentu secara kinematik dengan mengunci
semua titik simpul agar tidak mengalami perpindahan. Akibatnya, beban titik simpul
yang diperlukan untuk mencegah pergerakan setiap titik simpul ditentukan dengan

248



Analisis Matrix Kerangka Struktur Bangunan
Dr. Ir. Agus Wibowo, M.Kom, M.Si, MM

meninjau kondisi keseimbangan titik simpul. Gaya-gaya ujung jepit untuk setiap batang
ditentukan terlebih dahulu sebagaimana ditunjukkan dalam Gambar 6.36.

Anggota 1:
1 —=(1)
PV =P, =0
Anggota 2:
P =[0 250 20833 0 250 —208.33]
T—(2)
PP =12 Pr =[0 250 20833 0 250 —208.33]"
10N 100kN | m
EERRRRIREy
Y 20AN —p
2m
X
3m | Sm
Gambar 6.35 Contoh 6.4.
P =208.33 100&N | m P =-208.33
lf‘,"lf(l {.év [EERRR 'zt IEERR! v@’ ,'”_.,7“
P =0 T/"3;‘ =250 P¥ -:suT
pY ;o.{ A <0
“ 100AN /m 2
I_'.‘,“—l) vvtvtvvvvvvv;vv
Gambar 6.36 Contoh 6.4 (Lanjutan).
Anggota 3:

—(3)
P, =[0 10 10 0 10 -10]7
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T—(3)
PP =r3 P, =[-10 0 10 -10 0 —-10]"

Gaya-gaya simpul tertahan yang diperlukan untuk mencegah pergerakan semua simpul
ditentukan dengan mempertimbangkan kondisi kesetimbangan simpul sebagaimana

ditunjukkan pada Gambar 6.37.

R p -
1 = 208,33 P =250 o e\ By=-10

R
R ,\ P 5 ” A
1 L 2 . 7 =10
R / , )——1) P =208 n(‘T T R AL 5
DR“ - P =250 —T—» P2 =10 R D '

R ——
R, £y =10 K,

Gambar 6.37 Contoh 6.4 (Lanjutan).
Gaya-gaya simpul tertahan (Gambar 6.38) disusun dalam bentuk vektor sebagai berikut:
R = [Rfree  Reonser]”
Dimana
Riree = [0 250 20833 —10 250 -21833]" dan Repneer =[0 0 0 —10 0 10]"

R, =-218.33

R, =-10

~
]

Z Z
/"V‘“DR,—H R,=0 D’\'.:'—“’

R, =0 R,=-10

Gambar 6.38 Contoh 6.4 (Lanjutan).

Persamaan kekakuan struktur yang berhubungan dengan derajat kebebasan bebas (FfEree =

Ffree - Rf-ree = Kfofree) adalah:
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0 278144 91392 192 —-2000 0 0 71/(Un
—260 913.92 1410.56 96 0 -96 240 || U:
—208.33( _| 192 96 1600 0 —240 400 |) U3 |
10 —2000 0 0 2187.5 0 375 || Us
—250 0 —-96 —240 0 2596 —240}|Us
218.33 L0 240 400 375 =240 18004 \Ug/

-1 -1 E
Usree = [Krr]  (Frree = Rpree) = [Kpr|  Free
Upree = [Uy U, Us Uy Us Ug]" =[0.523 —0.539 -0.211 0461 -0.124 0.127]"

Deformasi dasar elemen diperoleh dengan menyubstitusikan kumpulan perpindahan nodal ini
ke dalam hubungan kompatibilitas struktur.

V1Y 106 08 0 0 0 0 r —0.117m
V, 016 —-012 0 0 0 0 0.148 rad
V. 016 —-012 1 0 o o923 —0.06267 rad
> —0.539
Vs -1 0o 0 1 0 0] 511 —0.06215m
Vsp=| 0 02 1 0 =02 0 0461 { —0.2942rad ¢
Vs 0 02 0 0 -02 1 _(') 124 0.04442 rad
Vv, 0 0 0 0 1 0 0 127 —0.124 m
Ve 0 0 0 025 0 O ' 0.1153 rad
W,/ Lo 0 0 025 0 1 \ 0.2428 rad ~

Gaya-gaya lengkap pada setiap elemen ditentukan berdasarkan persamaan kesetimbangan
elemen tersebut. Sebagai contoh, gaya-gaya lengkap pada elemen 1 adalah:

PO =b"Q, + P” = b k,V, + PV

fpl(l)W
p® 0.6 —0.16 —0.16 0 124.3 kN
2 _

i 08 012 012|000 o o1/ —04117 0 200.1 kN
(3 L1 0 1 0 o 800 400|! 0148 {(+0 93.7kN —m
p 06 016 016 || o o0 aooll_o0e2er) | |9 — 1243 kN

- 08 —0.12 —0.12 ' 0 —200.1 kN
Fy 0 0 1 0 9.3 kN —m
\P(,(l)J

6.7 METODE KEKAKUAN: PENDEKATAN SEMI-OTOMATIS

Pada bagian sebelumnya, matriks kekakuan struktural dibangun menggunakan
pendekatan konseptual.Pendekatan ini untuk membangun matriks kekakuan struktural relatif
mudabh, tetapi bisa sangat melelahkan bahkan untuk struktur rangka kecil (misalnya, struktur
rangka pada Contoh 6.2). Oleh karena itu, pendekatan yang lebih terkomputerisasi lebih
disukai. Pendekatan tersebut dikenal sebagai pendekatan “semi-otomatis” dan dapat
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diturunkan dari prinsip perpindahan virtual. Perlu diingat bahwa persamaan dasar metode
kekakuan diturunkan dari tiga set persamaan pengatur, yaitu:
1. Persamaan Kesetimbangan: Persamaan kesetimbangan struktur telah dibahas pada
Bab 3 dan dituliskan sebagai berikut:

F = BQ + F° atau {FFfree } [ Bree ]Q { Free } (3/3.43)

constr constr COTI.StT

2. Persamaan Kompatibilitas: Persamaan kompatibilitas struktural telah dibahas pada
Bab 4 dan dituliskan sebagai berikut:

V=AUatauV = Vfree + Veonstr = AfreeUfree + AconstrUconstr (4/4.56)
3. Persamaan Kekakuan Elemen Dasar: Persamaan kekakuan elemen dasar telah dibahas

sebelumnya dalam bab ini dan sebagian di Bab 2. Untuk satu elemen, persamaan
tersebut dituliskan sebagai berikut:

q® = kOv®O + q 4 g (6.82)

Untuk semua anggota, semuanya ditulis bersama sebagai:

Q=KkV+Qo+Q, (683)
Q kK o .. o01(V% Q Qu
(2) 2 2

@l fo w0 vl el e 99
Qn 0 o0 .. Kkm™l\V, Qy w

di mana m adalah jumlah anggota; vektor q(i) berisi gaya anggota dasar akibat deformasi awal;

dan vektor qw) berisi gaya anggota dasar akibat beban anggota. Semua persamaan pengatur
ini dapat ditulis bersama melalui prinsip perpindahan virtual. Dari sifat invarian kerja virtual
eksternal (5/5.200), dapat disimpulkan bahwa:

8VTQ = §UT(F — F%) (6.85)
Dengan mensubstitusikan persamaan (4/4.56) ke dalam (6.85), diperoleh

SUT [(F—F°)—ATQ]=0=F—F’=ATQ (6.86)

Arbitrary

Dengan menyubstitusikan Pers. (6.83) ke dalam (6.86), diperoleh
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F—F° =ATkV + ATQ, + ATQ,, (6.87)
Dengan mensubstitusikan persamaan (4/4.56) ke dalam (6.87), diperoleh
F—F° = ATKAU + ATQ, + ATQ,, (6.88)

Persamaan (6.88) merepresentasikan persamaan kekakuan struktural dan dapat dipartisi
berdasarkan derajat kebebasan bebas dan terkendala sebagai berikut:

Ffree = Frree = (Ffree + KrcUconstr + AfreeQo + AfreeQu) = K Upree (6.89)
Foonstr = Feonser = (Foonser + KecUconstr + AlonserQo + AlonserQuw) = KepUpree  (6.90)
Dimana
Ker = Al oo KAfree Kee = AL oo KA onsers Kop = Alonser KAfree; dan Koo = Aloyser KA conser (6.91)
Suku-suku di dalam tanda kurung pada Persamaan (6.89) dan (6.90) masing-masing

merepresentasikan gaya simpul tertahan yang terkait dengan derajat kebebasan bebas dan
derajat kebebasan terkendala.

Rfree = F;)ree + KfCUconstr + A;ree QO + A;ree QW
N—— N——
Bfree Bfree

RCOTLStT’ = FC(‘)OTlStT' + chUconstr + A’IC-"OTlStT' QO + A’IC-"OTlStT' QW (6'92)
~—————— ~——————

Bconstr Bconstr

F=BQ+F =A"Q+F’

Kesetimbangan

Q: Gaya Dasar

Q=kV+Q,+Q, [Elemen Struktur | | Struktur | F£ - KU

V: Deformasi Dasar \

| Kesesuaian |

V=AU

Gambar 6.39 Representasi skematis metode kekakuan.
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Sekumpulan perpindahan titik simpul yang tidak diketahui, Usree, ditentukan dengan
menyelesaikan Persamaan (6.89). Kemudian, gaya reaksi tumpuan F.onstr ditentukan dari
Persamaan (6.90). Representasi skematis metode kekakuan disajikan pada Gambar 6.39.
Langkah-langkah prosedural dalam pendekatan kekakuan semi-otomatis dirangkum sebagai
berikut:

Langkah 1: Menyusun matriks kompatibilitas:

A =[Afree  Aconstr]
Langkah 2: Susun persamaan kesetimbangan menggunakan prinsip perpindahan maya:
Frree = AlreeQ + FPep
Langkah 3: Susun matriks kekakuan struktur dan vektor beban ekuivalen:
Krr = AfrecKAfree dan Ffroo = Frree — Rpree

Langkah 4: Selesaikan persamaan kekakuan struktural untuk perpindahan titik simpul yang
belum diketahui pada derajat kebebasan bebas:

Firee = KrpUpree = Uppee = [Kff]_lF]I;ree

Langkah 5: Hitung deformasi elemen:
V = AfreeUsree + AconserUconstr

Langkah 6: Hitung gaya-gaya dasar elemen:

Secara struktural: Q = kV + Q, + Q,,

Secara elemen: @@ = k®Wv® 4 qgi) + q‘(f;)
Langkah 7: Tentukan gaya-gaya lainnya dengan mempertimbangkan keseimbangan elemen
dan titik simpul (misalnya, gaya geser atau gaya aksial jika terdapat kendala yang tidak dapat

memanjang dan/atau tidak fleksibel).
Langkah 8: Tentukan reaksi tumpuan dan verifikasi keseimbangan global.

— AT 0
FCOTlStT - ACOTlStTQ + FCOTlStT

254



Analisis Matrix Kerangka Struktur Bangunan
Dr. Ir. Agus Wibowo, M.Kom, M.Si, MM

1 (EA),=20x10°kN 2 1 (EI),=10x10° kN-m* 2
NE .
Z |
n z
% =g
- 2
& <~ |1
[ =
= I
= ~
£ 5
3 Properti Aksial = Properti Lentur
Gambar 6.40 Contoh 6.5.
l 250 kN 40 kN-m
200 kN 1 2 1 2
: 2 J I EEEEEEERE

Sm Sm

10m

10m

(a) (b)
Gambar 6.41 Contoh 6.5 (Lanjutan).

Contoh 6.5
Analisis rangka berpengaku yang diperlihatkan pada Gambar 6.40 dengan kondisi
pembebanan berikut:
(i) Gaya nodal yang diterapkan sebagaimana diperlihatkan pada Gambar 6.41a.
(i) Elemen 2 dikenai beban terbagi rata wy = -40 kN/m seperti yang ditunjukkan pada
Gambar 6.41 b.
Solusi
Kondisi (i): Persamaan kesetimbangan struktur ditetapkan terlebih dahulu. Sistem penomoran
derajat kebebasan (DOF), sistem gaya dasar, dan sistem deformasi dasar ditunjukkan pada
Gambar 6.42. Mengikuti pendekatan yang dijelaskan dalam Bab 3, persamaan kesetimbangan
strukturnya adalah:
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r 200 -0 0.125 0125 -1 0 0 0
0 1 0 0 0 01 01 0 (Q1)
0 0 0 1 0 1 0 0 Q>
0 0 0 0 1 0 0 0.781 | | Qs
=250 =|0 0 0 0 —01 —01 0.625 |{Q4p or
0 0 0 0 0 0 1 0 Qs
F; 0 —0.125 0.125 0 0 0 —0.781||0Q¢
Fg -1 0 0 0 0 0 —0.625|\Q,/
\ Fy J 0 1 0 0 0 0 0 -

Fz{Ffree}z[Bfree]Q

FCO‘I’lStT BCOTlStT

Mengikuti pendekatan yang dijelaskan dalam Bab 4, persamaan kompatibilitas strukturalnya
adalah:

Yy 10 1 0 0 0 01 .y
V, 0125 0 0 0 0 0 U1
V3 0125 0 1 0 0o of],”? U
U3 free
Vap=] —1 0 0 1 0 011 U ratauV = [Afree | Aconstr] {U }
Vs 0 01 1 0 —-01 0 U“ constr
A 0 01 0 0 01 1 kUSJ
\V,J 0 0 0 0781 0625 ol ¢
2 ‘\3
T—V 1 / Q43V4 \
- L >
1 ll\ / "2
QS&VS QéaVG
N
1 QlaVI

SL'/}Z

Sistem Penomoran Elemen, Node, dan DOF  Sistem Gaya Dasar dan Deformasi Dasar

Gambar 6.42 Contoh 6.5 (Lanjutan).

Akhirnya, persamaan kekakuan untuk sistem dasar setiap elemen rangka ditinjau dan
dikelompokkan dalam bentuk matriks sebagai berikut:
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0
0
0
0
0
0

1 (V1)

0.06247-

\V,J

r atau Q = KV,

Jelas bahwa persamaan-persamaan kekakuan ini tidak saling terkait (uncoupled) karena semua
suku di luar diagonal pada matriks k bernilai nol. Secara fisik, hal ini dapat diartikan bahwa
semua elemen struktur tersebut tidak saling terhubung. Berdasarkan hubungan kontragradien
antara sistem statis dan sistem kinematik, persamaan kekakuan struktur yang bersesuaian
dengan derajat kebebasan bebas dapat ditulis dalam bentuk matriks sebagai berikut:

Ffree = A?reekAfree = Kfofree

Jenis transformasi ini dikenal sebagai transformasi "kongruen".
Persamaan kekakuan struktural pada derajat kebebasan bebas adalah:

200 - 2.234 0 0.9375 -2 0 0 71(Us
( )
0 0 2.62 0.6 0 —0.12 06 ||U:
0 — 106 x 0.9375 0.6 9 0 —0.6 2 Us
0 -2 0 0 2.0381 0.03049 0 U,
—250 0 —-0.12 —-0.6 0.03049 0.1444 —0.6||Us
0 0 0.6 2 0 —0.6 4 1\Ug

Perpindahan yang tidak diketahui ditentukan dari persamaan kekakuan struktur sebagai
berikut:

Ufree = [Kff]_lFfree

=10"3x%x[9.264m —0.01946m —1834rad 9.390m —19985m —2.078rad]”
Deformasi elemen diperoleh dari hubungan kompatibilitas sebagai berikut:
Vfree = AfreeUfree
=10"*x[-0.1946m 11.58rad —6.763rad 1.258m 1.622rad —0.8109rad —5157m]"

Gaya-gaya batang dasar ditentukan dari persamaan kekakuan batang:

Qfree = KVjyeo = [-48.7kN 4100 kN —m —486.6kN —m 251.6kN 486.6kN—m 0 —322.2kN]

Gaya reaksi dihitung dari persamaan kesetimbangan yang terkait dengan derajat kebebasan
yang terkekang:
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Feonstr = BeonserQ = [F; Fs  FolT =[—200kN 250 kN 4100 kN — m]”

Kondisi (ii): Pada kasus pembebanan ini, tidak terdapat beban nodal, namun elemen 2
menerima beban terbagi rata. Berdasarkan Bab 3, vektor beban elemen akibat adanya beban
elemen adalah:

PP =[0 200 0 0 200 0]
Akibatnya, vektor beban nodal ekuivalen yang disebabkan oleh adanya beban batang adalah:
Fforee =[0 200 0 0 200 O]

Gaya-gaya dasar pada elemen 2 akibat adanya beban elemen adalah:

29T

2
(2)_ _WyLZ WyLZ _ _ T
W=10 —=5= 7| =[0 33333 -33333]

Akibatnya, gaya-gaya struktural dasar yang timbul akibat beban pada elemen adalah:
Q,=[0 0 0 0 33333 -—1333.33 0]
dan vektor beban simpul ekuivalen F,, adalah
F, =BfeeQ,y=[0 0 33333 0 0 - 333.33]7
Vektor beban nodal ekivalen adalah

Foe +F,=[0 200 33333 0 200 -333.33]

Perpindahan yang tidak diketahui ditentukan dari persamaan kekakuan struktur sebagai
berikut:

-1
Ufree = _[Kff] (Fforee + Fw)
=10"3x [5.025m —0.1085m —1.085rad 5.105m -—11.66m —1.107 rad]T

Deformasi elemen diperoleh dari hubungan kompatibilitas:

Vf‘ree = Af‘reeUfree
=10"*x[-1.085m 6.281rad —4.564rad 0.8049m 0.7056rad 0.4805rad —33m]"

Gaya-gaya batang dasar ditentukan dari persamaan kekakuan batang:
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Q= kvfree +Q,
=[-271.2kN 2000kN—-m —711.7kN—-m 16099kN 711.7kN—-m 0 —206.13 kN]T

Gaya reaksi dihitung dari persamaan kesetimbangan yang terkait dengan derajat kebebasan

yang terkekang:

Feonstr = BeonstrQ = [F; Fg Fo]lT =[0 400kN 2000 kN —m]”

250 kN
200N 1 1 2

10m

(a) (b)
Gambar 6.43 Contoh 6.6.

Contoh 6.6
Untuk rangka berpengaku pada Contoh 6.5, lakukan analisis dengan batasan-batasan berikut
(Gambar 6.43 a):

e Anggota 1 dianggap tidak dapat memanjang (inextensible), sedangkan elemen 2

dianggap kaku (rigid).

Penyelesaian: Berdasarkan asumsi bahwa elemen 1 dianggap tidak dapat memanjang dan
elemen 2 dianggap kaku, batasan derajat kebebasan jamak berikut dapat diterapkan:
Elemen 1: Tidak dapat memanjang

Uz—g§=O=U2=O (a)
0
Anggota 2: Kaku
u,—-U,=0=U,=U, (b)
Us —10U; = 0= Us = 10Us (c)
Ug—U;=0= Uy =U; (d)

Berdasarkan Persamaan (a) — (d), U; dan U dipilih sebagai master, sedangkan U,, Us, dan
Ue dipilih sebagai slave. Akibatnya, himpunan baru perpindahan simpul bebas independen
ﬂfree (Gambar 6.43 b) didefinisikan sebagai:
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I~Jfree = [U1 U3]T = [01 UZ]T

Persamaan transformasi matriks yang menghubungkan Uy, bebas dengan ﬂfree bebas
dituliskan sebagai:

Uy 1T 07

U, 0 0] _

Us 0 1|0y ~

U4 = 1 0 {UZ} atau Ufree = Achree
Us 0 10

Ug L0 1

Berdasarkan hubungan kontragradien antara sistem statis dan sistem kinematis, persamaan
transformasi matriks yang menghubungkan gaya nodal F‘free dengan gaya nodal Fy.. adalah:

(F)
F;
F'1 1 0 0 1 0 O F, . o
{Fz}_[O 01 0 10 1]<F4>ataUFfr€€_Achree
Fs
\F¢/

Hubungan ini dapat diturunkan dengan mudah melalui prinsip perpindahan maya. Substitusi
hubungan kinematik ke dalam hubungan kompatibilitas menghasilkan:

erw -0 0
V2 0.125 0
i L Vs{ [0125 1 |y
V= Vfree = AfreeUfree = AfreeAchree = AfreeUfree =3V = 0 0 {01}
Vs 0 0 2
Ve 0 0
N2y, L0.781 6.25

Jelaslah bahwa deformasi dasar yang berkaitan dengan deformasi aksial elemen 1 bernilai nol.
Demikian pula, deformasi dasar elemen kaku 2 bernilai nol. Berdasarkan hukum transformasi
kongruen, persamaan kekakuan struktur terkendala yang bersesuaian dengan derajat
kebebasan bebas dituliskan dalam bentuk matriks sebagai berikut:

lE‘free = l"(ffl’]free

Dimana
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272479 1.242 x 10° ]
1.242 X 10°  7.4402 x 10°

lN(ff = AFreekAfree =
Vektor beban akibat kendala derajat kebebasan jamak adalah:
lEfree = AzFfree = Bchree = [200 _ZSOO]T

Secara eksplisit, persamaan kekakuan struktural pada derajat kebebasan bebas adalah:

(20031 272479 1.242x106] Uy
-2500) ~ 11.242 x 106 7.4402 x 10 | 7,

Perpindahan yang tidak diketahui ditentukan dari persamaan kekakuan struktur sebagai
berikut:

Urree = [0, 0,]" =[9.498x 1073 m —1.922 x 1073 rad]”

Derajat kebebasan perpindahan U, diperoleh kembali dari hubungan kendala kinematik
sebagai berikut:

Un 1 0 [ 9498x107m
UZ 0 0 0
Us| [0 1|f 9498 %1073 m —1.922 x 1073 rad -
= = tau Urpee = AU
U |1 0 {—1.922 x 1073 rad} 0.498 x 10~3 m [ G- “free = fclfree
us| |o 10 ~1.922x 102 m
U/ L0 1- ~1.922 x 1072 rad

Deformasi elemen diperoleh dari hubungan kompatibilitas sebagai berikut:

Viy 1 0 1 0 0 0 0 s . 0 w
| lo125 0 0o o0 0o of[ 2498 ><010 m 1.1873 x 1073 rad
Vs 0125 0 1 O 0 0 s —7.348 x 10™* rad
WwAol20 o o 1 0o of{~1922x107rad| _ 0 >
9.498 X 1073 m
Vs 0 011 0 —-01 0 L, 0
~1.922%x 1072 m
Ve 0 010 0 01 1|{T SRR T, 0
v, Lo 0 0 0781 0625 o —+74e% ra \—4595x 103 m

Gaya-gaya batang dasar ditentukan dari persamaan kekakuan batang:
Q = kVg, = [N.A. 4100 kN-m —70591kN-m N.A. N.A. N.A. -287.05 kN]™

Perlu dicatat bahwa gaya reaksi tidak dapat diperoleh dari persamaan kesetimbangan pada
derajat kebebasan yang terkendala (F,onstr = Beonstr@)akibat adanya kendala derajat
kebebasan jamak (multi-freedom constraints). Namun, gaya-gaya tersebut dapat dihitung
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dengan meninjau kesetimbangan titik simpul dan elemen secara bertahap sebagaimana
ditunjukkan pada Gambar 6.44. Berdasarkan tinjauan kesetimbangan pada titik simpul dan
elemen, gaya-gaya elemen dasar yang terkait dengan kendala derajat kebebasan jamak
tersebut adalah:

Q, = —70.68kN; Q, =22426kN; Qg = 705.91kN-m; dan Qg = O kN -m

dan reaksi tumpuannya adalah:

Foonstr = [F7 Fg Fo]lT =[-200kN 250kN 4100 kN - m]”

705.91 AN-m
70.68 kN d | R
200 kN 1 | o
— l}.' 224 26 kN T0.68 kN 70.68 kN 224.26 kN
705.91 kN- E 5 /
05.91 kN-m 705.91 AN-mr F, =250 kN
T 424 .26 kN l
1 ,
70.68 kN -
l e 1B c
F, = 20K kN
70591 &N-m 124.26 kN
1 250 kN
T0.68 AN
f 224.26 kN
3
F,=4100kN —m 2
424 26 kN u > | o) N /
T s 287.05 kN

4100 EN-m \V F, =250 kN

70,68 kN
1 424.26 kN
—
4100 £N-m /\/
5 287.05 &N
,\Lj F,=4100kN —m

F, 200 kN

Gambar 6.44 Contoh 6.6 (Lanjutan).

Contoh 6.7
Perhatikan struktur garasi satu lantai sederhana yang ditunjukkan pada Gambar 6.45.
Tiga dinding geser menopang atap garasi. Kekakuan dinding ditunjukkan pada Gambar 6.45.
Dinding-dinding geser tersebut tidak memiliki kekakuan di luar bidang (out-of-plane stiffness).
a. Berapa derajat kebebasan yang dimiliki struktur tersebut?
b. Berapa besar perpindahan struktur akibat beban yang diterapkan seperti ditunjukkan
pada Gambar 6.45?
e Penyelesaian: Perpindahan pada titik M dipilih sebagai perpindahan tergeneralisasi.
Transformasi Rigid-End-Zone dapat digunakan untuk memperoleh perpindahan setiap
dinding relatif terhadap titik utama M, sebagaimana ditunjukkan pada Gambar 6.46a.
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12

4m

(SRS - I
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Ux
=IUy=[1 0 —4]{Uy};

E
= 0.41667E

2(0+v)  2(1+02)

h h

—_—— P
3/E GAS)
v=0.2

Dinding memiliki ketebalan konstan b = 1
Anggap A, =A

Gambar 6.45 Contoh 6.7.

h3 N h 33 N 3 1.11 L. = 0.9F
= = = = = ().
h 3LE  GAy 3(42.67)E = (0.41667E)(8 x 1) E 1
Dinding 2:
1—1X53—1042 . G = E__ = 0.41667E
2= T T MM S Ay 20+ 02)
a + h 3 + > 2304 k, = 0.4341FE
= ——4—] = = = =0.
f2 3LE GA,, 3(10.42)E ' (0.41667E)(5 x 1) E z
Dinding 3:
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I —1X13—008333 6= E__ = 0.41667E
3T 712 T 7 M Ty 200+02)
(X LI > + ° 2 —868x 10
f3= 3LE  GAg) \3(0.08333)E ' (0.41667E)(1x 1)) E 3T

Transformasi Rigid-End-Zone dapat digunakan untuk memperoleh matriks kekakuan setiap
dinding terhadap titik induk M pada Gambar 6.46a.

Dinding 1:
T ) 0 0
Kua =TS0, kTS =El0 09 225
0 2.25 5.625
Dinding 2:
. 04341 0 —1.7364
Ky, =T, k,T2 =E| 0 0 0
M2 REZ 2YREZ
—1.7364 0 6.9456
Dinding 3:

3T 3
Kysz = F}gE)Z k3rng)z =E

0 0
0 0.000868 —0.00217
0 -0.00217 0.005425

T Y
P Uy, 100 kN
’ @
80 kN
X 100 kN
@)_' —> 0 @ l
Plx’ U]x M
80kN
! % — Ujung Kaku
O 11 ©)

P3x’ U3x
Gambar 6.46 Contoh 6.7 (Lanjutan).

Oleh karena itu, matriks kekakuan pelat atap ini adalah:
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0.4341 0 —1.7364
Ky =Ky +Kyz +Kys =E| 0 0.900868 2.24783
—1.7364 224783  12.576

Vektor beban Fy, is F,; = [100 0 0]

_ T
Vektor perpindahan U, is Uy, = [Ky ] 'Fy = [74034'2 16038 18457]

E E E
Deformasi setiap dinding adalah

88.89 _ @ 230.362 _® ~92165.9

U.. =1 — — —
x = 'REZEM T T’ 2x — RezYM — E ’ 3x — 'rpzYM — E

Gaya pada setiap dinding yang ditunjukkan pada Gambar 6.46b adalah

88.89
F,, = kyUy, = (0.9E) (T) = 80 kN

230.362
Fyy = koU,, = (0.4341E) (T) = 100 kN

—92165.9

Fsy = ksUs, = (0.868 x 10—35)( -

) = —80 kN
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BAB 7
METODE KEKAKUAN Il PENDEKATAN KEKAKUAN LANGSUNG

7.1 PERKEMBANGAN DAN KONSEP METODE KEKAKUAN LANGSUNG

Pada Bab 6, metode kekakuan pertama kali dirumuskan melalui prinsip superposisi.
Metode ini disebut sebagai metode kekakuan yang bersifat "konseptual". Kemudian, metode
tersebut diformalkan dan dikembangkan dengan bantuan prinsip perpindahan maya, yang
menghasilkan apa yang disebut sebagai metode kekakuan "semi-otomatis". Dalam metode ini,
matriks kekakuan struktur disusun secara tidak langsung dari matriks kekakuan elemen-
elemen individu melalui transformasi kongruen.

Namun, baik pendekatan konseptual maupun semi-otomatis tidaklah praktis untuk
pemrograman komputer. Pendekatan yang lebih sesuai muncul dari gagasan dasar kedua
metode kekakuan tersebut dengan menambahkan beberapa konsep yang berorientasi pada
komputer. Metode ini dikenal sebagai metode kekakuan "langsung" (direct stiffness method).
Istilah "langsung" menyiratkan bahwa matriks kekakuan struktur dapat disusun secara
langsung dari matriks kekakuan elemen. Prosedur penyusunan matriks kekakuan elemen yang
digunakan dalam metode kekakuan langsung sangat sistematis dan lugas. Inilah alasan utama
mengapa metode kekakuan langsung sangat cocok untuk pemrograman komputer. Perlu
dicatat bahwa hampir semua perangkat lunak analisis struktur yang tersedia di pasaran (baik
untuk kalangan akademis, penelitian, maupun praktik rekayasa) diimplementasikan
berdasarkan pendekatan kekakuan langsung.

Tujuan utama bab ini adalah memperkenalkan konsep dasar metode kekakuan
langsung dan memberikan pola pikir komputasi yang diperlukan untuk mengimplementasikan
metode tersebut. Sebelum membahas lebih jauh mengenai metode kekakuan langsung dalam
bab ini, ada baiknya kita meninjau secara singkat sejarah perkembangan metode kekakuan.
Landasan teoretis metode kekakuan diletakkan oleh George A. Maney yang menciptakan
metode slope-deflection (kemiringan-lendutan) dalam sebuah publikasi teknik Universitas
Minnesota pada tahun 1915. Metode ini merupakan pengembangan dari karya-karya
sebelumnya mengenai tegangan sekunder oleh Manderla dan Mohr. Hingga ditemukannya
metode distribusi momen pada tahun 1930 oleh Hardy Cross, metode slope-deflection telah
menjadi metode yang paling umum digunakan untuk menganalisis balok menerus dan rangka
(frame) di Amerika Serikat selama hampir 15 tahun. Metode slope-deflection dapat dianggap
sebagai cikal bakal dari metode kekakuan yang digunakan saat ini.

Pada era sebelum adanya komputer, kelemahan utama dari pendekatan matriks awal
ini adalah perlunya memperoleh penyelesaian langsung untuk sistem persamaan aljabar
simultan. Hal ini menjadi tugas yang sangat berat untuk struktur yang memiliki banyak variabel
perpindahan yang tidak diketahui. Berkat penemuan komputer pada akhir tahun 1940-an,
analisis struktur beralih dari perhitungan manual ke pendekatan berbasis komputer. Pada
tahun 1953, R.K. Livesley mengembangkan metode kekakuan matriks. Pada tahun 1956, M.J.
Turner, RW. Clough, H.C. Martin, dan J.L. Topp merumuskan matriks kekakuan untuk elemen
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rangka batang (truss) dan rangka kaku (frame) melalui formulasi elemen hingga, serta
memperkenalkan metode kekakuan langsung yang kini populer digunakan untuk menyusun
matriks kekakuan struktur. Pada tahun 1960, J.H. Argyris dan S. Kelsey menyajikan formulasi
metode matriks yang didasarkan pada prinsip energi. Sejak tahun 1950-an, metode kekakuan
matriks telah berkembang dengan sangat pesat.

7.2 PERSAMAAN KEKAKUAN LENGKAP STRUKTUR RANGKA
Sebagaimana telah dibahas dalam Bab 6, persamaan kekakuan lengkap struktur rangka
ditulis dalam bentuk matriks sebagai berikut:

FE=F-R=KU (7.1)

di mana vektor F memuat beban nodal yang diterapkan; vektor R memuat gaya nodal tertahan
yang terkait dengan beban elemen sebagaimana didefinisikan dalam Bab 6 (6/6.80 atau
6/6.92); vektor FE memuat beban nodal ekuivalen struktur yang dibahas dalam Bab 6 (6/6.81
atau 6/6.89-90); vektor U menghimpun komponen perpindahan dari semua titik simpul
(node) struktur, termasuk titik simpul yang pergerakannya dibatasi oleh kondisi tumpuan; dan
matriks K adalah matriks kekakuan lengkap struktur tersebut. Parameter yang tidak diketahui
dalam persamaan kekakuan struktur (7.1) terdiri dari gaya nodal yang bersesuaian dengan
derajat kebebasan yang terkendala (gaya reaksi) dan perpindahan nodal yang bersesuaian
dengan derajat kebebasan bebas. Untuk setiap komponen gaya nodal yang ditentukan
(diketahui), terdapat komponen perpindahan nodal yang tidak diketahui yang bersesuaian
dengannya.

Demikian pula, untuk setiap komponen perpindahan nodal yang ditentukan
(diketahui), terdapat komponen gaya nodal yang tidak diketahui yang bersesuaian dengannya.
Oleh karena itu, jumlah total parameter yang tidak diketahui dalam persamaan kekakuan
lengkap suatu struktur tidak berubah terhadap perubahan kondisi tumpuan. Dengan kata lain,
jumlah derajat ketidaktentuan statis dan kinematik merupakan besaran yang konstan untuk
struktur apa pun. Oleh karena itu, jumlah total parameter yang tidak diketahui pada struktur
mana pun sama dengan jumlah persamaan kekakuan lengkapnya.

Namun, parameter yang tidak diketahui tersebut tidak dapat diperoleh secara langsung
dengan menyelesaikan Persamaan (7.1) karena matriks kekakuan lengkap K umumnya bersifat
singular pada tahap awal. Hal ini dapat dijelaskan karena belum ada kondisi tumpuan yang
diberikan pada struktur, sehingga struktur tersebut dianggap memiliki fleksibilitas tak hingga.
Untuk menyelesaikan besaran-besaran yang tidak diketahui tersebut, persamaan kekakuan
struktur lengkap (7.1) perlu dipartisi berdasarkan derajat kebebasan yang tidak terkendala dan
yang terkendala sebagai berikut:

FfEree _ { Ffree }_{ Rfree } _ Kff KfC { Ufree } (7.2)
FE ch ch -

constr FCOTlStT Rconstr UCOnSt’r
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Langkah partisi ini telah dilakukan pada bab-bab sebelumnya dengan cara memberikan
penomoran yang tepat pada sistem derajat kebebasan sejak tahap awal (misalnya, Contoh
6.2). Pada umumnya, dalam implementasi komputer, langkah ini tidak diperlukan dan dapat
dilakukan setelah proses perakitan matriks kekakuan struktur selesai. Topik ini akan dibahas
pada bab berikutnya. Persamaan (7.2) dapat dipecah menjadi dua hubungan kekakuan sebagai
berikut:

E — —
Ffree - Ffree - Rfree - Kff Ufree + Kfc Uconstr (7-3)
—— N—— N——— N—— N——
known known  known unknown known
E — —
Fconstr — YTconstr — Rconstr - ch Ufree + ch Uconstr (7-4‘)
N—— N
unknown unknown known unknown known

Pada umumnya, jika tidak terdapat pergerakan tumpuan, derajat kebebasan perpindahan
terkendala U,,,st bernilai nol. Namun, jika terdapat pergerakan tumpuan dan pengaruhnya
belum diperhitungkan dalam gaya-gaya kendala R, maka derajat kebebasan perpindahan
terkendala Uy, tidak bernilai nol. Perpindahan nodal yang belum diketahui, Ug,., dapat
diselesaikan menggunakan Persamaan (7.3). Selanjutnya, nilai perpindahan nodal yang telah
diketahui tersebut disubstitusikan ke dalam Persamaan (7.4) untuk memperoleh gaya nodal
yang belum diketahui F,5¢r-

7.3 PERAKITAN PERSAMAAN KEKAKUAN STRUKTUR RANGKA
Persamaan kekakuan lengkap suatu struktur rangka dapat diturunkan berdasarkan tiga
komponen dasar:
1. Keseimbangan: Persamaan keseimbangan titik simpul struktur dapat ditulis dalam
bentuk matriks sebagai berikut:

F = H(l)p(l) + H(Z)p(Z) 4o H(k)p(k) 4ot H(m)p(m) — HP (7.5)

di mana H dikenal sebagai matriks pemetaan kesetimbangan struktural dan memuat
submatriks pemetaan kesetimbangan H® dari m elemen; P dikenal sebagai vektor gaya ujung

struktural dan memuat subvektor gaya ujung P dari m elemen.
H=[H® H® . H® . HM] (7.6)
P=[p® p® .. pw pm]’ (7.7)
Pada Bab 3, pendekatan untuk membentuk matriks H®untuk elemen k berdasarkan vektor
pemetaannya L,,;, telah disajikan. Perlu diperhatikan bahwa jumlah baris pada Persamaan

(7.5) sama dengan jumlah seluruh kemungkinan komponen gaya nodal, termasuk komponen
yang secara langsung ditahan oleh tumpuan.
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2. Kompatibilitas: Perpindahan ujung elemen harus kompatibel dengan perpindahan
nodal struktur. Persyaratan ini menghasilkan hubungan kompatibilitas elemen yang
dinyatakan dalam bentuk matriks sebagai berikut:

U® = GH®U untuk member k (7.8)

di mana U® memuat perpindahan dari elemen k; G merupakan matriks pemetaan
kompatibilitas dari elemen k; dan U memuat seluruh perpindahan nodal, termasuk
perpindahan yang ditahan oleh tumpuan. Untuk keseluruhan struktur, semua matriks
kompatibilitas elemen dikelompokkan menjadi:

A=GU (7.9)

di mana A dikenal sebagai vektor perpindahan ujung struktur dan memuat subvektor
perpindahan ujung U dari melemen; G merupakan matriks pemetaan kompatibilitas

struktur, dan matriks kompatibilitas G® menjumlahkan melemen.
A=[y® y®» . yk | gm]” (7.10)
G=[cV 6@ . e¢® . ™" (7.11)
Pada Bab 4, telah disajikan pendekatan untuk membentuk matriks 6™ untuk elemen k
berdasarkan vektor pemetaannya L, telah disajikan. Perlu diperhatikan bahwa kondisi

berikut berlaku:

G =HT (7.12)
Persamaan (7.12) dapat dibuktikan dengan mudah menggunakan prinsip perpindahan maya.
3. Hubungan Kekakuan Elemen: Respons setiap elemen dinyatakan melalui matriks

kekakuan dan vektor beban ujung jepitnya. Persamaan kekakuan untuk elemen k
dinyatakan sebagai berikut:

p® = KW@y 4 p) (7.13)
di mana P merupakan vektor beban tetap dan K® merupakan matriks kekakuan elemen

global. Pada Bab 6, pendekatan untuk membentuk vektor beban nodal P® telah disajikan.
Untuk keseluruhan struktur, seluruh matriks kekakuan elemen dapat dituliskan berikut:
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(PPY [K® 0o .. 0 .. 0 7(UD) (P
p® 0 K® .. 0o . o0 [|u® p@
| pék) = 0 0 ) 0 ] Uék) F+ 9 PFék) ; (7.14)
kp(:’”)J o o . o . xmllgm kPlgm) )
atau dalam bentuk ringkas sebagai:
P=KA+P; (7.15)

di mana K disebut matriks kekakuan struktural “belum dirakit”. Seperti yang ditunjukkan pada
Bab 6, semua persamaan pengatur ini dapat ditulis bersama melalui prinsip perpindahan
virtual. Dari sifat invarian kerja virtual eksternal (5/5.200), dapat disimpulkan bahwa:

SATP = SUTF (7.16)

Dengan mensubstitusikan persamaan (7.9) ke dalam (7.16), diperoleh

SU” [F-G'P]=0 = F=G'P (7.17)

Arbitrary

Dengan membandingkan Persamaan (7.17) dengan (7.5), menjadi jelas mengapa Persamaan
(7.12) berlaku. Dengan mensubstitusikan Persamaan (7.15) ke dalam (7.17), diperoleh

F=G"(KA + P;) (7.18)
Dengan menyubstitusikan Pers. (7.9) ke dalam (7.18), diperoleh
F = G'(KGU + P;) = GTKGU + G"P; (7.19)

Dengan membandingkan Persamaan (7.19) dan (7.1), matriks kekakuan struktur lengkap K
didefinisikan sebagai:

K = G'KG (7.20)
dan vektor gaya simpul terkekang R didefinisikan sebagai:

R =GP, (7.21)
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Berdasarkan sifat diagonal matriks K, Persamaan (7.20) dapat dinyatakan secara alternatif
sebagai berikut:

m m
Z 2 G KGO (7.22)
k=1

=
=y

Demikian pula, bentuk alternatif dari Persamaan (7.21) ditulis sebagai berikut:

m m
R = Z RO = 2 G®" p® (7.23)

Persamaan (7.22) dan (7.23) merupakan hubungan dasar dalam metode kekakuan langsung
serta memperlihatkan dengan jelas aspek fisik maupun proses perakitan dari metode analisis
ini. Persamaan (7.22) menunjukkan bahwa matriks kekakuan struktur pada dasarnya hanyalah
penjumlahan dari matriks-matriks kekakuan elemen. Sifat penjumlahan kekakuan yang
langsung ini sangat menguntungkan untuk implementasi komputer, karena proses perakitan
matriks kekakuan struktur hanyalah berupa proses penjumlahan matriks-matriks kekakuan
elemen.

Matriks kekakuan elemen yang diperluas, K¢ pada Persamaan (7.22) memiliki ukuran
yang sama dengan matriks kekakuan struktur K. Secara fisis, matriks ini dapat diartikan sebagai
matriks kekakuan struktur ketika hanya kontribusi elemen k yang diperhitungkan. Oleh karena
itu, penjumlahan seluruh kontribusi elemen terhadap matriks kekakuan struktur setara
dengan memperbarui matriks kekakuan struktur secara terus-menerus untuk setiap elemen
(perakitan berbasis elemen).

Demikian pula, Persamaan (7.23) menyiratkan bahwa vektor gaya simpul terkekang
hanyalah penjumlahan dari vektor beban ujung tetap elemen. Vektor gaya simpul yang
diperluas R® dalam Persamaan (7.23) memiliki ukuran yang sama dengan vektor beban
simpul struktur F. Secara fisik, vektor ini dapat ditafsirkan sebagai vektor gaya simpul
terkekang ketika hanya kontribusi dari elemen k yang diperhitungkan.

Gambar 7.1 Contoh Struktur Rangka: Beban Titik Simpul, Beban Elemen, dan Kondisi
Tumpuan.
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&) h)

Gambar 7.2 Contoh Struktur Rangka: (a) Sumbu Referensi Lokal; (b) Sistem Penomoran Titik
Simpul, Elemen, dan Derajat Kebebasan (DOF).

Algoritma untuk menyusun matriks H, G, dan K cukup sederhana dan dapat
diimplementasikan menggunakan bahasa pemrograman komputer apa pun (misalnya
MATLAB, C++, Fortran). Matriks kekakuan struktur dan vektor gaya simpul terkekang diperoleh
dengan melakukan perkalian matriks pada Persamaan (7.22) dan (7.23). Namun, metode
penyusunan matriks kekakuan dan vektor gaya seperti ini jarang digunakan dalam praktik. Hal
ini disebabkan oleh fakta bahwa matriks H, G, dan K bersifat jarang (memiliki banyak elemen
bernilai nol) dan berukuran sangat besar untuk sistem struktur yang kompleks. Struktur rangka
yang diperlihatkan pada Gambar 7.1 akan digunakan untuk mengilustrasikan bahwa proses
penyusunan matriks kekakuan elemen dan vektor gaya elemen jauh lebih sederhana
dibandingkan dengan proses yang telah dibahas sebelumnya.
Berdasarkan Gambar 7.2, vektor pemetaan untuk setiap elemen adalah:

LM, = (7.24)

Ul W R
O 0 3 O Ul »
OO WN -

Dengan mengikuti aturan yang dijelaskan dalam Bab 3, persamaan kesetimbangan nodal
struktur tersebut dinyatakan dalam bentuk matriks sebagai berikut:

fpl(l)\
P
I 0] |p®@

0 0[{ (5 atau F=HP (7.25)
0 P,

P
\P2(3)J
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Matriks pemetaan kesetimbangan untuk setiap elemen adalah:

1 0 0 0 I 0
HO =|o 1| H®@=|1 o|; H®=|0 ol: (7.26)
00 0 1 0 1

Mengikuti aturan yang dijelaskan dalam Bab 4, semua persamaan kompatibilitas elemen
dinyatakan dalam bentuk matriks sebagai berikut:

(UMY
us”
u®
Uy
U
)

Uy
{Uz} atau A=GU (7.27)
U;

S~ oo~
coo~=~o
—o~000

Matriks pemetaan kompatibilitas untuk setiap anggota adalah:

T 1 0 0 T_ 01 0 T_[1 0 0
GH =HW :[0 I 0]‘ G =H? :[0 0 1]; G =H® :[o o 15 728

Persamaan kekakuan struktur yang belum dirakit dituliskan sebagai berikut:

PPy [KY KY o o o o ](u® PV
PP IKY KD o o o o [[ul? P
2 2 2 2 2
P1;>= o0 Ké;; K%jj o 9 Uizj >+<Péj> atau P=RA+P,  (7.29)
X o o K? k? o o ||US Py
P& 0 o o o K® g®|(u® P
P o0 o o o K kQ[\uP Py

Persamaan kekakuan untuk setiap elemen adalah:
Elemen 1:

(1) 1) W7 D (1)
P KY kW1 (u P
{ 1(1)} =[ %11) }f)l{ %1)}+{ fi)} atau P® = KOY® 4 pV (7.30)
PZ I(21 K22 UZ PFZ

Elemen 2:

©) @ @7 (1@ @)
P K® K®7(u P
{ 1(2)} =l o };H %2)}+{ g)} atau P@ =K@u® 4+ p®  (7.31)
PZ K21 KZZ UZ PFZ
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Elemen 3:

3) @) @7 (3 ©)
P K® K®7(u P
{ 1(3)} =[ 3 g)l{ §3)}+{ f;)} atau P® =KO®U® +p®  (7.32)
P2 K21 K22 UZ PFZ

Berdasarkan Persamaan (7.22), matriks kekakuan yang diperluas untuk setiap elemen adalah:
Elemen 1:

@ — cOTg@WeO I OIk® k§ 0 0 Kip K 0
ir(1) _ 1 1 1) 11
KW = GO'KWGW = |o 1[(1) (1)“0 Lol = k@ k@ o] 733
0 K& K
0 0 0
Elemen 2:
0 0
0 0112 @
K@ = g@TK@e® = |1 o [K1r Kiz 0 1 0] K KD (734
K? K@ K? K@
O I 21 21 KZZ
Elemen 3:
I 0]k® gk® Kﬁ) 0 K33
RO = 6¥'KOG6® = |o of| 11 g;) [ 0] 0 (7.35)
K k3|0 0 (3) 3)
0 I 21 K57 0 K5,

Berdasarkan Persamaan (7.22), matriks kekakuan yang diperluas untuk setiap elemen adalah:
Elemen 1:

. I 0] pWw P) 1
R = g plgl) =lo 1| fL{->RD = pD 2 (7.36)
P(l) F2
00 F2 0 3
Elemen 2:
0
00 2 1
. P -
R® — G(Z)Tpgz) — [[ 0] {Pg)} SR® = P,g? 2 (7.37)
(2
0 I F2 3
Elemen 3:
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) . I 0] (p®y Pi) 1
R®=6®PP=[0 o { %}—»R@) ={0 {2 (7.38)
0 1l'Pr PY) 3

Ditinjau sebuah elemen 1 yang ujung-ujungnya, yaitu i dan j, masing-masing terhubung ke
titik simpul struktur 1 dan 2. Berdasarkan Persamaan (7.33), terlihat bahwa submatriks Kﬁ),

K§12)’ Kgll), dan Kglz) muncul pada posisi yang berkaitan dengan titik simpul 1 dan 2 dalam
matriks kekakuan struktur. Kesimpulan serupa dapat ditarik untuk elemen 2 dan 3.
Secara umum:

Untuk elemen k yang memiliki ujung i dan j yang masing-masing terhubung dengan
simpul struktur M dan N, matriks kekakuan struktur K, Kgl?, dan Kg;)pada lokasi yang
terkait dengan simpul M dan N membentuk matriks kekakuan struktur, seperti yang

ditunjukkan pada Persamaan (7.39).

M N
(k) 0 7
K§1 K?2 "
K0 = g g g — : : (7.39)
) @ ;
LCH N

Berdasarkan Persamaan (7.22), matriks kekakuan lengkap untuk rangka pada Gambar 7.1
adalah:

® 3 @ 3)
3 3 r K11 + K11 K12 K12
_ (k) _ k Bk — (€Y) (€D (2) (2)
K= Z KK = Z G KWW =| K K;, +Ki5 K;> (7.40)
k= k=1 3 (2 (2) 3
! K31 K31 K;; +K5;

Demikian pula, dapat diamati dari Persamaan (7.36) bahwa subvektor ng)dan ng)muncul
pada posisi yang berkaitan dengan simpul 1 dan 2 dari vektor gaya simpul tertahan.
Kesimpulan serupa dapat ditarik untuk elemen 2 dan 3.

Secara umum:

Untuk elemen k yang memiliki ujung i dan j yang masing-masing terhubung dengan
simpul struktur Mdan N, subvektor ng)dan ng)muncul pada posisi yang berkaitan dengan
simpul M dan N dari vektor gaya nodal yang ditahan, seperti yang ditunjukkan pada Persamaan
(7.41).

M N

ﬁ(k) — G(k)TP(k) — w0 w0 T (741)
LR L L P L]
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Berdasarkan Persamaan (7.23), vektor gaya nodal terkekang pada rangka di Gambar 7.1

adalah:

3 3
_ & (k) _ BT pk) _ [p(1) 3) €)) ) ()
R_ZR()_ZG() PF _[PF1+PF1 PFZ-I_PFl PFZ
k=1 k=1

Contoh 7.1

@’

+ Pp, (7.42)

Untuk struktur rangka yang diperlihatkan pada Gambar 7.3, tentukan matriks kekakuan

lengkap dan vektor beban ekuivalennya.

Diketahui bahwa matriks kekakuan lokal untuk elemen 1 dan 2 adalah:

K® = K® = £

125

r 1000
0
0
—1000
0

0

0
12
30

0

—12
30

0 -—1000
30 0
100 0

0 1000
—-30 0
50 0

0
—12
-30

0

12
-30

0 -
30
50
0
—-30
100-

e Solusi: Sumbu referensi lokal untuk elemen 1 dan 2 ditunjukkan pada Gambar 7.4a,
sedangkan sistem penomoran derajat kebebasan (DOF), elemen, dan titik simpul serta
vektor pemetaan elemen ditunjukkan pada Gambar 7.4b:

3m

60 AN

)

80 kN

'

100 AN —m

o
A
~
i~
=

Gambar 7.3 Contoh 7.1.
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B e

3 I N

2 3 >

2 2 \; 1 Member 2 z 7
AR WX

(a) (b)

Gambar 7.4 Contoh 7.1 (Lanjutan).

Berdasarkan vektor pemetaan, matriks pemetaan kesetimbangan struktural H adalah:

=
Il
Coococococoo R

S OO OO OO RO
N eoleololoNeol =)
[N eloloNel =)
QOO O R OO OO
SO O RrRrRr OO O OO
SO oo O, OOOo
SO OO R OO OO
SO O RrRrRr OO O OO
SO R OO OO OO
O R OO OO O OO
mR OO OO OO oo

Berdasarkan vektor pemetaan, matriks pemetaan kompatibilitas struktural G adalah:

SO OO R OORrRrRrOoOOoOOoOOo
S OO PR OORrRrROOoOOOoOOo
SO PR OOOOOOOOOo
O R OO OO OoOOOoOOoOOoOO0o
RO OO O OO OO OoOOoOo

CcCocoocoococcooOCR
CococoocoocococooRr O
cCococoocoocococoRr oo
cCcocoocrRroOoOROOO

LANGKAH |
Persamaan kesetimbangan simpul pada rangka dituliskan dalam bentuk matriks sebagai
berikut:
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(pl(l)\
PV
p
(Fiy 1 000000000 0 07,m
F, 010000O0TO0OTO0TO0O0 0f|
F, 00100000000 offlprR¥
0 0001001000 0 0ffpw
{—60f=[0 0 0 01 00 100 0 0|y, atau F=HP
0 0000O0OT1O0TO0OT1TQO0TO0O0||~
Fy 00000O0O0OTO0T1O0 Offp?
Fy 000000000010
\100/ o 0 o 0o 0 o0 00 0 o0 14|
P
p®
P2

LANGKAH II
Persamaan kompatibilitas nodal rangka ditulis dalam bentuk matriks sebagai berikut:

(UM

ey

|l 11 00000 0 0 o

Us 001000000 0f .

uP| 100100 00 0 Offg

yo| 000100 0 0 of|;
5(1)000010000UfL
Us"l_]10 0 000100 0 3
<U1(2)>—000100000<35> atau A=GU
@l [0 000100 0 0f],°

U Uy

2 0000010 0 0[]

U o 0000 0 10 0ff,

y@| 0000000 1 0f

| 00000000 1

U

5

v®)

LANGKAH IlI
Vektor gaya ujung jepit dan matriks kekakuan lokal untuk setiap elemen disusun.
Elemen 1 (Gambar 7.5a):

PV =[0 300 250 0 300 —250]"
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- 1000 0 0 -—1000 O 0
0 12 30 0 -12 30
=@ _ 1E| 0 30 100 0 -30 50
125/-1000 0 0 1000 O 0
0 -12 =30 0 12 =30
0 30 50 0 —30 1004
120N/ m 80 kN =
A P l Ire
N 1 § ; I‘; 1.. h, N 2 !‘;’;
Py , T - T T
P Py, p P
Gambar 7.5 Contoh 7.1 (Lanjutan).
Elemen 2 (Gambar 7.5b):
PP?=[0 40 50 0 40 -50]"
- 1000 0 0 —1000 O 0 7
0 12 30 0 -12 30
=2 _ 1E| 0 30 100 0 —-30 50
125/-1000 0 0 1000 O 0
0 -12 =30 0 12 =30
0 30 50 0 —30 1004

LANGKAH IV

Matriks kekakuan dan vektor gaya ujung tetap untuk setiap anggota ditransformasikan dari

sistem referensi lokal ke sistem referensi global.

Elemen 1:

06 08 0 0 O
—08 06 0 0 0
(o [0 0o 1 0 o0
ROT 0 0 0 06 08
0 0 0 -08 06
Lo 0 0 0 0
- 367.68 47424 —24
. 47424 64432 18
D _ @ Tz@)pr@® _ —24 18 100
K = Teor KOTgr T 125(-367.68 —474.24 24
47424 —644.32 —18
—24 18 50
PO =1 "PW = [_240 180 250 —240
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Elemen 2:
1 0 0 0 0 O
010000
@ _[00 1000
ROT™10 0 0 1 0 O
000010
0 0 0 0 0 1
r1000 0 0 —1000 O 0 1
0 12 30 0 -12 30
K® =@ 'gor@ _1EL 0 30 100 0 =30 50
RoT ROT 7 125[-1000 0 0 1000 0 0
0 -12 -30 0 12 -30
0 30 50 0 —30 100

T_
PP =r? PP=[0 40 50 0 40 —50]”
Oleh karena itu, vektor gaya ujung tetap yang belum dirakit adalah:

P =[-240 180 250 —240 180 —250 0 40 50 0 40 —50]"

Matriks kekakuan struktural yang belum dirakit adalah:

. K® 0
K_[ 0 K<2>]

LANGKAH V
Vektor beban nodal yang diterapkan adalah:

F=[F, F, F; 0 —-60 0 F, Fg 100]7
Vektor beban nodal ekuivalen (Gambar 7.6) adalah:

FE=-280

Ff =200 "E_ I
I'.f'—’_)ﬂ"i\ 6 V N 1‘, —f“‘

1

l FE=F,-250

Ff =F,-180

Gambar 7.6 Contoh 7.1 (Lanjutan).
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Cocoococococoo kR

[N el eoloNoeNoNeN =)
[N el oloNeNeN =)

[N el eoNoNal =l =N

SO OO RrRr OO OoOO0o

SO O R OO OOoOOo
[N el eoNoNal S == o)
SO OO R OOOoOO0o
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Matriks kekakuan lengkap rangka disusun sebagai berikut:

r 367.68
474.24
—24
—367.68
—474.24
—24
0
0

0

474.24
644.32
18
—474.24
—644.32
18
0
0
0

—24
18
100
24
—18
50
0
0
0

—367.68
—474.24
24
1367.68
474.24
24
—1000
0
0

(—240
0 0 0 O 528 (Fy + 240y
00 0 off 0 F, —180
000 O _180 F; — 250
00 0 0| ey 240

0 0 0 Off 57 p=9 —280 ¢
100 off , 200

0 1 0 0| ¢, F,
0010 0 Fg — 40
00 o0 1 o 150

\ _50 /

—47424 24 0 0 0 1
—644.32 18 0 0 0
—18 50 0 0 0
474.24 24 —1000 0 0
65632 12 0 -12 30
12 200 0 —30 50

0 0 1000 0 0
—-12 -30 0 12 =30
30 50 0 —30 100-

Persamaan kekakuan lengkap untuk rangka tersebut dinyatakan dalam bentuk matriks sebagai

berikut:

r 367.68
474.24
—24
—367.68
—474.24
—24
0
0

0

474.24
644.32
18
—474.24
—644.32
18
0
0
0

—24
18
100
24
—18
50
0
0
0

—367.68
—474.24
24
1367.68
474.24
24
—1000
0
0

—474.24 24 0 0 0 7
—644.32 18 0 0 0
—18 50 0 0 0
474.24 24 -1000 O 0
656.32 12 0 —-12 30
12 200 0 -30 50
0 0 1000 0 0

—-12 -30 0 12 =30

30 50 0 —30 100-

Sistem persamaan ini memuat 9 variabel yang tidak diketahui (4 perpindahan titik simpul

ditambah 5 gaya reaksi) dengan 9 persamaan independen. Namun, matriks kekakuan Kbersifat

singular karena tidak ada kondisi tumpuan yang diterapkan. Setelah mengatur ulang baris dan

kolom, sistem persamaan ini dapat dipartisi berdasarkan derajat kebebasan bebas dan

terkekang untuk menyelesaikan besaran-besaran yang tidak diketahui.

Menarik untuk dicermati bahwa gaya yang tidak diketahui di ruas kiri berkorespondensi

dengan perpindahan yang diketahui di ruas kanan, dan sebaliknya, gaya yang diketahui di ruas

kiri berkorespondensi dengan perpindahan yang tidak diketahui di ruas kanan. Hal ini secara

sederhana menyiratkan bahwa pada setiap derajat kebebasan, salah satu dari gaya atau

perpindahan harus ditentukan nilainya.
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CONTOH 7.2
Untuk struktur rangka batang (truss) yang ditunjukkan pada Gambar 7.7,

e Susunlah matriks kekakuan lengkapnya.

e Susunlah vektor beban titik simpul ekuivalennya dengan memperhitungkan kenaikan

suhu AT = 10°C pada batang 2.

Asumsikan modulus young material adalah 200 GPa dan koefisien muai termal adalah 6,5 x
107%/°C. Penyelesaian: Sistem penomoran acuan lokal, derajat kebebasan (DOF), batang, dan
titik simpul, serta vektor pemetaan batang ditunjukkan pada Gambar 7.8.
LANGKAH I
Berdasarkan vektor pemetaan masing-masing batang, matriks pemetaan kesetimbangan
untuk setiap batang adalah:

HD = H® = H® =

_ o O o oo
_ o oo oo
SO R O OO

SO B O OO

cCoococoR
coocoro
coomRr oo

S OO R OO

coocoro
OmRmoooo

OmRr oo oo
coococoR

A,=10x10" mm’

o

2m

i 101 =

Gambar 7.8 Contoh 7.2 (Lanjutan).
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Matriks pemetaan kesetimbangan struktural H adalah:
H=[H® H® H®]

LANGKAH Il
Berdasarkan vektor pemetaan setiap anggota, matriks pemetaan kompatibilitas untuk setiap
anggota adalah:

0 000 1 O0 0 000 1O 1 0 0 0 0 O
G [0 0000 1 _[00000 1 ,z_|01000 0]
1 0 0 0 0 O} 0 01 0 0 0 0 010 0 O/
0 1.0 0 0 O 0 001 0O 0 001 0O
LANGKAH Il
Matriks kekakuan untuk setiap elemen ditransformasikan dari sistem acuan lokal ke sistem
acuan global.
Elemen 1:

F}gé)T=[1 0 O 0]

Matriks kekakuan elemen lokal:
—(1) — 6 1 —1
R® =100 1 7]

Matriks kekakuan elemen global:

1 0 -1 0

_ e Tome@ _ 0 0 0 O
K(l) - l-‘ROT K(1)[‘ROT - 106 -1 0 1 0
0O 0 0 O

Elemen 2:

r@ :Il/ﬁ —1/\/5 0 0 l
ROt 0 0 1/N2Z —-1/V2

Matriks kekakuan elemen lokal:

R = 106[ 11 _11]

Matriks kekakuan elemen global:
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1 -1 -1 1
-1 1 1 -1
-1 1 1 -1

1 -1 -1 1

T_(2)
K@ =1, K T&. =05x10°

Elemen 3:

Matriks kekakuan elemen lokal:

R(B) — 106 [_11 —1]

Matriks kekakuan elemen global:

0O 0 0 O
_r® @) _ 0 1 0 -1
K® = Tror K Tpor = 10° 0 0 0 0
0 -1 0 1
LANGKAH IV
Matriks kekakuan teraugmentasi untuk setiap elemen adalah:
Elemen 1:
r1 0 0 0 —1 O
0O 0 0 0 o0 O
70— cWOTg@We@® 106/ 0 0 0 0 0 0
K G K“WG 10 0 000 0 0
-1 0 0 0 1 O
L0 0 0 0 0 o
Elemen 2:
0 0 O 0 0 01
0 0 O 0 0 0
k2 _ c@Tk@ec@ — slO O 1 -1 -1 1
K G K“G 0.5x 10 00 -1 1 { 1
0 0 -1 1 1 -1
o o0 1 -1 -1 11
Elemen 3:
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0O 0 0 0 0O
0O 1 0 -1 0 O
73 - @ Tk®c@ —106/0 0 0 0 0 0
K G K“YG 10 0 -1 0 1 0 0
0O 0 0 O 0 O
0O 0 0 0 0O

LANGKAH V
Vektor gaya ujung jepit untuk elemen 2 ditunjukkan pada Gambar 7.9. Vektor gaya ujung jepit
lokal adalah:

—(2)
P, =[260 -260]"

Vektor gaya ujung-tetap global adalah:

T—(2)
PP =1 P, =[18385 -183.85 —183.85 183.85]"

LANGKAH VI
Vektor gaya simpul tertahan yang diperluas untuk elemen 2 adalah:

= T
R®=6®p?»=[0 0 -183.85 183.85 183.85 —183.85]"

Oleh karena itu, matriks kekakuan lengkap rangka batang tersebut adalah:

2 0 0 0 -2 07
3 3 0 2 0O -2 o0 0
— ) g = T ek — /0 0 1 -1 -1 1
K ZK ZG KOGW =o05x10°f 0 0 T T
e = 2 0 -1 1 3 -1
Lo 0 1 -1 -1 1/
P = EAaAT =260 kN P = _EAGAT =260 kN

Gambar 7.9 Contoh 7.2 (Lanjutan).
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FF =183.85 kN =0

T—>3 ; T—v EFf =0

FF =—183.85 kN

F/ =—183.85kN

2 F =183.85kN

Gambar 7.10 Contoh 7.2 (Lanjutan).

Vektor gaya nodal tertahan untuk struktur tersebut adalah:

3
R=)
k=1

Vektor gaya nodal ekuivalen ditunjukkan pada Gambar 7.10.

A(

3
<’<>=ZG<’<)TP§")=[0 0 —183.85 183.85 183.85 —183.85]”
k=1

FE=F-R=[0 0 183.85 -183.85 -183.85 183.85]"

Perlu dicatat bahwa kumpulan gaya ini membentuk sistem yang berada dalam kesetimbangan
sendiri (self-equilibrated system).

7.4 TEKNIK PERAKITAN BERDASARKAN KODE ELEMEN

Algoritma perakitan yang dibahas pada bagian sebelumnya sangat penting untuk
memahami konsep dasar metode kekakuan langsung. Sayangnya, algoritma tersebut tidak
dapat diterapkan secara efisien pada komputer serta memakan banyak ruang penyimpanan
dan waktu komputasi untuk sistem struktur yang besar. Oleh karena itu, metode ini jarang
digunakan dalam praktik. Dari Persamaan (7.40), terlihat bahwa setiap koefisien pengaruh
pada matriks kekakuan struktur dapat ditentukan dari koefisien kekakuan global elemen-
elemen penyusunnya, yang ditempatkan pada posisi yang tepat di dalam matriks kekakuan
struktur tersebut. Metode penyusunan matriks kekakuan struktur serta vektor gaya nodal
struktur ini dapat diterapkan secara efisien pada komputer, serta jauh lebih hemat dalam hal
kebutuhan penyimpanan dan waktu komputasi untuk sistem struktur berskala besar. Teknik ini
dikenal sebagai "teknik kode elemen" (member code technique) dan diperkenalkan oleh S.S.
Tezcan pada tahun 1963.

Perhatikan titik simpul k pada struktur rangka yang ditunjukkan dalam Gambar 7.11.
Diasumsikan terdapat tiga elemen (a, b, dan c) yang terhubung pada titik simpul tersebut.
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Berdasarkan derajat kebebasan titik simpul dan konektivitas elemen yang diperlihatkan pada
Gambar 7.11, vektor pemetaan untuk elemen a, b, dan c adalah:

m—3 m+ 3 m
(2| [m-+3) (me+1)
_Jm—11 . _Jm+5| . _jm+2
LM, = m ; LMy = m ; LM, = m4+6 (7.43)
m+1 m+1 m+7
m+ 2/, m+ 2/, m+ 8/ .

’ m+7
node & ['\‘m-l I"\] m+ R
by ] u M+

' node k+2

node k1 node k& + 1

m-2 D.m I '”-41_11”,,_;

3

=3 i

Gambar 7.11 Elemen-elemen yang terhubung ke titik simpul k pada struktur rangka dan
komponen perpindahan titik-titik simpul yang terhubung tersebut.

Hubungan kekakuan global untuk setiap elemen dinyatakan dalam variabel elemen sebagai
berikut:

Elemen a:
PO KD K KD KD K K] (0
I e e |
L D O ) ] I
I s s s e | T
R
o) L ke k@ k@ k@ @l o)

Elemen b:

(Pl(b)\ -Kl(llj) Kl(g) Kl(g) K(b) K(b) Kl(g)_ fUl(b)\

() ® B ® B 0 ]| ®
PZ KZl KZZ K23 K24 K25 K26 UZ

O s S 1] S
ol LS st s 1
e I s
) iy il o)
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Elemen c:

RO K K KD KO K
POl K K9 K K K K| o
P3(C)
P4(C)
R e e
p9)

A

P= 3 . (7.46)

Berdasarkan vektor pemetaan (7.43) untuk setiap elemen, Persamaan (7.44), (7.45), dan (7.46)
dinyatakan dalam variabel struktural sebagai berikut:

Elemen a:
@ m—3 m—2 m—1 m m+1 m+2
P (@) () () () () (a)7
T I [
m—
O O L IR R
m—1 POl M2 L@ @ p@ p@ p@ g@| |Up,
LMy =4 s @ b =m—1 31 H32 R3zt Kgy® Kgs® Kje U (7.47)
() () () () () () m
m+1 P4(a) mT:l_ 1 Kﬁ K4‘21 K4l31 K4Z K4g K4Z Uni
() () () () () ()
m+27, 5@ m+2 Ksy' Ksy Ks3 Ksi' Kss'  Ksg Un+z
Vs KD kS KS KD KD K
Elemen b:
) m+3 m+4 m+5 m m+1 m+2
P (b) (b) (b) (b) (b) (b)
m + 3 Pl(b) 3 Kll K12 K13 K14 K15 K16 Um+3
m+ (b) (b) (b) Q) Q) Q)
m+4 Pz(b) m+ 4 Ky Ky Ky Ky Ky Ky Unm+a
(b) (b) (b) Q) Q) Q) U
LM, = m; 5 B P3(b) s =m+5 K31" K3 K33 K3y K3s® Kgg Z}Hs (7.48)
(b) (b) (b) (b) (b) (b) m
m+1 P4(b) mr_ni— 1 Ky K Kyz' Ky Kig' Kye Uni1
(b) (b) (b) (b) (b) (b)
m+ 27, Ps(b) m+2 Ksi© Ks;' Ks3© Ksy' Kgs® Ksg Unm+2
(b) (b) (b) (b) (b) (b)
6 (Ke1 Koo' Kes' Keu' Kgs'  Keg |
Elemen c:
© m m+1 m+2 m+6 m+7 m+8
P KO KO g© O © O
n 7 K9 K9 K9 K KO KD,
P m © O PO PO PO O "
m+1 p© m+1 Ko Ky Ky Ky Kis o Ky Uns1
2 U,
IMo= T eh s 18 temi2 (KD KD KD KD KD K| L Imh (7.49)
m P4. m+6 K(C) K(C) K(C) K(C) K(C) K(C) m+6
m+7 © 7 41 42 43 44 45 46 Uptr
m48 P, m+ KO k© g© O p© O U
¢ © m+ 8 51 52 53 54 55 56 m+8
s K9 kS kS K9 KD K

Berdasarkan Gambar 7.12, kondisi kesetimbangan pada simpul k dituliskan sebagai berikut:
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Z Fy=0; = EE=pP®+p" +p® (7.50)
D F=0 = Fi=pA0+p" +pO (7.51)
Z M;=0; = FE,=P%+P" +p (7.52)

Persamaan (7.50), (7.51), dan (7.52) berturut-turut berkaitan dengan persamaan kekakuan ke-
m, (m+ 1), dan (m + 2) dari struktur. Dengan menggunakan hubungan kekakuan elemen
dari Persamaan (7.47), (7.48), dan (7.49), ruas kanan dari Persamaan (7.50), (7.51), dan (7.52)
dapat diekspresikan dalam bentuk perpindahan titik simpul (nodal) struktur sebagai berikut:

Rt = KUy + K Uy + K@Uy + (K9 + KD + KD
U + (K2 + KL + KD Var + (KL + KD + K9)
Uns2 + Kﬁ’) Un+s + Kg)UmH + Kg)UerS
+K1(Z) Unte + ng) Uns7 + Kl(? Un+s (7.53)

b
Frs1 = Ks(?) Un-3 + Ks(g) Un-2 + Ks(g) Up-1 + (Ks(z) + K5(4) + Kz(i))um +
b b b
(KD + KD + K VUmas + (K + K + K33 YUz + K Uy +
b b
KU 0 + KU s + KU 6 + KUy + KU g (7.54)

F2 = K Umos + KUy + KUy + (K + KD + K YU
+ (K& + KL + KD Ui + (KL + KL + KL YUz + K Uy
+ KD Umsa + K3 Uppas + Ka Unse + KS§ Upnar
+ K3 Upnig (7.55)

FE

m+l

Pl

fE!J—_{r T - :Llﬁ.pli-
p ~

l||-_||:.'.-|

node &

Gambar 7.12 Kondisi Kesetimbangan Simpul k.
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Dari Pers. (7.53), (7.54), dan (7.55), dapat disimpulkan bahwa:

Ky =0
Kmy2) =0

Kemyam-3) = Kiy”

Kemym-2) = Ky’

Kemyam-1) = Ky§’
Kamyimy = Kig) + Kiy

+ K9
b
Konymen) = K& + K
+ K9
b
Komyms2) = K2 + K
+ K9

_ o

Kmy)m+3) = K1
K, =K
(m)(m+4) 42
K, =K
(m)(m+5) 43
Konyimve) = K15
Konymsm) = Ki&

K+ =0
K+ =0

Kon+1)om-3) = K&
K =Ky
(m+1)(m-2) 52
K =Ky
(m+1)(m-1) 53
b
Konsnam) = Ks§ + KSy

+ K
Kemenymen) = Keg + Kee?
+ K
Kemevyme2) = Keg + Keg)
+ K9

Keman)ms3) = Kep
Kamsn)ma) = Kgy
Kams)ames) = Kgs’
Kamsn)m+o) = Ksg

K+ (im+7) = Kz(?

Km+2)a) =0
Km+2)2) =0

Kems2)im-3) = Key”

Kems2)im-2) = Ke3’

Kems2)im-1) = Kes’
Kamszyom) = Kes) + K&

+ k{9
Kmsymen) = Koo + Kee)
+ K
Kmsymez) = Keg) + Koe)
+ K

Kemszyme3) = Ky
Kemszymes) = K3’
Kems2)mss) = Kes’
Kems2yimee) = Kag.

K(m+2)(m+7) = K?Eg)

Km+1)(m+s) = Kz(?
K+ =0 [n

Kony(m+s) = K
Kmam =0 [n

Km+2)(m+s) = Kég)
Kimizyiy =0 [n

=(m =(m =(m
+9),(m +9),(m +9),(m
+ 10), ...] +10), ...] +10), ...]

Jelas bahwa setiap koefisien kekakuan K;; dari struktur sama dengan jumlah dari koefisien
kekakuan dari elemen-elemen penyusunnya melalui vektor pemetaan elemen LM. Nanti akan
ditunjukkan bahwa konsep perakitan ini dapat diterapkan secara efisien pada komputer.
Sekarang, rangka prototipe pada Gambar 7.1 ditinjau kembali. Berdasarkan teknik nomor kode
elemen (member-code number), representasi skematis dari proses perakitan matriks kekakuan
struktur ditunjukkan pada Gambar 7.13. Demikian pula, representasi skematis dari proses

perakitan vektor gaya simpul yang dikekang (restrained nodal force vector) ditunjukkan pada
Gambar 7.14.
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1 2 3 Rl 5 6 4 5 6 7 8
KKK KK K RS S S
oA K| KT kY KN K kY s| K9 k& kD kY kY

w3 K| KD KGO K KD KD 6K KE K KD KY
A x| kG| K KD K KY USRI S <A
S\ k9| k8 K3 k9 x4 8la| k8 kG KD R
6 .. " " - 11} " = 9| iz 42 o2 (2 ~12)
Lko| k2| k8 K| KD K kD xg XQ KO X§
1
— )
2N AN
1| K Ky
2| K4 &Y
l RERY
K- 4 Ky

9 1 2 3 7 8 9
k'] KRS KD K KD KD
K 2| k0| k| k0 KO k¥ KL
9| o D XD X0 2P KD K
Ky P AE o4 B oH 0 o < 38 ¢
ke 8l g g kO KO gD g
k2] Olew| k2| kO k8 KD kG
2 3 4
W A1) 13 01
(\‘k‘l:"ll(!(_l:'l AIJ ’Kll A“
i) ey g
ek e &
W
K¢ KS (KK
%

Gambar 7.13 Representasi skematis proses perakitan matriks kekakuan struktur berdasarkan

Pl =

R S

>

.

[ i}
Fl.

P

Fs

.
F!

0
B

nomor kode elemen.

|

Nl

(2) _
P’ =

o

(“pi2)
Pry
Pl3l
PI:I
F3 \
(2)
Fei
12)
Fes

(2}
¥ )

o - DN

o

Pl‘l
Fl,
PI-‘I
F2
ﬂ;$
Fed
PIJI
F$
)

| B

Pl =

A £ ——
Py
Py + P
P + B
I

+

R= 7

pl2)
+:P;‘1 F

NG

Gambar 7.14 Representasi skematis proses perakitan vektor gaya simpul tertahan

berdasarkan nomor kode elemen.
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24N {m

| (W &N =
ooy 2 FERRITEITITERTRY !)

—F.
i 3
L

E, A, I =constant m

120N E =200GFa
— | 1 A=4740 mmr

1=222x10" mm’

Sm

am

Gambar 7.15 Contoh 7.3

Contoh 7.3
Untuk rangka yang diperlihatkan pada Gambar 7.15, susunlah matriks kekakuan struktur dan
vektor beban simpul ekuivalen menggunakan teknik kode elemen.
e Penyelesaian: Sistem acuan lokal serta sistem penomoran derajat kebebasan (DOF),
elemen, dan simpul diperlihatkan pada Gambar 7.16. Matriks kekakuan global untuk
setiap elemen adalah:

(1) (2)
X,y

I Y Y
2. 2 é\“ o T_: -2 2 3\‘ll_;

1 1
5 6
1 1 D
¥ (a) Sistem referensi lokal (b) Sistem penomoran DK, batang, dan simpul

Gambar 7.16 Contoh 7.3 (Lanjutan).

Elemen 1:
Matriks kekakuan elemen global adalah:
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- 53.28 0 —266.4 —53.28 0 —266.414

0 94800 0 0 —94800 0 |5

KD =|-266.4 0 1776  266.4 0 888 |6
—53.28 0 266.4  53.28 0 266.4 |1

0 —94800 0 0 94800 0 |2

L —266.4 0 888 266.4 0 1776 13
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4 5 6 1 2 3

Setelah memperhitungkan kontribusi elemen 1, matriks kekakuan strukturalnya adalah:

1 53.28 0 2664 —53.28 0 2664 0 0 O
0 94800 0 0 —94800 0 0 0 O
266.4 0 1776 —266.4 0 888 0 0 O
—53.28 0 —266.4 53.28 0 —-2664 0 0 O
K= 0 —94800 0 0 94800 0 0 0 O
266.4 0 888 —266.4 0 1776 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 O
Elemen 2:
Matriks kekakuan elemen global adalah:
1 118500 0 0 —118500 0 0
0 104.06 416.25 0 —104.06 416.25
K® — 0 416.25 2220 266.4 —416.25 1110
—118500 0 0 118500 0 0
0 —104.06 —416.25 0 104.06 —416.25
0 416.25 1110 0 —416.25 2220

Setelah memperhitungkan kontribusi elemen 2, matriks kekakuan struktur adalah:

118500 + 53.28 0 266.4 —53.28 0 2664 —118500

0 94800 + 104.06 416.25 0 —-94800 0 0

266.4 416.25 1776 + 2220 —-266.4 0 888 0

—53.28 0 —266.4 53.28 0 —266.4 0

K= 0 —-94800 0 0 94800 0 0
266.4 0 888 —266.4 0 1776 0

—118500 0 0 0 0 0 118500
0 —104.06 416.25 0 0 0 0
0 —416.25 1110 0 0 0 0

Representasi skematis dari teknik perakitan elemen-kode ditunjukkan pada Gambar 7.17.

0

—104.06 —416.25
1110

416.25
0
0
0
0
104.06
—416.25

Vektor gaya ujung jepit untuk setiap elemen adalah: Elemen 1 (Gambar 7.18a):
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4 1 2 a T £ a
e, (R L e 4 * |usm e v i
o S @ o W0 o 3 a 10 a6 a2t L] 1408 41625 12
m o4 177 | 264 [ HE= | & . 7T ] 1 L ALG2 3
K T ry Exn: vy Lo “':m I:_ .:m T18500 L:_ -Inw N
o ~ 4R L] o Mano L a VMG 625 ] I 4162508
- i A 0 BRR 26 4 [ 1776 ||3 a T8 [180°] " B3 mm |o
|
i ] 1 i . ] ] [ 1 "
L]
51, 28 | | RS0D L] 20 400 5128 L] a6 4 -1 1E5I0 0 L] i
L] 1'!#“]- 160 | De418.28 n R0 L} o T RECEL 4128 2
WEAD | s I TIRe3ZI0 286 4 a 155 [] [ [ ¥
3518 0 Innd LER L] -2ead L] I o & 4
L] HAG o o S0 L} L | 0 L] 4
Rl 0 L] o4 '] Ime ] 1] ] "
-1 I RE0S ] a o Chi 0 11 E503 0 & T
a 10 41623 o L] L} L] ([ 1] <1623 L]
1] 41635 (] o (3 L1} ] 4163 22 L]
Gambar 7.17 Contoh 7.3 (Lanjutan).
_ 30 kN _ 244N /1
Py =0 PN s g P =64
% 1 é; I: lttltt?f'!tllg;
Ii' L | 1 2 1) % 3 P=q
P =150 T T Fri=0 poi_es T T “
P =60 e P = P =96
(a) (b)
Gambar 7.18 Contoh 7.3 (Lanjutan).
i Y o 6 0’0 ......
21 0 2§ 0+96 ||
v 601 4 e~ 1
3{=150F "\ . 312150464 ~—_i| % |2
] LY 4 0 §5 = S e — - g
460 S |isols | & 9 = il S
et b b= \ 5 R=5{ 0 017
N[0t (3 g
61150 Nl ofa | = 6/ 150 _i|% |8
78 0 |1 7 il-64)9
71 0 15043 | -
0 8 96 “
9l 0 9f 64 |

(a)

Gambar 7.19 Contoh 7.3 (Lanjutan).

Vektor gaya ujung tetap lokal adalah:

PP=[0 60 150 0 60 —150]"

Vektor gaya ujung jepit global adalah:

294



Analisis Matrix Kerangka Struktur Bangunan
Dr. Ir. Agus Wibowo, M.Kom, M.Si, MM

4 56 1 2 3
T__
PV =T P = [-60 0 150 —60 0 —150]"

Setelah memperhitungkan kontribusi elemen 1, vektor gaya ujung jepit struktural ditunjukkan
pada Gambar 7.19a.

Elemen 2 (Gambar 7.18b):
Vektor gaya ujung jepit lokal adalah:

PP?=[0 96 64 0 96 —64]"
Vektor gaya ujung jepit global adalah:

p@ _ 1@ rp@ _ 1 2 3 7 8 9
F ROT " F [0 96 64 0 96 —64]T

Setelah memperhitungkan kontribusi elemen 2, vektor gaya ujung jepit struktural ditunjukkan
pada Gambar 7.19b. Vektor beban nodal adalah:

F=[100 O O F, Fs F, F, F; 100]"

Vektor beban nodal ekuivalen ditunjukkan pada Gambar 7.20.

Ff =-96 Ff=F -9%

T T Ff=164

1 (M) —60+0 ] 160 | F* =160 -&p. ;_,
' 2 2 3 ! FE =
0 0+ 96 06 . 7 7
J': = X
i 150+ 64 R6
'r-l —i) F'I + 6l
F =F-R=+{ 0 = F - 1
F 1540 F. 150
F 0 F
5 96 F =9 F'=F, +60 9
B e —
100 64 | 164 | N

Sy £ =F 150
FE=F,
Gambar 7.20 Contoh 7.3 (Lanjutan).
7.5 PROSEDUR UMUM ANALISIS STRUKTUR DENGAN METODE KEKAKUAN LANGSUNG
Pada dua bagian sebelumnya, telah dipelajari dua skema perakitan untuk matriks

kekakuan struktur dan vektor gaya nodal (ekuivalen). Hal-hal tersebut merupakan tugas utama
dalam proses analisis. Dengan beberapa langkah tambahan, keseluruhan proses analisis
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struktur rangka menggunakan metode kekakuan dapat diselesaikan. Prosedur umum analisis
struktur dengan metode kekakuan langsung dapat diringkas sebagai berikut:

1. Siapkan model struktur dari struktur aktual. Biasanya, langkah ini mencakup:

e Penomoran derajat kebebasan, titik simpul (node), dan elemen (member).
e Penentuan sistem acuan lokal dan global.
e Pendefinisian kondisi batas.

2. Hitung matriks kekakuan dan vektor beban ujung jepit (fixed-end load) baik dalam
sistem koordinat global maupun lokal untuk setiap elemen.

3. Rakit matriks kekakuan elemen dan vektor beban ujung jepit elemen untuk
memperoleh matriks kekakuan struktur dan vektor beban ujung jepit struktur.

4. Atur ulang baris dan kolom untuk mempartisi persamaan kekakuan struktur
berdasarkan derajat kebebasan yang bebas dan yang terkekang.

Hitung perpindahan nodal bebas Uf,., menggunakan Persamaan (7.3).
Hitung perpindahan ujung elemen, gaya ujung elemen, dan reaksi tumpuan. Untuk
setiap elemen, langkah-langkah berikut dilakukan.
I.  Ambil perpindahan ujung elemen global U® dari perpindahan nodal struktur U
melalui vektor pemetaan elemen (nomor kode elemen). Langkah ini dapat dicapai
dengan menggunakan hubungan pemetaan kompatibilitas elemen: U®) = Gy
II. Tentukan perpindahan ujung elemen lokal U® melalui hubungan transformasi
koordinat: U® = (&) y®
lll.  Dapatkan kembali gaya ujung elemen lokal P® dari persamaan kekakuan elemen:
pk) = KOG + ﬁlgk)
IV.  Tentukan gaya ujung elemen global P®*) melalui hubungan transformasi koordinat:
Pk = Flg,(())TTF(k)
V. lika elemen yang dipertimbangkan terikat pada tumpuan, gunakan vektor pemetaan
untuk mengumpulkan komponen yang relevan dari P® ke dalam vektor beban nodal
ekuivalen FE.
Contoh 7.4

Tentukan perpindahan simpul, gaya ujung elemen, dan perpindahan ujung elemen
pada rangka yang ditunjukkan dalam Gambar 7.21 akibat efek gabungan dari pembebanan dan
penurunan (settlement) sebesar 0,05 m pada tumpuan sebelah kiri.
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S0LN /m
30kN —m
o

2m

2m
Untuk semua batang

EA=10x10° kN
IE =10 kN —m?

2m

2m 4m

Gambar 7.21 Contoh 7.4.

1 (4
2 5
1 3 6
IM, =1 b LM, =
4 7
4 5 8
\ 1 \6 1 9 2
& &
(a) Sistem referensi lokal (b) Sistem penomoran Derajat Kebebasan,

batang, dan simpul

Gambar 7.22 Contoh 7.4 (Lanjutan).

e Penyelesaian: Sistem acuan lokal serta sistem penomoran derajat kebebasan (DOF),
elemen, dan titik simpul ditunjukkan pada Gambar 7.22. Matriks kekakuan lokal dan
global untuk setiap elemen adalah:

Elemen 1:
1 2236.1 0 0 —2236.1 0 0
0 134.2 300 0 —134.2 300
RO — 0 300 894.3 0 —300 447.2
—2236.1 0 0 2236.1 0 0
0 —134.2 -300 0 134.2 -—-300
0 300 447.2 0 —300 894.3
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[ 554.5 840.8 —268.3 —554.5 —840.8 —268.37
840.8 1815.7 134.2 —840.8 —1815.7 134.2
—268.3 134.2 894.4 2683 —134.2 447.2
—554.5 —840.8 268.3 554.5 840.8 268.3
—840.8 —1815.7 -—134.2 840.8 1815.7 —134.2
l—-268.3 134.2 447.2 268.3 —134.2 894.4

KO = 13RO, =

Elemen 2:
r 2500 0 0 —2500 0 0
0 187.5 375 0 —187.5 375
R@ — 0 375 1000 0 —375 500
—2500 0 0 2500 0 0
0 —187.5 —-375 0 187.5 —-375
0 375 500 0 —375 1000
- 2500 0 0 —2500 0 0
0 187.5 375 0 —-187.5 375
@ — r@ rg@pr@ _ 0 375 1000 0 —375 500
K Fror” K" I'ror —2500 0 0 2500 0 0
0 —187.5 —-375 0 187.5 —375
0 375 500 0 —375 1000

Vektor beban ujung jepit lokal dan global untuk setiap elemen adalah: Elemen 1 (Gambar
7.23a):
Vektor beban ujung jepit lokal:

F§1)=[44.72 2236 25 44.72 2236 —25]T
Vektor beban ujung tetap global:
PV =T P =[0 50 25 0 50 —25]"

Elemen 2 (Gambar 7.23b):
Vektor beban ujung jepit lokal:

PP =[0 1875 2083 0 8125 —45.83]"

Vektor beban ujung tetap global:

PP =r@™PP=[0 1875 2083 0 81.25 —-4583]

Melalui teknik kode elemen, matriks kekakuan struktural disusun sebagai berikut:
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_ [Krr Ky
ch ch
Dimana
3054.5 840.8 268.3
K/ =|840.8 20032 2408
268.3 240.8 18944
[—554.5 —840.8 268.3 —2500 0 0
Kfe = Kgf =|—840.8 —1815.7 —134.2 0 —187.5 375
| —268.3 134.2 447.2 0 —375 500
[ 554.5 840.8 —268.3 0 0 0
840.8 1815.7 134.2 0 0 0
K. = —268.3 134.2 894.4 0 0 0
ce 0 0 0 2500 0 0
0 0 0 0 187.5 —-375
0 0 0 0 —375 1000J
P w 4472 AN 1 “ TA‘-l o ?j‘, $4.72 N ' 2 SRV 3 :
ke T
o T/', 236N P "u:\.T V ' t‘ IS.7SkN P x::F;'-'TI» -

(a) (b)

Gambar 7.23 Contoh 7.4 (Lanjutan).
Vektor beban ujung jepit struktural adalah:
R=[0 6875 —417 0 50 25 0 8125 —45.83]"
Vektor beban nodal yang diterapkan adalah:
F=[0 0 30 F, Fs F; F, Fg Fo]"
Vektor beban nodal ekuivalen adalah:
FE=[0 —-68.75 34.17 F, Fs—50 F,—25 F, Fg—8125 F,+45.83]"

Pada contoh ini, tumpuan kiri mengalami penurunan sebesar 0,05 m. Oleh karena itu, derajat
kebebasan perpindahan yang terkekang adalah:

Uionster =0 —0.05 0 0 0 0]7

Persamaan kekakuan yang terkait dengan derajat kebebasan bebas adalah:
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Fjgree - KfCUconstr = Kfofree

0 42.04 —42.04 3054.5 840.8 268.3
—68.75¢ —190.79 ( = {—159.54; = [ 840.8 2003.2 240.8

34.17 —6.71 40.88 268.3 240.8 18944

U,
U,

Urree = [Uy U Us]™ =[0.007272m —0.08648 m 0.03154 rad]”

Gaya ujung anggota dan perpindahan ujung anggota untuk masing-masing anggota adalah:
Eemen 1:

Perpindahan ujung elemen global U adalah:

(Ul(l)\
U 0
(4\ (Y4) y®
|5] | Us | o —0.05m
_ )6 } { Us } U7 | _ 0
LMy = { 1 T[T u@( T 0007272 m
lzJ LUZ ||, o] [-0o0sem
3. \u,) 5 0.03154 rad-
\Uél)J

Perpindahan ujung elemen lokal UV adalah:
00 =10 U® = [-0.04472m —0.02236m 0 —0.07409m —0.04518m 0.03154 rad]”
Gaya-gaya ujung elemen lokal PWadalah:
PO = ROTD® 4+ P = [110.41 kN 34.88kN 45.95kN-m —20.97kN 9.81kN 10.06 kN-m]”
Gaya ujung anggota global PW adalah:

PO =T TP® = [1818kN 11435kN 4595kN-m —18.18kN —14.36kN 10.06 kN-m]”

Elemen 2:

Perpindahan ujung anggota global U@ adalah:
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(L](Z)W
1
1 U, u® 0.007272 m
2 U, 2(2) —0.08648 m
3 Us Us"| _ ] 0.03154 rad
LM, = 7 = U, =><UAEZ)>_ 0
8 Ug U(z) 0
9/, U 5 0
kUﬁ(z))

Perpindahan ujung elemen lokal U®adalah:

U® =13,U® =[0.007272m —0.08648m 0.03154rad 0 0 0]"
Gaya ujung anggota lokal P@ adalah:
P@ =RPU® +P” = [18.18kN 14.36kN 19.94kN-m —18.18kN 85.64 kN —62.49 kN-m]”
Gaya ujung anggota global P®@adalah:
P@ =12 TP® = [18.18kN 14.36kN 19.94kN-m —18.18kN 85.64kN —62.49 kN-m]”
Dalam masalah ini, pengaruh penurunan tumpuan kiri dapat pula diperhitungkan ke dalam

vektor gaya ujung jepit elemen sebagaimana ditunjukkan pada Gambar 7.24. Vektor beban
ujung jepit lokal akibat penurunan tumpuan Kkiri:

PV =[-100 -3 —671 100 3 —6.71]"
Vektor beban ujung-tetap global akibat penurunan tumpuan kiri:
PV =1\ TP = [-42.04 —90.78 —6.71 42.04 90.78 —6.71]"

Vektor gaya jepit global akibat penurunan tumpuan kiri ini dijumlahkan dengan vektor gaya
akibat beban titik yang diterapkan:

PV = [-42.04 —40.78 1829 42.04 140.78 —31.71]"

=671 kN - Mg =—0.TLAN —m
& =—0.044T2 . :

e e
T oo f

B =-100kN , = 100 &N

W =3k

Gambar 7.24 Contoh 7.4 (Lanjutan).
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Vektor beban ujung jepit struktural dimodifikasi sebagaimana mestinya:

R =[42.04 159.54 -10.88 —42.04 —40.78 1829 0 81.25 —45.83]"
Vektor beban nodal ekivalennya adalah:

FE = [-42.04 —159.54 40.88 F,+42.04 F;+40.78 F,—18.29 F, Fy—81.25 F,+ 45.83]T
Karena efek penurunan tumpuan sebelah kiri telah dimasukkan ke dalam vektor gaya ujung

jepit, derajat kebebasan perpindahan yang dikekang memiliki nilai nol (U.ynser = 0).
Persamaan kekakuan yang berkaitan dengan derajat kebebasan bebas adalah:

U,
U,

Urree = [Ur U Us]™ =[0.007272m —0.08648 m 0.03154 rad]”

F]l;ree = Kfofree

—159.54 840.8 2003.2 240.8

{—42.04} [3054.5 840.8  268.3
40.88 268.3 240.8 1894.4

Gaya ujung anggota dan perpindahan ujung anggota untuk setiap anggota adalah:
Anggota 1:
Perpindahan ujung anggota global U™ adalah:

(U
4 Uy (1) 0
; s Uz(l) 0
_J6 Us U; _ 0
BL=210 2 o () yd (=) 0.007272m
2 U, e —0.08648 m
3 1 U3 5 0.03154 rad
P

Pergeseran ujung anggota lokal U adalah:
0O =1HUD=[0 0 0 —007409m —0.04518m 0.03154 rad]”
Gaya ujung anggota lokal P adalah:

PO = ROTD + P = [11041 kN 34.88kN 4595kN—m —2097kN 9.81kN 10.06 kN —m]”
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Perlu dicatat bahwa vektor beban ujung tetap 5;1) memperhitungkan aksi mekanis dan aksi

penurunan tumpuan.
Gaya ujung anggota global P® adalah:

@ _r®T50) _ _ _ _ — ]
P =Tgor PV = [18.18 kN 114.35kN 4595kN —m 18.18 kN 1436 kN 10.06 kN — m]

Anggota 2:

Sejak vektor beban ujung tetap FIEZ) sama seperti sebelumnya, tidak ada perubahan
perhitungan untuk perpindahan ujung anggota dan gaya ujung anggota.

7.6 ELEMEN RANGKA DENGAN PELEPASAN GAYA UJUNG

Sejauh ini, dua jenis elemen rangka bidang standar telah dibahas dalam buku teks ini:
yaitu elemen batang (bar) dan elemen rangka (frame). Elemen batang digunakan dalam
analisis struktur rangka batang (truss) dan hanya mampu menahan gaya aksial. Elemen rangka
digunakan dalam analisis struktur rangka di mana semua titik buhul bersifat kaku, dan kedua
ujung setiap elemen rangka terhubung secara kaku ke titik-titik buhul tersebut. Bagian ini
membahas kasus di mana terdapat elemen rangka tertentu dengan pelepasan gaya
(diskontinuitas perpindahan) dalam struktur rangka, sebagaimana ditunjukkan pada Gambar
7.25. Jenis-jenis umum perangkat pelepasan gaya disimbolkan dan ditampilkan pada Gambar
7.26. Istilah "pelepasan gaya" menyiratkan bahwa aksi gaya tertentu tidak dapat diteruskan
melalui perangkat pelepasan gaya tersebut. Artinya, perangkat pada Gambar 7.26a, b, dan ¢
masing-masing tidak dapat meneruskan gaya aksial (thrust), gaya geser, dan momen.
Ketidakmampuan meneruskan aksi gaya ini mengakibatkan diskontinuitas pada perpindahan
yang bersesuaian (perpindahan aksial, perpindahan transversal, dan rotasi).

Bagian ini berfokus pada pengembangan matriks kekakuan elemen rangka dengan tiga
jenis pelepasan gaya ujung, yaitu pelepasan gaya aksial, pelepasan gaya geser, dan pelepasan
momen. Hal ini dapat dicapai dengan memodifikasi matriks kekakuan elemen yang telah
dikembangkan sebelumnya.

Elemen Batang dengan Pelepasan Gaya Aksial Ujung

Pertama, elemen batang dengan pelepasan gaya aksial pada ujung kiri yang
ditunjukkan pada Gambar 7.27a akan ditinjau. Tanpa adanya pelepasan gaya aksial ujung,
persamaan kekakuan elemen batang dinyatakan secara eksplisit sebagai berikut:

- EA_ EA_ _

P]_:_Ul__U4+PF1 (7.56)
L L

_ EA_ EA _ _

P4=—TU1+TU4+PF4 (757)
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Ketika ujung i dari elemen batang terhubung ke sambungan ujung kiri oleh perangkat pelepas
dorong (thrust-release device), sangat jelas bahwa gaya ujungnya P; harus bernilai nol. Dengan
memasukkan kondisi gaya ujung kiri nol (P; = 0) ke dalam Persamaan (7.56), didapatkan:

— — pF]_L

O : pelepasan momen (sendi)

T : pelepasan geser

Py o\

(b)

KK

(a) (c)

Gambar 7.25 Elemen rangka dengan pelepasan gaya ujung.

=5 5 5

(a) (h) (c)

Gambar 7.26 Pelepasan gaya: (a) Pelepasan gaya aksial; (b) Pelepasan gaya geser; (c)
Pelepasan momen.

p.E. w, F.F, BF, . . . ™ ___ _ _BE,
—_— = L — i - =1 —*
o i EA i T, 0 i EA i 0,
L I
() Left-End Thrust Release (b) Left-End Thrust Refease
Gambar 7.27 Elemen batang dengan pelepasan gaya aksial ujung.
Dengan menyubstitusikan Pers. (7.58) ke dalam Pers. (7.57), diperoleh:
(7.59)

Py, = Ppy + Ppy
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Persamaan (7.59) mengimplikasikan bahwa matriks kekakuan elemen batang dengan
pelepasan gaya aksial (thrust release) pada ujung kiri bernilai nol. Kesimpulan serupa dapat
ditarik untuk batang dengan pelepasan gaya aksial pada ujung kanan seperti pada Gambar
7.27b.
Elemen Rangka Dengan Pelepasan Gaya Geser Pada Ujung

Pertama, ditinjau elemen rangka dengan pelepasan gaya geser pada ujung kiri seperti
yang ditunjukkan pada Gambar 7.28a. Tanpa adanya pelepasan gaya ujung, persamaan
kekakuan elemen rangka dinyatakan secara eksplisit sebagai berikut:

_ IE _ IE _ IE _ IE _ _
P, =1275U, + 6 5 Us = 1275Us + 6 55 Ug + Pry (7.60)
_ IE _ IE _ IE _ IE _ _
Py =630z +4—Us = 6 5 Us + 2 Ug + Pry (7.61)
_ EFA_ EA _ _
P4=—TU1+TU4+PF4 (757)
_ IE _ IE _ IE _ IE _ _
Ps= 125U, = 6 5 Us + 1275 Us — 6 5 Ug + Prs (7.62)
_ IE _ IE _ IE _ IE _ _
Ps = 673Uy + 2 Us = 675 Us + 4—Ug + Prg (7.63)

Ketika ujung i dari elemen rangka terhubung ke sambungan ujung kiri oleh perangkat pelepas
geser (shear-release device), sangat jelas bahwa gaya ujungnya P, harus bernilai nol. Dengan
memasukkan kondisi gaya ujung kiri nol (P, = 0) ke dalam Persamaan (7.60), didapatkan:

7 L3P., — 12IEUs + 61EL(U; + Uy)
2= 12IE

(7.64)

Hubungan kinematik ini menyiratkan bahwa perpindahan transversal ujung kiri U, bukan lagi
merupakan derajat kebebasan independen, melainkan bergantung pada derajat kebebasan
perpindahan lainnya (Us, Us, dan Ug). Dengan menggunakan hubungan kinematik pada
Persamaan (7.64), Persamaan (7.61), (7.62), dan (7.63) ditulis ulang menjadi:

_ IE_ IE_ _  Pnl
P3:_U3__U6+PF3_ (765)
L L
ﬁs = ﬁFZ + ﬁFS (766)
_ IE— IE— _ Pl
P6=—TU3+TU6+PF6_T (767)
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Oleh karena itu, persamaan kekakuan untuk suatu rangka dengan pelepasan geser pada ujung
kiri dituliskan dalam bentuk matriks sebagai berikut:

A e R 14>4>4>4>4>4>~>4>

EA, EI g . EA, EI /o
Uy, Py, Fpy T Ty, Py, Fra Ts, P FFST Us Py, Fry Uy, Py FFlI T, Py, Fe 7, P EJ Uy, Py, Fry
| - | | = |
(a) Pelepasan Geser Ujung Kiri (b) Pelepasan Geser Ujung Kanan
Gambar 7.28 Elemen rangka dengan pelepasan geser pada ujung.
EA EA 1 _
B I 0 ~T 0 0 B Prq
Py o o o o o o |[("U) 0_
P, IE 1E| | U, _ PplL
A U L S s 1 W L ——
4= ¢+ 5 »atau P = KU + P"(7.68
5, B4 7 B 1A ;  Pr u (7.68)
P, L L Us Pz + Pps
0 -—— 0 — Fo 2 )
L L -

Elemen rangka dengan pelepasan geser ujung kanan yang ditunjukkan pada Gambar 7.28 b
kemudian dipertimbangkan. Ketika ujung j dari elemen rangka terhubung ke sambungan ujung
kanan oleh perangkat pelepas geser, sudah jelas bahwa gaya ujungnya Ps harus bernilai nol.
Dengan memasukkan kondisi gaya ujung kanan nol (Ps = 0) ke dalam Persamaan (7.62),
didapatkan:

— L3Pgs — 12IEU, + 61EL(U; + U,
U, = — F5 1221E (Us 6) (7.69)

Demikian pula, hubungan kinematik ini menyiratkan bahwa perpindahan melintang ujung
kanan Us bukan lagi derajat kebebasan yang independen, melainkan sekarang bergantung
pada derajat kebebasan perpindahan lainnya (U,, Us, dan Ug). Dengan hubungan kinematik
dari Persamaan (7.69), Persamaan (7.61), (7.62), dan (7.63) ditulis ulang sebagai:

pZZPFZ-I_pFS (770)
_ IE_ IE_ _ Pl
P3:TU3_TU6+PF3+T (771)
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_ IE_ IE_ _ Pl
P6=_7U3+TU6+PF6+

(7.72)

Oleh karena itu, persamaan kekakuan untuk suatu rangka dengan pelepasan geser pada ujung
kanan dituliskan dalam bentuk matriks sebagai berikut:

- EA EA )
_ L 0 A 0 Ppq
Py o 0 o o0 o0 o |(Y) |PrtPs
L o o L LA c I P 7
(Bl L LIUsL 1B 72 tau P = RO+ PF (7.73)
P, _E 0 E Uy PF4
P, L I A 0
P, 0 00 0 0 0lg) |5 | Pl
0 0 —— 0 — Pro +
I L L

Elemen Rangka dengan Pelepasan Momen Ujung

Elemen rangka dengan pelepasan momen ujung kiri (sendi) yang ditunjukkan pada
Gambar 7.29a dipertimbangkan terlebih dahulu. Ketika ujung i dari elemen rangka terhubung
ke sambungan ujung kiri oleh perangkat pelepas momen, sangat jelas bahwa momen ujungnya
P; harus bernilai nol. Dengan memasukkan kondisi momen ujung kiri nol (P; = 0) ke dalam
Persamaan (7.61), didapatkan:

oo L?Pps + 6IEU, — 61EUs + 2IELU,
37 4]EL

(7.74)

Hubungan kinematis ini menyiratkan bahwa rotasi ujung kiri U; bukan lagi derajat kebebasan
yang independen, melainkan sekarang bergantung pada derajat kebebasan perpindahan
lainnya (U,, Us, dan Ug). Dengan hubungan kinematis pada Persamaan (7.74), Persamaan
(7.60), (7.62), dan (7.63) ditulis ulang sebagai:

_ IE _ IE _ IE _ _ 3Pps
P2:3L—3U2—3L—3U5+3EU6+PFZ—T (775)
_ IE_  IE_ _IE_ _ 3P

_ IE_  IE_  IE_ _  Pg

Oleh karena itu, persamaan kekakuan untuk elemen rangka dengan pelepasan momen pada
ujung kiri dituliskan dalam bentuk matriks sebagai berikut:
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sxagadhdh@hzZzarssadhdhdbhdh 2z

e J I — — —> —> —> —> —> —> J
£ e L 0
N EA, EI A ] EA, EI ‘o
Uy, Py, Fry T Ty, Py, ey 175»}-)5,?1%1 Us, Py, Fpa - Uy, Py, Fy I U,, P,, Fp, L—,SyﬁiyﬁFsT Uy, Py, Fpy
| L | | L |
| | [ |
(a) Pelepasan Momen Ujung Kiri (b) Pelepasan Momen Ujung Kanan

Gambar 7.29 Elemen Rangka dengan Pelepasan Momen Ujung.

‘A0 0 —A 0 0 (P )
5 31 31 31 |7 _ 3P
(P1) 0 5 0 0 -= = (Un) Py, — =2
P, L L L U, 2L
5 g0 0o o0 o o 0 |15 0 o
{3t==[-4 0 0 4 0 0 [{3V+{ Pp }atauP =KU+PF(7.78)
P L 31 31 3I||Us 3p
5 0 -= 0 0 = —-——||; 5 F3
P5 LZ LZ L US PFS
\P,) 31 ) \Us/ 2L
6 0 — 0 0 —-=— 3I 6 = Prs
L L i Pre — >

Elemen rangka dengan pelepasan momen ujung kanan yang ditunjukkan pada Gambar 7.29 b
kemudian dipertimbangkan. Ketika ujung j dari elemen rangka terhubung ke sambungan ujung
kanan oleh perangkat pelepas momen, sudah jelas bahwa momen ujungnya P4 harus bernilai
nol. Dengan memasukkan kondisi momen ujung kanan nol (P; = 0) ke dalam Persamaan
(7.63), didapatkan:

oo L?Pp + 6IEU, — 6IEUs + 2IELU,
6~ 4]EL

(7.79)

Relasi kinematika ini menyiratkan bahwa rotasi ujung-kanan Uy bukan lagi derajat kebebasan
yang independen, melainkan bergantung pada derajat kebebasan perpindahan lainnya (U,,
Us, dan Us). Dengan relasi kinematika pada Persamaan (7.79), Persamaan (7.60), (7.61), dan
(7.62) dituliskan kembali sebagai:

_ IE_ IE_ _IE_ _ 3Py
_ JE_  IE_  _IE_ _ P
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(7.82)

Oleh karena itu, persamaan kekakuan untuk suatu rangka dengan pelepasan momen pada
ujung kanan dituliskan dalam bentuk matriks sebagai berikut:

A0 0 -4 0 0 Pry
B 31 31 31 . 3P
h A A Py — 210
P, E 31 31 U, g—L .
o= 0 7 3 0 =7 W E i+l P, b atau P=KU+PF (7.83)
B, -4 0 0 A o0 o|| T P_Z
\7,7;) P N A7, o
L L Le Prs +—0
0 0 0 0 0 0 Y]
20 kN
100 kN - m /n
(HHHHHHJH§
2!;‘\ 2 3
Sendi
E,, A, I : Konstan
10m
T EA=10x10° kN
IE =10° kN - m?
1
@gllssss 10m |
| |
Gambar 7.30 Contoh 7.5.
Contoh 7.5

Tentukan perpindahan titik simpul, gaya ujung batang, dan perpindahan ujung batang
untuk rangka yang ditunjukkan pada Gambar 7.30.
e Penyelesaian: Sistem acuan lokal serta sistem penomoran derajat kebebasan (DOF),
batang, dan titik simpul ditunjukkan pada Gambar 7.31.
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(b) Sistem penomoran DOF, nomor elemen, dan

Gambar 7.31 Contoh 7.5 (Lanjutan).

17)'41) (7”)

4 Fm W

1

—_—
pll) rr(l)
ln ~I’|

penomoran simpul

]')'H) ('?m
s %3

E(l',l7él' ‘

2

.

I_—)‘“],(

Gambar 7.32 Contoh 7.5 (Lanjutan).

Matriks kekakuan elemen dan vektor beban ujung terjepit untuk setiap elemen adalah: Elemen

1 (Gambar 7.32):
Matriks kekakuan lokal:

r 1000
0
0
—1000
0
0

Matriks kekakuan global:

T
KO = 13RO, =

0
12
60

0

—12
60

12

—60
—-12

L—60

0 —1000
60 0
400 0

0 1000
—60 0
200 0

0 —60
1000 0

0 400

0 60

—1000 O

0 200

310

0
—12
—60

0

12
—60

—12

60
12

60

(1)
£

0 -
60
200
0
—60
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0
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0
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0

—60

200
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Elemen 2 (Gambar 7.33): sendi di ujung kiri

20N fm

U, P,
P, S p— pi! SO N
P2 frieh P e F Foy =—250&N —m
'4‘ ! ‘U'-I_” 2!:11!11trr1rr113x
20 - . s

— —_— 3 2
75 kN PY) =125 kN

Gambar 7.33 Contoh 7.5 (Lanjutan)

Matriks kekakuan lokal dan global:

1000 0 0 —1000 O 0
0 3 0 0 -3 30
QT _ ) 0 0 O 0 0 0
K® = Toor K@l = K = —1000 0 O 1000 0 0
0 -3 0 0 3 =30
0 30 0 0 —30 300

Vektor gaya ujung-tetap global:

PP =T PP =0 75 0 0 125 -250]

Melalui teknik kode anggota, matriks kekakuan struktur dan vektor beban ujung jepit yang
terkait dengan derajat kebebasan bebas adalah:

1012 0 60
0 1003 O dan Rfree =[0 75 0]"
60 0 400

Kep =

Vektor beban nodal terapan yang terkait dengan derajat kebebasan bebas adalah:
Frree = [0 0 100]"
Vektor beban nodal ekuivalen yang terkait dengan derajat kebebasan bebas adalah:
Ffice = Frree = Reree = [0 =75 100]"

Persamaan kekakuan struktural yang bersesuaian dengan derajat kebebasan bebas adalah:
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0 1012 0 60 7 (U1
—=75¢ = 0 1003 0 U2 atau FfE‘;‘ee = Kfofree
100 60 0 400

Us

Perpindahan simpul bebas Uf., ditentukan sebagai berikut:

Uree = [Kpf]  Ffee = [<0.01496 m  —0.07478 m  0.2522 rad]”

Proses pemulihan perpindahan ujung dan gaya ujung akan diperlihatkan untuk elemen 2.
Berdasarkan vektor pemetaan lokal LM, (Gambar 7.31b), vektor perpindahan ujung elemen
dalam koordinat global adalah:

U® =[-0.01496m —0.07478m 0 0 0 0]7

Vektor perpindahan ujung elemen lokal adalah:

U@ =12 U@ =[-001496m —0.07478m 0 0 0 0]"

Vektor gaya ujung elemen lokal adalah:

=2 =@=02) =2 T
P =K U +Pr =[-1495kN 7478kN 0 1495kN 12522kN —252.24kN -m]

Vektor gaya ujung elemen global adalah:

@

T—
P@ =1 P =[-1495kN 7478kN 0 1495kN 12522kN —252.24 kN -m]”

Perpindahan ujung dan gaya ujung pada elemen 1 dapat diperoleh dengan cara serupa.
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BAB 8
METODE KEKAKUAN |11l ALGORITMA BERORIENTASI KOMPUTER

8.1 PROSEDUR KOMPUTASI ANALISIS STRUKTUR
Dalam bab ini, prosedur analisis struktur rangka dalam kerangka program analisis
rangka (misalnya GRASP) disajikan dengan pendekatan terkomputerisasi. Terdapat beberapa
aspek yang sama antara prosedur yang disajikan di sini dengan prosedur yang digunakan dalam
program elemen hingga tujuan umum (misalnya ABAQUS) atau, secara lebih umum, dalam
platform komputasi (misalnya FEAP). Pembahasan rinci mengenai struktur umum kerangka
komputasi semacam itu berada di luar cakupan materi ini dan dapat dipelajari dalam kelas-
kelas yang lebih lanjut dalam rangkaian mata kuliah rekayasa struktur sebagaimana dibahas
pada Bab 1. Secara umum, terdapat empat langkah yang membentuk inti dari setiap prosedur
komputasi struktur, dan langkah-langkah ini harus diterapkan dalam setiap program analisis
struktur (elemen hingga) (Spacone):
+* Mengumpulkan data masukan (misalnya koordinat titik simpul)
** Menyusun basis data yang memuat informasi konstan (misalnya matriks kekakuan
elemen)

>

+» Melakukan analisis (linear atau nonlinear / statis atau dinamis)

L)

X3

*¢

Mengolah data keluaran (misalnya representasi grafis)

8.2 ALGORITMA UMUM
Algoritma umum untuk menerapkan metode kekakuan langsung dapat diringkas sebagai
berikut:
Bagian Pendahuluan
1. Klasifikasikan jenis elemen yang digunakan untuk menganalisis struktur aktual (balok,
rangka batang/truss, rangka kaku/frame, atau grid) dan tentukan:
+* Jumlah koordinat spasial (1D, 2D, atau 3D).
+» Jumlah derajat kebebasan per titik simpul (lokal dan global).
«* Jumlah properti penampang dan material.
2. Tentukan sistem penomoran derajat kebebasan bebas dan terkekang.
Bagian Analisis
1. Untuk setiap elemen, tentukan besaran-besaran berikut:
¢ Vektor pemetaan LM; yang menghubungkan elemen dengan derajat kebebasan
struktur dan sebaliknya.
% Matriks kekakuan elemen lokal (matriks kekakuan lengkap K® atau matriks
kekakuan dasar k®).
+* Sudut antara sistem acuan lokal dan global.

% Matriks transformasi (misalnya FIgQT, FiggM, dan F,ggz .
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+* Matriks kekakuan elemen dalam sistem acuan global (misalnya, K® =
rOTgOT®),

Vektor beban ujung tetap eIemenPF(i).

2.

© N o u B~ W

8.3

Susun matriks kekakuan struktur lengkap K.

Ekstrak Ky s, K¢, Kcr, dan K. dari K.

Inverskan K ¢¢ (atau dekomposisikan K ¢¢ sebagai LLT).

Susun vektor beban nodal ekuivalen FE.

Tetapkan vektor perpindahan nodal terkekang Uconstr.

Tentukan perpindahan nodal bebas Uy, dari Upye, = [Kff]_l(Ffb;ee — KrcUconser)
Tentukan gaya reaksi menggunakan persamaan Foonser = KefUsree + KecUconser +
R onstr S€bagai alternatif, gaya reaksi dapat ditentukan melalui persamaan kekakuan
elemen yang terhubung ke tumpuan.

Untuk setiap elemen, transformasikan perpindahan ujungnya dari koordinat global ke
lokal U® = F,%BTU(” dan tentukan gaya ujungnya menggunakan persamaan kekakuan

elemen PO = ROFD 4 p

DIAGRAM ALIR PROGRAM KOMPUTER

Mengacu pada diagram alir program di Gambar 8.1, rutin utama harus melaksanakan tugas-

tugas berikut:

1.

Membaca (data masukan):

a) Judul pekerjaan, nama analis, dll.
b) Parameter kendali.

Jumlah titik simpul (node).
Jumlah elemen (member).
Jenis struktur.

P w NP

Jumlah variasi properti elemen.
5. Jumlah kasus pembebanan.

Menentukan parameter struktural

a) Jumlah koordinat spasial untuk struktur.

b) Jumlah derajat kebebasan per titik simpul (lokal dan global).

Melakukan perulangan pada semua elemen dan menghitung matriks kekakuan elemen

lokal serta matriks transformasi.

Menginisialisasi matriks kekakuan global menjadi nol.

Melakukan perulangan pada semua elemen dan untuk setiap elemen

a) Mengambil matriks kekakuan elemen lokal dan mentransformasikannya dari
sistem lokal ke global.

b) Menyusun vektor pemetaan lokal.

c) Merakit matriks kekakuan struktur.

Melakukan dekomposisi matriks kekakuan global (misalnya, dekomposisi Cholesky).

Untuk setiap kasus pembebanan
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a) Melakukan perulangan pada elemen terkait dan menyusun vektor beban ujung
jepit (fixed-end load) elemen.

b) Merakit vektor beban.

c) Menentukan perpindahan titik simpul.

Baca Judul dan Parameter Kontrol
|
L Tentukan Parameter Struktur I

'

| Baca Blok Data Masukan |
'

I Bangun DOF _info I
|

| Tentukan K? dan T(i’—l

| Tentukan K® dan K |
'
| Dekomposisi K |
'
——l Perulangan pada Kasus Pembebanan I

| Baca Data Beban I

!

I Tentukan Beban Ujung Tetap I

( Rakit Beban Nodal Ekuivalen |
———| Hitung Gaya Internal dan Reaksi l

Gambar 8.1 Bagan Alir Program.

d) Lakukan perulangan untuk semua elemen dan bagi setiap elemen.
8. Tentukan perpindahan ujung (lokal dan global).
9. Tentukan gaya ujung (lokal dan global).

8.4 DATA MASUKAN
Secara umum, data masukan dasar untuk struktur rangka harus mencakup blok data

berikut sebagaimana disarankan oleh Spacone:

e Geometri

e Elemen

e Material

e Kondisi Batas

e Beban Titik Simpul (Nodal)
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Beban Elemen

Perpindahan Yang Diterapkan

Tingkat Analisis

Geometri: blok data masukan ini biasanya memuat nomor titik simpul dan koordinat
titik simpul dalam sistem acuan global.

Elemen: untuk rangka bidang (2D), blok data masukan ini biasanya memuat
konektivitas elemen (dimulai dari titik simpul i dan berakhir di titik simpul j untuk
setiap elemen), jenis elemen (batang, balok, dll.), dan set material.

Material: untuk setiap set material rangka 2D elastis linear, blok data masukan ini
biasanya memuat modulus elastisitas E, modulus geser G, luas penampang A4, dan
momen inersia l.

Kondisi Batas: sekumpulan kondisi batas yang tepat harus disediakan untuk mencegah
struktur membentuk mekanisme. Secara umum, struktur akan memiliki derajat
kebebasan tak terkekang yang jauh lebih banyak daripada derajat kebebasan
terkekang. Dengan demikian, blok data masukan ini biasanya hanya berisi informasi
mengenai derajat kebebasan yang terkekang (kondisi batas).

Beban Titik Simpul (Nodal): blok data masukan ini biasanya berisi informasi mengenai
beban yang diterapkan pada titik simpul.

Beban Elemen: blok data masukan ini biasanya memuat informasi mengenai beban
elemen yang bekerja pada elemen di antara titik-titik simpul.

Perpindahan Yang Diterapkan: ketika tumpuan mengalami perpindahan yang
ditentukan sebelumnya (misalnya penurunan/settlement), blok data masukan ini berisi
informasi mengenai perpindahan yang diketahui tersebut. Perpindahan vyang
ditentukan sebelumnya biasanya ditetapkan hanya pada derajat kebebasan yang
terkekang.

. Tingkat Analisis: blok data masukan ini berisi informasi mengenai bagaimana beban
dan/atau perpindahan diterapkan serta bagaimana analisis dilakukan. Dalam buku teks
ini, blok data masukan tersebut mungkin tidak diperlukan karena hanya analisis elastis
linear yang ditinjau.

Basis Data Konstan

Array berikut digunakan untuk menampung informasi yang dihasilkan dari data

masukan. Biasanya, informasi ini tidak berubah selama analisis dan hanya perlu disusun satu

kali sebelum proses analisis dimulai. Informasi NODE: array NODE_info memuat koordinat

(X, Y) untuk setiap node.

NODE_info = [Array with NODE data],um_ nodesxnum_coor
Xy Y

NODE s, = ; : = 2D

X num_nodes Ynum_nodes
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X1 r Zy
NODE,5, = : : : = 3D

num_nodes Ynum_nodes A num_nodes

di mana num_nodes merepresentasikan jumlah node dalam suatu struktur dan num_coor
merepresentasikan jumlah koordinat spasial. Gambar 8.2 menampilkan diagram alir untuk
membaca dan menyimpan array data geometris NODE_info.

Informasi BATAS (BOUNDARY): akibat kondisi tumpuan, jumlah total derajat kebebasan
bebas akan lebih kecil daripada jumlah total derajat kebebasan (num_nodes x Node DOF).
Seluruh informasi mengenai kondisi batas disimpan dalam array BOUN_info.

BOUN_info = [Array with Boundary Conditions],um nodesxNode DOF

di mana Node_DOF menyatakan nomor derajat kebebasan maksimum untuk setiap titik
simpul. BOUN_info diinisialisasi ke nol pada awal tahap input. Biasanya, kode kekangan
ditetapkan sebagai berikut:

0 jika free DOF

BOUN_info(i_DOF,i_NODE) = {1 jika locked DOF

/ Baca jumlah_node /
:

Dimensi
NODE _info (jumlah_node, nomor_node, nomor_garis)

i < jumlah_node
\(
Baca
NODE info(i,1) ... NODE_info(i, nomor_garis)

TIDAK

Blok II

Gambar 8.2 Diagram alir untuk membaca dan menyimpan data geometris blok NODE_info.

Setelah semua kondisi batas nodal dibaca, nomor persamaan diberikan secara bertahap,
pertama-tama untuk semua derajat kebebasan bebas dengan tanda positif dan kemudian
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untuk semua derajat kebebasan terkekang dengan tanda negatif. Nomor derajat kebebasan
positif maksimum menunjukkan ukuran matriks persegi (Kss) yang perlu didekomposisi
(misalnya Dekomposisi Cholesky). Perhatikan kerangka yang ditunjukkan pada Gambar 8.3.
Array BOUN _ info yang sesuai adalah

DOF- 1 2 3

1 1 0 1
BOUNyfo = [O 0 0] {23} < Node
0 1 0

DOF_info yang terkait dengan BOUN_info adalah
-7 -8 1 1
DOFy=|2 3 4 {23} « Node
5 -9 6

Sistem penomoran derajat kebebasan yang dihasilkan ditunjukkan pada Gambar 8.4.

Gambar 8.3 Contoh penyusunan array BOUN_info.

3 Dﬂr 2 ’ —9D6

-8 T_Vll_?

Gambar 8.4 Sistem penomoran derajat kebebasan yang dihasilkan.

Kode tumpuan untuk beberapa jenis tumpuan umum pada rangka bidang disajikan pada
Gambar 8.5. Gambar 8.6 menampilkan diagram alir untuk membaca dan menyimpan array
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data tumpuan "BOUN_info'. Informasi MATERIAL: array "MATE_info" menghimpun nilai E (atau
G), A, dan I yang diberikan untuk setiap jenis material.

MATE _info = [Array with MATERIAL data],,m matesxmate_para

El Al
MATEnfo = : = 2D & 3D Truss
num mates Anum mates
Ey Ay I
MATE o = : : ] = 2D Euler-Bernoulli Frame
Enum mates Anum mates Inum mates

Ey 4 Iy Gy
MATEiTLfO = : : :

] = 2D Timoshenko Frame

Enum mates Anum mates Inum mates Gnummates

mana num_mates melambangkan jumlah set material dan mate_para melambangkan jumlah
parameter set material. Gambar 8.7 menampilkan diagram alir untuk membaca dan
menyimpan array data set material MATE _info.

Informasi MEMBER: array MEM_info memuat node awal i, node akhir j, jenis elemen
(misalnya elemen Euler-Bernoulli, elemen Timoshenko, elemen batang, dll.), serta sifat-sifat
material untuk setiap elemen.

MEM _info = [Array with MEMBER data]num_membersxmember_para

MEM;y ¢,
node_i node_j mem_type; mate_type,

nOde_lnum_members nOde_]num_members mem_typenum_members mate_typenum_members

di mana ‘num_members’ menyatakan jumlah elemen dalam struktur dan ‘member_para’
menyatakan jumlah parameter elemen.

Gambar 8.8 menampilkan diagram alir untuk proses pembacaan dan penyimpanan
data elemen ke dalam larik "MEEM __info". Informasi DOF: sangat penting untuk menyediakan
jumlah serta informasi mengenai kondisi pengekangan (terkekang atau tidak terkekang) untuk
setiap derajat kebebasan. Dalam bab ini, hal tersebut dilakukan dengan memberikan tanda
(positif atau negatif) pada nomor derajat kebebasan. Umumnya, tanda positif menunjukkan
derajat kebebasan yang tidak terkekang, sedangkan tanda negatif menunjukkan derajat
kebebasan yang terkekang. Informasi penomoran derajat kebebasan ini disimpan dalam larik
‘DOF_info".

DOF_info = [Array with DOF data],ym nodesxNode_DOF
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Jenis Tumpuan | Tipe Dukungan | Kode Dukungan

Bebas ‘ 0,0,0
Rol g ‘ 1,0,0

Engsel § | 1,1,0
Geser

Lepas g*—e 1,0,1

(Colar)

Tetap \&_e 1,1,1

Gambar 8.5 Kode Tumpuan untuk Rangka Bidang.

L

/ Baca jumlah_nodc/
!

Dimensi
BOUN _info (jumlah_node, Node_DOF)

TIDAK

s

i < jumlah_node

Baca
BOUN _info(i, 1) ... BOUN_info(i, Node_DOF)

'

Blok III

Gambar 8.6 Diagram alir untuk membaca dan menyimpan blok data pendukung BOUN_info.
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DOFy, DOFy,
DOFingo = : : = 2D Truss

DOFXnum nodes DOFYnum nodes

DOFy, DOFy, DOFy,
DOFyf, = : : = 2D Frame

DOFXnum nodes DOFYnum nodes DOFG

numnodes

Larik DOF_info disusun bersamaan dengan larik BOUN_info yang memuat informasi mengenai
kondisi batas. Informasi Beban Nodal Yang Diterapkan: beban-beban nodal disimpan dalam
satu larik acuan tunggal Nodal_Load_info.

NODAL_LOAD _info = [Array with APPLIED NODAL LOAD] yum._nodesxNode_DOF

Baca jumlah_mate
P : B

Dimensi
MATE _info (num_mates, mate_para)

TIDAK

i < num_mates
\(
Baca
MATE _info(i, 1) ... MATE_info(i, mate_para)

Gambar 8.7 Diagram alir untuk membaca dan menyimpan blok data material MATE_info.

Beban nodal yang diterapkan pada derajat kebebasan bebas diambil dari NODAL_LOAD info
dan dikumpulkan dalam vektor Fy,., sebagai berikut:

Frree = [APPLIED NODAL LOAD AT FREE DOF |,um poF free
di mana num_DOF_free menyatakan jumlah derajat kebebasan bebas. Gambar 8.9

menampilkan diagram alir untuk membaca dan menyimpan larik data beban nodal
NODAL_LOAD _info.
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Dimensi
MEM info (num_members, member_para)

TIDAK
i < num_members
YA
Baca
MEM info(i, 1) ... MEM_info(i, member_para)
i=i+l1

l Blok V }

Gambar 8.8 Diagram alir untuk membaca dan menyimpan data elemen pada blok MEM_info.

Informasi beban elemen (Applied Member Load): beban elemen disimpan dalam satu larik
referensi MEM_LOAD _info.

MEM_LOAD_info = [Array with MEMBER LOAD]ym membersxele_load_para
di mana mem_load_para menyatakan jumlah parameter beban anggota. Vektor beban ujung
tetap disusun bersamaan dengan data beban batang dalam MEM_LOAD _info dan disimpan
dalam vektor FfFree dan FE .., sebagai berikut:
FfFree = [FIXED — END NODAL LOAD AT FREE DOF],ym poF_free

Ffnser = [FIXED — END NODAL LOAD AT CONSTRAINED DOF]um poF constr

di mana num_DOF_constr menyatakan jumlah derajat kebebasan yang dibatasi.
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Dimensi
NODAL_LOAD _info (num_nodes, Node_DOF)

TIDAK

> i < num_nodes
\(
Baca
NODAL_LOAD _info(i,1) ... NODAL_LOAD_info(i, Node_DOF

Gambar 8.9 Diagram alir untuk membaca dan menyimpan data beban nodal pada blok
NODAL_LOAD_info

Gambar 8.10 menampilkan diagram alir untuk membaca dan menyimpan array data beban
elemen Mem_Load_info. Informasi Applied Displacement: perpindahan nodal yang diterapkan
disimpan ke dalam satu array referensi Nodal_Dis_info.

NODAL_DIS_info = [Array with APPLIED NODAL DISPLACEMENT ] ,um nodesxNode DO

Perpindahan simpul yang diterapkan terkait dengan derajat kebebasan yang dibatasi diambil
dari NODAL_DIS_info dan dikumpulkan dalam vektor U_,,st» Sebagai berikut:
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/ Baca num_members/

Dimensi
MEM_LOAD_info (num_members, mem _load para)

TIDAK

i < num_member
Y
Baca
MEM_LOAD _info(i,1) ... MEM_LOAD_info(i, mem_load_para

Gambar 8.10 Diagram alir untuk membaca dan menyimpan blok data beban batang
MEM_LOAD _info.

Ueonser = |Array with APPLIED NODAL DISPLACEMENT

num_DOF_constr

Perlu dicatat bahwa jumlah dari ‘num_DOF_free" dan 'num_DOF_constr’ sama dengan total
jumlah derajat kebebasan (‘num_DOFs’). Gambar 8.11 menampilkan diagram alir untuk
membaca dan menyimpan larik data perpindahan titik simpul "NODAL_DIS_info'.
Demonstrasi: Struktur Rangka Kecil

Blok data masukan yang disebutkan di atas akan dibahas melalui contoh struktur
rangka yang sangat sederhana. Struktur rangka tersebut lengkap dengan kondisi tumpuan,
beban titik simpul dan beban batang yang bekerja, penurunan tumpuan, serta properti
geometris dan materialnya ditunjukkan pada Gambar 8.12. Titik simpul dan batang,
sebagaimana disiapkan untuk data masukan, ditunjukkan pada Gambar 8.13.

Prosedur pembentukan sistem acuan lokal dari data masukan ditunjukkan pada
Gambar 8.14. Untuk setiap batang, sumbu-x lokal membentang dari titik simpul i ke titik
simpul j. Perlu dicatat bahwa sumbu-y lokal dipilih sedemikian rupa untuk membentuk sistem
acuan tangan kanan terhadap sumbu-z; dalam contoh ini, sumbu-z tegak lurus terhadap
bidang gambar dan mengarah ke arah pembaca.
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/ Baca num_nodes /
!

Dimensi
NODAL _DIS _info (num_nodes, Node_DOF)

TIDAK

i < num_nodes
\IYA/
Baca

NODAL_DIS info(i, 1) ... NODAL_DIS_info(i, Node_DOF

Blok VIII

Gambar 8.11 Diagram alir untuk membaca dan menyimpan data perpindahan nodal blok
NODAL_DIS_info

20 kN
30 kN-m 12kN/m
_{THHHHHHJH
10 kN [EZ,IZ’AZ] [E2’127A2] %
r—~| 4
w—
Sm ~ T
%) -0,01 m
e 7 10m 10m |
I |
Set Material 1 Set Material 2
E; =200x10° kPa E, = 200x 10° kPa
I, =200%10° mm* I, =100x10* mm*
A, = 6000 mm? A, = 3000 mm?*

Gambar 8.12 Contoh rangka kecil.

325



Analisis Matrix Kerangka Struktur Bangunan
Dr. Ir. Agus Wibowo, M.Kom, M.Si, MM

- 2 - 4 -
—> e

1 (1

"1 5 0

Gambar 8.13 Portal Kecil: Penomoran Simpul dan Elemen.

(L)

11| )
P -—

Gambar 8.14 Portal Kecil: Elemen dalam Sistem Acuan Lokal.

Blok data masukan yang bersesuaian ditampilkan pada Gambar 8.15. Basis data konstanta
untuk portal acuan kecil tersebut terdiri dari larik-larik berikut:

0 O
0 5
NODE _info=|[10 5
20 10
10 O
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Data Nodal

Data Tumpuan

Data Material

1,2, ED-Frame, |
2.3, ED-Frame,2 - Data Batang
S5 ED-Frame, |
S A4 ED-Frame2
S
0.0.0
102030
Data Beban Nodal Terapan
000
000

).0.0

e Data Beban Batang Terapan

Data Perpindahan Nodal Terapan

00000

000

Gambar 8.15 Contoh Blok Data Masukan.

Setiap baris pada NODE_info memuat koordinat masing-masing titik simpul (node). Titik
simpul 1 memiliki koordinat {0,0}, titik simpul 2 {0,5}, titik simpul 3 {10,5}, dan seterusnya.
Sistem penomoran derajat kebebasan yang diperlihatkan pada Gambar 8.16 dibuat secara
otomatis berdasarkan penomoran titik simpul yang telah disiapkan untuk data masukan pada
Gambar 8.13. Urutan derajat kebebasan tersebut adalah perpindahan pada arah X global,
perpindahan pada arah Y global, dan rotasi terhadap sumbu Z global.
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1 -8 -9 -10

0 1 2 3

0|= DOF_info=| 4 5 6 |= Renumbering DOF
0 -11 =12 7

1 | |

BOUN_info = |
l -13 -—-14 -15

N =
__ OO R

o

6 . 12

b‘l ‘\i Dm
[ |

A a

Gambar 8.16 Rangka Kecil: Penomoran Derajat Kebebasan Awal.

Setiap baris dalam "BOUN_info’ memuat kode tumpuan untuk setiap titik simpul (node). Titik
simpul 1 terhubung ke tumpuan tetap yang mencegahnya bergerak translasi pada arah X dan
Y serta berotasi terhadap sumbu Z; dengan demikian, kode tumpuan untuk titik simpul 1
adalah 1,1,1. Titik simpul 2 bebas bergerak translasi maupun rotasi, sehingga kode
tumpuannya adalah 0,0,0. Aturan penomoran kode tumpuan yang serupa diterapkan untuk
titik simpul 3, 4, dan 5. Pengembangan metode penyimpanan data tumpuan diserahkan
kepada pembaca sebagai tugas proyek. Hal ini dikarenakan pada struktur nyata, sebagian besar
titik simpul struktur bersifat bebas, dan hanya sedikit yang dikenai batasan tumpuan. Oleh
karena itu, penerapan nomor kode tumpuan pada seluruh titik simpul struktur seperti yang
disajikan di sini dianggap tidak efisien.

Penomoran derajat kebebasan pada Gambar 8.16 diubah untuk membedakan antara
derajat kebebasan yang tidak dibatasi (unconstrained) dan yang dibatasi (constrained). Dalam
hal ini, derajat kebebasan yang tidak dibatasi diberi nomor terlebih dahulu. Hasil penomoran
tersebut ditunjukkan pada Gambar 8.17. Tanda negatif menunjukkan bahwa derajat
kebebasan tersebut dibatasi; dengan kata lain, nilai perpindahan untuk derajat kebebasan ini
telah ditentukan sebelumnya (prescribed). Total jumlah derajat kebebasan (‘num_DOFs’)
adalah 15. Dari jumlah tersebut, delapan di antaranya dibatasi (‘"num_DOF_constr’ = 8),
sedangkan tujuh lainnya tidak dibatasi (‘"num_DOF_free" = 7).

Setiap baris dalam 'DOF_info" memuat informasi mengenai derajat kebebasan untuk
setiap titik simpul. Sebagai contoh, baris keempat ‘DOF_info" menunjukkan bahwa untuk titik
simpul 4: perpindahan pada arah X global dibatasi dan berkorespondensi dengan derajat
kebebasan global 11; perpindahan pada arah Y global dibatasi dan berkorespondensi dengan
derajat kebebasan global 12; serta rotasi terhadap sumbu Z tidak dibatasi dan
berkorespondensi dengan derajat kebebasan global 7.
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200 x 10 6000 200 x 106]
200 x 10 3000 100 x 10°

2 Di ’ Di - D:‘I

MATE_info = |

.T—':-B .T—':-ﬁ

Gambar 8.17 Struktur Rangka Kecil: Penomoran derajat kebebasan setelah pemisahan antara

derajat kebebasan yang terkekang dan yang tidak terkekang.

Setiap baris pada MATE_info memuat informasi untuk setiap set material. Baris pertama
menunjukkan bahwa untuk set material 1, modulus elastisitas E adalah 200 x 10® kPa; luas
penampang A adalah 6000 mm?; dan momen inersia I adalah 200 x 10° mm*. Interpretasi
serupa berlaku untuk baris kedua.

1 2 EB-Frame 1

. _ |2 3 EB-Frame 2
MEM_info = 5 3 EB-Frame 1
3 4 EB-Frame 2

Setiap baris pada MEM_info memuat informasi untuk setiap elemen batang (member). Elemen
batang 1 membentang dari node 1 ke node 2, bertipe EB-Frame, dan memiliki sifat material
yang didefinisikan sebagai set 1. Indeks data terakhir ini menunjukkan bahwa sifat material
elemen batang 1 tercantum pada baris pertama MATE_info. Interpretasi serupa berlaku untuk
baris-baris lainnya.

0 0 O
10 20 30
NODAL_LOAD_info=|0 0 0
0 0 O
0 0 O

Setiap baris pada ‘'NODAL LOAD_info memuat beban nodal yang diterapkan pada setiap titik
simpul. Sebagai contoh, baris kedua menunjukkan bahwa beban nodal yang diterapkan pada
titik simpul 2 dalam arah X, Y, dan Z masing-masing adalah 10 kN, 20 kN, dan 30 kN-m.
Interpretasi serupa berlaku untuk titik-titik simpul lainnya. Bersama dengan array ‘DOF_info’,
array 'Fr..' yang memuat beban-beban yang diterapkan pada derajat kebebasan bebas
didefinisikan sebagai berikut:
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F _[10 20 30 0 0
free —_ e ! e o -
DOF1 DOF2 DOF3 DOF4 DOF5 D

0 0 ]T

Ld -

OF6 DOF7

Nilai Fry., adalah 7, yang merupakan jumlah derajat kebebasan bebas. Nilai ini bersesuaian
dengan derajat kebebasan nomor 1 hingga 7 pada Gambar 8.17. Pengembangan metode
penyimpanan beban nodal yang diterapkan diserahkan kepada pembaca sebagai tugas proyek
akhir. Akan lebih efisien jika beban nodal hanya ditentukan untuk titik-titik (node) tertentu,
alih-alih menentukan beban nodal pada seluruh titik struktur sebagaimana disajikan di sini.

None . .
typel Y —12
None

None

MEM_LOAD_info =

Setiap baris dalam "MEM_LOAD_info’ memuat informasi mengenai beban yang diterapkan
pada masing-masing elemen. Baris pertama, ketiga, dan keempat menunjukkan bahwa
elemen 1, 3, dan 4 tidak dikenai beban elemen apa pun, sedangkan baris kedua menunjukkan
bahwa elemen 2 dikenai beban elemen tipe 1 (beban merata) pada arah —Y dengan intensitas
12 kN/m. Metode penentuan parameter pembebanan biasanya dirancang oleh pengembang
program. Pengembangan proses penyimpanan data beban elemen yang diterapkan diserahkan
kepada pembaca sebagai tugas proyek mereka. Akan lebih efisien jika beban elemen
didefinisikan hanya untuk elemen-elemen tertentu saja, alih-alih menetapkan beban untuk
seluruh elemen sebagaimana disajikan di sini.

NODAL_DIS_info =

Scoocoo
cPococo
coocoo

Setiap baris pada "NODAL_DIS_info’ memuat nilai perpindahan nodal yang diterapkan untuk
setiap titik simpul (node). Sebagai contoh, baris keempat menunjukkan bahwa perpindahan
nodal yang diterapkan pada titik simpul 4 dalam arah Y adalah -0,01 m. Interpretasi serupa
berlaku untuk titik-titik simpul lainnya. Bersama dengan array ‘DOF_info', array "U,onstr Yang
memuat nilai perpindahan yang diterapkan terkait dengan derajat kebebasan yang dibatasi
(constrained degrees of freedom) didefinisikan sebagai berikut:

0 0 0 0 —-001 0 0 0 ]T

Uconstr = [ “ “ “ “ ~—— “ - “
DOF8 DOF9 DOF10 DOF11 DOF 12 DOF 13 DOF 14 DOF 15

Panjang array "U.ynstr @dalah 8, yang merupakan jumlah derajat kebebasan dengan batasan
(terkendala). Array ini bersesuaian dengan derajat kebebasan nomor 8 hingga 15 pada Gambar
8.17. Pengembangan metode penyimpanan untuk perpindahan nodal yang diterapkan
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diserahkan kepada pembaca sebagai tugas proyek semester. Akan lebih efisien jika
perpindahan nodal didefinisikan hanya untuk titik simpul tertentu, alih-alih menetapkan
perpindahan untuk seluruh titik simpul struktur sebagaimana disajikan di sini.

Array basis data lainnya perlu dihitung namun tidak harus disimpan. Array ini sangat
penting untuk merakit persamaan elemen guna membentuk persamaan struktur. Array yang
dimaksud adalah vektor pemetaan lokal "LMi" yang telah dibahas sebelumnya pada Bab 1.
Vektor ini memetakan derajat kebebasan elemen dalam sistem acuan global ke derajat
kebebasan struktur. ° LM;" disusun berdasarkan informasi yang telah tersimpan dalam
"MEM _info" dan "DOF_info". Sebagai contoh, dengan merujuk pada "MEM_info" untuk elemen
3 (baris ketiga) pada Gambar 8.13, terlihat bahwa titik simpul awal dan akhir elemen 3 masing-
masing adalah 5 dan 3. Berdasarkan ‘DOF _info’, jelas bahwa 6 derajat kebebasan elemen 3
bersesuaian dengan 6 derajat kebebasan struktur {13 14 15 4 5 6}. Angka-angka ini memetakan
derajat kebebasan elemen ke derajat kebebasan struktur. Array pemetaan elemen yang
dihasilkan adalah:

LM;=[13 14 15 4 5 6]7

Tentu saja, tidak perlu memasukkan LMi ke dalam basis data konstanta, karena LM; dapat
dibentuk dari informasi yang terkandung dalam MEM_info dan DOF_info sebagaimana
ditunjukkan di atas. Demikian pula, untuk elemen-elemen lainnya, array pemetaan elemen
adalah:

IM;=[8 9 10 1 2 3]%LM,=[1 2 3 4 5 6];LM,=[4 5 6 11 12 7]"

8.5 PERAKITAN MATRIKS KEKAKUAN STRUKTUR
Matriks Kekakuan Dan Transformasi Elemen
Untuk setiap elemen:
1. Ambil properti elemen dari blok data elemen "MEM _info".
2. Tentukan panjangnya berdasarkan koordinat titik simpul dan kosinus arah.
3. Hitung matriks kekakuan lokalnya.
Diagram alir untuk menentukan matriks kekakuan dan transformasi elemen ditunjukkan pada
Gambar 8.18.
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Ulangi melalui semua anggota
v

Ambil data koordinat (X;,Y,)
{

Hitung panjang anggota L,
!

Hitung matriks transformasi

(i) (i) (i)

T or> Urez> T

RBM
!

Hitung matriks kekakuan anggota lokal K(i)

| selesai |

Gambar 8.18 Diagram alir untuk menghitung matriks kekakuan dan matriks transformasi
elemen.

Matriks Kekakuan Struktur
Langkah-langkah perakitan matriks kekakuan struktur adalah sebagai berikut:
1. Inisialisasi array penyimpan matriks kekakuan menjadi nol.
2. Lakukan perulangan untuk semua elemen dan untuk setiap elemen k:
Ambil matriks kekakuan elemen lokal ‘K ®" dan matriks transformasi ‘T®)",
b. Hitung matriks kekakuan elemen global menggunakan rumus ‘K@ =
r g Gor®:,
c. Susun vektor pemetaan lokal LM, dari array "MEM _info" dan 'DOF_info".
Lakukan perulangan pada setiap baris dan kolom matriks kekakuan elemen dan
tambahkan kontribusi elemen tersebut ke dalam matriks kekakuan struktur.

K(LM, (@), LM, () = K(LM; (@), LM, (j)) + K© (G, )

e. Ekstrak submatriks K¢r, Kr¢, K5, K dari K.

3. Diagram alir untuk perakitan matriks kekakuan elemen ditunjukkan pada Gambar 8.19.
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—>| Ulangi melalui semua anggota |
i

I Retrieve K® dan T'® |

I
[K® = P ROp®)

Tetapkan LM,

Ulangi melalui baris K
i=1,NR
¥
Ambil DOF struktural yang sesuai, /RS
i
Ulangi melalui kolom K
j=LNC

i
l Ambil DOF struktural yang sesuai, /CS |
¥

K (IRS,ICS) =K (IRS,1CS)+K® (i, j)

Ekstrak K-, K, K.r, K . dari K
i
| Dekomposisi K - = LL” |

Gambar 8.19 Diagram alir untuk perakitan matriks kekakuan elemen.

8.6 PERAKITAN VEKTOR BEBAN EKUIVALEN
Rutinitas utama harus membaca dan melakukan perulangan untuk setiap kasus pembebanan.

1. Inisialisasi array penyimpan vektor beban menjadi nol.

2. Baca jumlah titik simpul yang menerima beban. Untuk setiap titik simpul yang
menerima beban, kumpulkan nilai-nilai tak-nol dalam vektor beban (gunakan DOF _info
untuk menentukan posisi yang tepat).

3. Lakukan perulangan untuk semua elemen yang menerima beban:

a) Baca nomor elemen dan nilai beban.

b) Hitung beban ujung jepit (fixed-end loads) baik dalam koordinat lokal maupun
global.

c) Melalui vektor pemetaan lokal LM, tambahkan beban ujung jepit tersebut ke
vektor beban titik simpul yang diterapkan.

d) Simpan beban ujung jepit untuk penggunaan selanjutnya (pemulihan gaya
internal).

4. Partisi vektor beban titik simpul ekuivalen F¥ menjadi Ff,., dan Ff, s,

Diagram alir untuk penyusunan vektor beban ditampilkan pada Gambar 8.20.
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| Inisialisasi vektor beban |

¥
44 Ulangi melalui titik simpul terbebani |
¥

| Baca nilai beban nodal untuk setiap DOF global |
v

Ulangi melalui DOF global dari titik simpul terbebani |

¥
| Ambil DOF struktural yang terkait |
¥

Tambahkan beban nodal pada DOF saat ini ke
vektor beban untuk DOF struktural yang terkait

1
—»l Ulangi melalui anggota terbebani |
Baca beban anggota

I Hitung vektor beban jepit (lokal dan global) |

'
——-[ Ulangi melalui setiap titik simpul anggota |
i

—{ Ulangi melalui setiap DOF global dari titik simpul |
¥

I Ambil DOF struktural yang terkait |
¥

Kurangi beban jepit yang sesuai dari beban nodal yang
sesuai dengan DOF saat ini

Ekstrak FZ | FZ  dari F¥

free> * constr

Gambar 8.20 Diagram alir untuk penyusunan vektor beban.

8.7 SUBSTITUSI BALIK UNTUK MENENTUKAN PERPINDAHAN TITIK SIMPUL

Setelah matriks kekakuan yang berkaitan dengan derajat kebebasan bebas berhasil
didekomposisi dan vektor beban yang bersesuaian telah disusun, tahap berikutnya adalah
menentukan perpindahan pada titik-titik simpul melalui proses substitusi balik. Tahap ini
merupakan bagian penting dalam metode matriks kekakuan karena menghasilkan nilai
perpindahan yang menjadi respons utama struktur terhadap beban yang bekerja.

Dalam analisis struktur, persamaan kesetimbangan untuk derajat kebebasan bebas
umumnya dapat dituliskan dalam bentuk:

[Krel{ds} = {Pr}

dengan [Kff] menyatakan matriks kekakuan struktur yang telah direduksi pada derajat
kebebasan bebas, {d;} menyatakan vektor perpindahan yang belum diketahui, dan {P}
menyatakan vektor beban nodal yang bekerja pada derajat kebebasan tersebut. Matriks
kekakuan [Kff] kemudian didekomposisi, misalnya menggunakan faktorisasi segitiga bawah
dan segitiga atas:

[Krs] = [LIU]
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Dengan demikian, persamaan awal dapat dituliskan sebagai:

Ul{ds} = {Pf}

Untuk menyelesaikan persamaan tersebut, proses perhitungan dilakukan dalam dua tahap.
Tahap pertama adalah substitusi maju, yaitu menyelesaikan persamaan:

Ll{y} = {Pf}

Tahap ini menghasilkan vektor antara {y}. Setelah itu, tahap kedua dilakukan melalui substitusi
balik, yaitu menyelesaikan persamaan:

Ul{ds} = {3

Dari proses substitusi balik tersebut diperoleh komponen-komponen vektor perpindahan {df}.
Setiap komponen vektor tersebut kemudian dikaitkan kembali dengan derajat kebebasan dan
nomor titik simpul yang sesuai. Dengan cara ini, perpindahan horizontal, perpindahan vertikal,
atau rotasi pada setiap titik simpul dapat ditentukan sesuai dengan model struktur yang
dianalisis.

Secara operasional, substitusi balik dilakukan mulai dari persamaan terakhir menuju
persamaan pertama. Jika matriks [U] berbentuk segitiga atas, komponen perpindahan terakhir
dapat dihitung secara langsung. Komponen perpindahan berikutnya dihitung dengan
menggunakan hasil yang telah diperoleh sebelumnya. Proses ini dilanjutkan secara berurutan
hingga seluruh komponen perpindahan diketahui.

Sebagai ilustrasi, misalkan diperoleh sistem persamaan:

11 U122 Uj3
[ uzz uzs] [dz —[3’2‘

Maka perpindahan dihitung secara berurutan sebagai berikut:

V3
d; = —
3 Uz3
Y2 — Up3ds
dy =—"——""—
U3z

Y1 — Ug2dy — Ug3ds

d, =
1
U1

Hasil d4, d,, dan d; merupakan komponen perpindahan pada derajat kebebasan bebas. Nilai
tersebut harus ditempatkan kembali ke dalam vektor perpindahan struktur secara
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keseluruhan. Untuk derajat kebebasan yang terkekang oleh tumpuan, nilai perpindahannya
biasanya telah diketahui, umumnya sama dengan nol, kecuali apabila struktur mengalami
penurunan tumpuan atau perpindahan yang ditentukan.

Dengan demikian, vektor perpindahan total dapat disusun dalam bentuk:

{d} = [{df}
{d;}
dengan {df} menyatakan perpindahan pada derajat kebebasan bebas dan {d,.} menyatakan
perpindahan pada derajat kebebasan yang telah ditentukan oleh kondisi tumpuan. Dalam
kasus tumpuan tidak mengalami perpindahan, komponen {d,.} bernilai nol.

Perlu diperhatikan bahwa perpindahan titik simpul diperoleh bukan dengan
mengalikan secara langsung matriks kekakuan yang telah didekomposisi dengan vektor beban.
Sebaliknya, dekomposisi matriks kekakuan digunakan untuk mengubah sistem persamaan
menjadi bentuk yang lebih mudah diselesaikan melalui substitusi maju dan substitusi balik.
Dengan pendekatan ini, penyelesaian sistem persamaan dapat dilakukan secara efisien tanpa
perlu menghitung invers matriks kekakuan secara eksplisit.

Setelah seluruh perpindahan titik simpul diperoleh, nilai tersebut dapat digunakan
untuk menentukan besaran-besaran lain yang diperlukan dalam analisis struktur. Besaran
tersebut meliputi deformasi elemen, regangan, tegangan, gaya aksial, gaya geser, momen
lentur, serta reaksi tumpuan, bergantung pada jenis dan model struktur yang dianalisis. Oleh
karena itu, substitusi balik merupakan tahapan penghubung antara penyelesaian sistem
persamaan global dan evaluasi respons elemen struktur.

8.8 PENENTUAN PERPINDAHAN UJUNG ELEMEN, GAYA UJUNG, DAN REAKSI TUMPUAN
Perpindahan ujung elemen, gaya ujung elemen, dan reaksi tumpuan ditentukan
kembali melalui prosedur berikut:
1. Inisialisasi vektor gaya reaksi menjadi nol.
2. Untuk setiap elemen, ambil:
a) Matriks transformasi.
b) Vektor beban ujung jepit (fixed-end load vector).
c) Matriks kekakuan lokal.
3. Tentukan perpindahan ujung elemen dalam koordinat global U™ perdasarkan vektor
pemetaan lokal LM,,.
4. Hitung perpindahan ujung elemen dalam koordinat local g menggunakan k) =
TeorU®.
5. Hitung gaya ujung elemen dalam koordinat lokal p&) menggunakan P =
ROTE 4+ pk
6. Hitung gaya ujung elemen dalam koordinat global menggunakan P = Flgg)TTF(k) dan
kumpulkan komponen-komponen yang sesuai untuk reaksi tumpuan.
Diagram alir untuk memperoleh kembali nilai perpindahan ujung elemen, gaya ujung elemen,
dan reaksi tumpuan disajikan pada Gambar 8.21.
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| Inisialisasi vektor gaya reaktif |

¥
—'| Ulangi melalui semua anggota |
v

—>| Ulangi melalui setiap titik simpul anggota I
v

—>{ Ulangi melalui DOF global dari titik simpul |

v
l Ambil DOF struktural yang terkait |
(2

I Ambil perpindahan global yang terkait |
L2

Transformasikan perpindahan ujung dari
sistem referensi global ke lokal

| Ambil matriks kekakuan anggota (lokal) |
v
I Ambil vektor beban jepit anggota |
v

l Ambil matriks transformasi anggota |

Hitung gaya ujung atggota lokal dengan
P®d = ROT® 4+ I"}")

Hitung gaya ujung a:ggota global dengan

P® = l'*ggTTl_a(k)

v
—>| Ulangi melalui DOF global dari anggota

YA

Apakah DOF global ditahan?

TIDAK

v | Tambahkan ke vektor gaya reaktif |

selesai

Gambar 8.21 Diagram alir untuk memperoleh kembali perpindahan ujung batang, gaya ujung

batang, dan reaksi tumpuan.
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BAB 9
METODE FLEKSIBILITAS

9.1 METODE GAYA MATRIKS

Sejauh ini, metode perpindahan matriks (matrix displacement method) untuk analisis
struktur di mana perpindahan titik simpul struktur menjadi variabel tak-diketahui utama—
telah dibahas. Karena persamaan kesetimbangan digunakan untuk menentukan perpindahan
titik simpul yang tidak diketahui, metode ini juga disebut sebagai "metode kesetimbangan".
Mengingat hubungan kekakuan digunakan untuk menyatakan gaya titik simpul dalam bentuk
perpindahan titik simpul, metode ini juga dikenal sebagai "metode kekakuan". Bab ini
bertujuan untuk menyajikan metode gaya matriks (matrix force method) dalam analisis
struktur. Pada dasarnya, metode gaya dan metode perpindahan merupakan metode analisis
struktur yang bersifat dual (saling melengkapi), yang perbedaannya hanya terletak pada cara
memasukkan persyaratan statis dan kinematik. Dalam metode gaya, sekumpulan gaya reaksi
dan/atau gaya internal yang dikenal sebagai gaya redundan diperlakukan sebagai variabel tak-
diketahui dasar. Jumlah gaya redundan yang dipilih sama dengan derajat ketidaktentuan statis
(degree of statical indeterminacy atau Sl) dari struktur tersebut. Dengan demikian, besaran
masalah bergantung pada derajat ketidaktentuan statisnya. Untuk setiap gaya redundan,
terdapat kondisi kompatibilitas yang relevan. Akibatnya, jumlah persamaan kompatibilitas
sama dengan jumlah gaya redundan yang tidak diketahui.

Oleh karena itu, jumlah persamaan kompatibilitas tersebut mencukupi untuk
menentukan gaya-gaya redundan yang tidak diketahui. Karena persamaan kompatibilitas
digunakan untuk menentukan gaya redundan yang tidak diketahui, metode ini juga disebut
sebagai "metode kompatibilitas". Mengingat hubungan fleksibilitas digunakan untuk
menyatakan deformasi titik simpul dalam bentuk gaya titik simpul, metode ini juga dikenal
sebagai "metode fleksibilitas". Hasilnya, istilah "metode gaya", "metode kompatibilitas", dan
"metode fleksibilitas" dapat digunakan secara bergantian.

Saat ini, metode gaya matriks telah digantikan oleh metode perpindahan matriks
karena kurangnya sifat umum (generality) dan adanya kesulitan dalam menetapkan sistem
gaya redundan yang diperlukan pada awal proses analisis. Selain itu, pendekatan perpindahan
matriks memiliki beberapa keunggulan dari sudut pandang praktis implementasi komputer,
sebagaimana dibahas dalam Bab 7 dan 8. Namun, dari sudut pandang prinsip dasar dan
kelengkapan materi, metode gaya matriks tetap layak untuk dipelajari di sini. Sebelum
mengakhiri bagian ini, ada baiknya untuk mengulas secara singkat sejarah perkembangan
metode gaya. Bentuk konsisten pertama dari metode gaya untuk menganalisis struktur statis
tak tentu diusulkan oleh James Clerk Maxwell pada tahun 1864. Pendekatannya didasarkan
pada pertimbangan lendutan, namun penyajiannya kurang memberikan kejelasan dan hanya
menarik sedikit perhatian. Sepuluh tahun kemudian, metode analisis ini disempurnakan oleh
Otto Mohr. Oleh karena itu, pendekatan analisis struktur statis tak tentu yang menggunakan
perhitungan lendutan sering disebut sebagai metode "Maxwell-Mohr". Bentuk matriks
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pertama dari metode gaya kemungkinan besar diusulkan oleh Samuel Levy pada tahun 1947
untuk menganalisis sayap menyapu (swept wing) pada pesawat terbang. Selanjutnya, Argyris
dan Kelsey (1960) menyajikan formulasi yang sangat umum mengenai metode gaya matriks
untuk analisis struktur berdasarkan konsep energi. Selama 20 tahun terakhir, metode gaya
matriks telah muncul kembali dan keunggulannya terbukti dalam bidang analisis rangka
nonlinier.

9.2 PERSAMAAN FLEKSIBILITAS STRUKTUR: SISTEM STATIS TENTU

Bagian ini berfokus pada perumusan persamaan fleksibilitas struktur untuk rangka
statis tentu. Struktur rangka yang diperlihatkan pada Gambar 9.1 digunakan sebagai contoh
untuk pembahasan ini. Perlu dicatat bahwa sistem statis tentu memegang peranan penting
sebagai struktur primer dalam proses analisis struktur statis tak tentu menggunakan metode
gaya, sebagaimana dipelajari dalam mata kuliah analisis struktur tingkat sarjana. Pertama-
tama, kondisi kesetimbangan ditinjau kembali. Berdasarkan Bab 3, persamaan kesetimbangan
matriks untuk rangka ini dapat dinyatakan sebagai berikut:

(1) 2) 1 L@
F, b bEB 0 Q4 F? F’ F; FP bg  Dip 0 Q1
{F2}= 0 b b {Q2}+ Fet= 1R ={F2}— Fe=[0 b3 bF {Qz} -1
Bolo o p@'Q) ) ) W AR) | o o p®]'
atau dalam format ringkas sebagai berikut:
Ffree = BfreeQ + F]9ree = F;ree = Ffree - F]9ree = BfreeQ (9.2)

Berdasarkan sifat statis tertentu (statically determinate) dari sistem tersebut, gaya-gaya dasar
elemen Q (yang ditunjukkan pada Gambar 9.2) dapat dinyatakan secara unik dalam bentuk
beban simpul ekuivalen F]Z}ee yang terkait dengan derajat kebebasan bebas sebagai berikut:

-1, .
Q= [Bfree] Frree = BoFrree (9.3)

Perlu dicatat bahwa matriks B, dalam Persamaan (9.3) dapat dipandang sebagai bentuk
diskret dari fungsi interpolasi gaya antara vektor gaya Q dan F;ree. Dalam formulasi elemen
rangka berbasis fleksibilitas, interpolasi gaya digunakan untuk menyatakan gaya dalam sebagai
fungsi dari gaya luar.
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Gambar 9.2 Gaya dan Deformasi Dasar Elemen Rangka pada Gambar 9.1.

Berdasarkan Bab 4, persamaan kompatibilitas matriks untuk rangka ini dapat dinyatakan

sebagai:
(1
4} ag 0 0 [,
{52} @ 4@ {Z} ©1)
Dolo d apl
atau dalam format ringkas sebagai:
V= Vfree = AfreeUfree (9.5)
Dari Persamaan (9.2) dan (9.5), dapat diamati bahwa
Afree = B}ree (9.6)
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Hubungan semacam ini muncul karena sifat kontragradien antara hubungan statis dan
kinematik, sebagaimana telah dibuktikan dalam Bab 5 melalui prinsip kerja maya. Karena
sistem ini bersifat statis tertentu, perpindahan simpul bebas U, yang terkait dengan derajat
kebebasan bebas dapat dinyatakan secara unik dalam bentuk deformasi dasar elemen V
(seperti yang ditunjukkan pada Gambar 9.2) sebagai:

-1
Ufree = [Afree] V= BgV (9.7)

Hubungan fleksibilitas elemen kini digunakan untuk menyatakan deformasi dasar elemen
dalam bentuk gaya-gaya dasar elemen. Untuk satu elemen, hubungan tersebut dituliskan
sebagai berikut:

v = fFOqO 4 y® 4 yD 4§D (9.8)

di mana vektor véi) memuat deformasi dasar elemen akibat deformasi awal; vektor VI%)

. . i .
memuat deformasi dasar elemen akibat beban elemen; dan VS() memuat deformasi dasar
elemen akibat pergerakan tumpuan. Nilai-nilai deformasi dasar elemen ini disajikan dalam
Lampiran Il. Untuk semua elemen, nilai-nilai tersebut dituliskan secara bersamaan sebagai

berikut:

vy fO 0 0 1(q: vy vy vt
{Vz}= 0 f@ o {qz}+ v+ @D L+ @ (9.9)
V3 0 0 f(3) qs vé?») U‘E?) 1753)

{Vl} fQ 0 0 {Qll V& (VD (W

Vap=1 0  f@ 0 [JQt+VEr+{V2r+4V2
Vs o o W) (yg w)
atau dalam format ringkas sebagai berikut:

Seluruh komponen dasar ((9.3), (9.7), dan (9.10)) dapat dirumuskan secara bersamaan melalui
prinsip gaya virtual sebagai berikut. Berdasarkan sifat invarian usaha yang dibahas dalam Bab
5, dapat disimpulkan bahwa:

8Q"V = 8Ffree Upree (9.11)
N—— _—
6wi*nf Wt

Dari Persamaan (9.3), diperoleh:
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6Q" = 6F},e B} (9.12)
Perlu dicatat bahwa hubungan kesetimbangan dalam Pers. (9.12) menjamin terpenuhinya
persyaratan kesetimbangan bagi gaya-gaya virtual 6Q dan SF;ree- Hal ini merupakan aspek
penting dari sistem gaya virtual sebagaimana dibahas dalam Bab 5.
Dengan menyubstitusikan Pers. (9.12) ke dalam Pers. (9.11), diperoleh:
x T x T x* T
6Ffree BOV = 8Ffroe Upree = 8Ffrpe (BIV —Upree) = 0 (9.13)
Karena sifat sembarang dari SF}ree diperoleh hubungan kompatibilitas matriks berikut:
Ufree = Blv (9.14)
Berdasarkan persamaan fleksibilitas tak-terakit pada Persamaan (9.10), diperoleh:

Dengan menyubstitusikan Persamaan (9.3) ke dalam (9.15), diperoleh persamaan fleksibilitas
struktural:

Usree = (BGfB)Ffre + BiVo + BiVy + By Vs = FFpyo + Uf . + U, + Uf, (9.16)
di mana matriks fleksibilitas struktural F didefinisikan sebagai:
F = B]fB, (9.17)
Perpindahan nodal struktural U}’ree akibat adanya deformasi dasar awal didefinisikan sebagai:
UPree = BiVo (9.18)
Perpindahan nodal struktur U}/';ee akibat adanya beban elemen didefinisikan sebagai:
Uf.. = BiVy (9.19)
Perpindahan simpul struktural U;ree akibat pergerakan tumpuan didefinisikan sebagai:
UZee = BgVs (9.20)

Representasi skematis dari metode fleksibilitas disajikan pada Gambar 9.3.
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Contoh 9.1

Untuk struktur rangka yang ditunjukkan pada Gambar 9.4, gunakan metode fleksibilitas
untuk menentukan perpindahan simpulnya. Penyelesaian: Sistem penomoran elemen, simpul,
derajat kebebasan (DOF), gaya elemen dasar, dan deformasi elemen dasar ditunjukkan pada
Gambar 9.5.

Q =B0 'F;ree

Q: Gaya Dasar

V=£-Q+V,+V, +V,

V: Deformasi Dasar

U, =FF

free

0 g
+ Ufree k U;ree iF: U;rce

| Kompatibilitas |

U

free

=B;-V

Gambar 9.3 Representasi skematis Metode Fleksibilitas.

Berdasarkan pertimbangan statika yang dijelaskan dalam Bab 3, semua persamaan
kesetimbangan simpul dapat ditulis dalam bentuk matriks sebagai berikut:

o1l 00 0o o0 o o
L L
r 0 1 1
wLlL 1 0 0 - - 0 0 (Q1)
2 L L Q2
0 0 1 1 0 0 0 0
0 Qs
2 2
0 0 0 1 0 0 0 = = |]|Q
{ wli= L1 L L Kes
2 0 00 0 —= —= 1 0 0 ||%
0 L L Q,
wi 000 0 0 1 0 0 1
2 2 QS
0 000 0 O 0 0 ——= ——|\Qy/
\ 0 / L L
000 0 0 0 -1 0 0
0 0 0 0 O 0o 0 1 0

343



Analisis Matrix Kerangka Struktur Bangunan
Dr. Ir. Agus Wibowo, M.Kom, M.Si, MM

SAAAAEZR2E
R _
b
(IE), =20E ¢ g b2
(IE), = 4IE wl

}

Batang a dan b bersifat tidak dapat diperpanjang.
Batang ¢ bersifat kaku.

__N!N o |

Gambar 9.4 Contoh 9.1.

2 6 y
ﬁ 1 t‘i Os.Vs %te
= 4 m LA
2 A v,
E B 0.7 ah Ll 0%,
3 8 0.,
9 0.V,
4 b, 88
! L», 0.,
1 %0 Jy
S N
(a) Sistem penomoran batang, titik hubung, (b) Sistem penomoran gaya batang dan deformasi
dan derajat kebebasan (DOFs) dasar (independen)

Gambar 9.5 Contoh 9.1 (Lanjutan).

Gaya dasar elemen Q dapat dinyatakan dalam bentuk beban ekivalen yang bekerja pada titik
simpul F,.., sebagai berikut:

01 0 0 1 0 0 1 07
L
L0 -1 L -L -1 - L =1|c0 y
(Q1) I wlL
Q; 00 1 0 L 1 5 L 1 2
Qs 00 0 1 0 O 1 0 0 0
Q4 L 0
Q=BoFfre atau {Qsp=[0 0 0 0 —L -1 —— -L —1[{ wL}
Q6 L 2
Q, 0O 0 0 0 o 1 E 0 1 0
st 00 0 0 0 0 0 -1 0 "‘(’)L
) oo 0o 0o 0o 0o o o 1|,
L 0
00 000 0 -5 0 -1
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Matriks fleksibilitas tak terakit (Gambar 9.6) adalah:

N SR

4 fi 0 0f(Q w
V=fQ+V,+V,+V, atau Vor=10 fo 0[3Q2¢+<V2
0 0 Vs 0 0 f3]\Qs 3

w

3 31T
Untuk anggota 1 dan 3, Vi, = V33, = 0 dan untuk anggota 2, V32, = [0 _wL? wl ] .

96IE 96IE
0 0 0 0 0 0 0 0 O
0o = L 0 0 00 0 (9
A 6IE 121E (Q1) 0
1o L L 0 o o0 0 oll® 0
Vs 12IE  6IE Qs 0
V, 0 0 0 0 0 0 0 0 0][|Qa wi
Vs p = L L {Qst+<{ 96IE ¢
0 0 0 0O — — 0 0 O
Ve 12IE 241E Qs wl3
vy L L Q7 961E
0 0 0 0O - — —— 0 0 0
Vg 241E  12IE Qs 0
) o 0 0 0 0 0 0 0 0f\Qy/ 0
0 0 0 0 0 0 0 0 O \ 0 /
L0 0 0 0 0 0 0 0 O
Persamaan fleksibilitas struktural adalah:
Ufree = ?F;ree + U}A:‘ee
di mana matriks fleksibilitas struktural F adalah:
r L2 0 L L? 12 L L2 L?
6 4 6 4 4 24 4 4
0 0 0 0 0 0 0 0 0
L 0 1 L L 1 0 L 1
4 2 4 2 2 2 2
12 0 L L? 12 L L2 L? L
6 4 6 4 4 24 4 4
L L2 0 L L2 712 5L L2 712 5L
F = BngO = E 4 2 4 12 8 16 12 8
L 0 1 L 5L 3 L 5L 3
4 2 4 8 4 8 8 4
L2 0 0 L2 L2 L 512 L2 L
24 24 16 8 48 16 8
L2 0 L L2 712 5L L2 712 5L
4 2 4 12 8 16 12 8
L 0 1 L 5L 3 L 5L 3
4 2 4 8 4 8 8 4
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(i) () q_i”wﬁ”

o~ (EA),, (IE),, L, y™~

>
() ()
q, -V
/4

Gambar 9.6 Contoh 9.1 (Lanjutan).

Sistem Dasar

Perpindahan simpul struktur U]‘ﬁ';ee akibat adanya beban batang adalah:

wlt  wid  wlt wit wi3]
96I/E 48IE 96IE 96IE 48IE

Ul .. =BiVy = [0 0 0 0
Perpindahan simpul struktural Ug,.., adalah:
Ufree = [U1 Uz U3 U4_ U5 U6 U7 U8 Ug]T

[t _wlowlt 7wlt wldowl' o 7wl WL3]T
6IE 4IE 6IE  32IE 6IE 12IE  32IE  6IE

Dapat diamati bahwa kendala ketidakmampuan untuk memanjang (inextensibility) maupun
kekakuan terhadap lentur (inflexibility) dapat diterapkan dengan mudah menggunakan
metode fleksibilitas dibandingkan dengan metode kekakuan.
Contoh 9.2

Tinjau struktur rangka batang yang ditumpu oleh pegas seperti yang ditunjukkan pada
Gambar 9.7. Gunakan metode fleksibilitas untuk menentukan perpindahan titik buhulnya.
Untuk penyederhanaan, diasumsikan bahwa semua batang memiliki nilai EA yang sama.

e Penyelesaian: Sistem penomoran untuk batang, titik buhul, derajat kebebasan (DOF),
gaya batang dasar, dan deformasi batang dasar ditunjukkan pada Gambar 9.8.
Berdasarkan tinjauan statika yang dijelaskan dalam Bab 3, persamaan kesetimbangan
matriksnya adalah:

(Fty 0 0 0 -1 -06 1 0 0y(@n
F, -1 0 0 O0 -08 0 1 0|[|Q
F, 0 -1 0 0 0 0 0 0ff@s
F, 1 0 0 0 0 00 0]JQ
F =BQ atau <F5>_ 0 1 —-06 0 06 0 O 0<Qs>
Fq 0O 0 08 0 08 0 0 0fQ
F, 0 0 06 1 0 0 0 0ffQ
\F) Lo 0 -08 0 0 0 0 11\Qg/

346



Analisis Matrix Kerangka Struktur Bangunan
Dr. Ir. Agus Wibowo, M.Kom, M.Si, MM

3m

4m

Gambar 9.7 Contoh 9.2.

4 6
t’s tPS Qz’Vz
3

2 Q{v V() ¥ Q4, V:t
f_, 4 ; > i< -
1 Batang 4 Deformasi
} o $ oo
(a) Sistem penomoran batang, titik simpul, (b) Sistem penomoran gaya batang dan deformasi
dan derajat kebebasan (DOFs) dasar (independen)

Gambar 9.8 Contoh 9.2 (Lanjutan).

Gaya-gaya dasar elemen Q dapat dinyatakan dalam bentuk beban luar yang bekerja pada titik
simpul F sebagai berikut:

(@Y [0 0 0 1 0 0 0 07 ()
Q> 0 0 -1 0 0 0 0 0||F
Qs 0 0 —0.833 0 —0.833 0.625 0 O0]||Fs
Q4 0 0 0.5 0 0.5 —-0.375 1 0|)F,
Q=BoF atau 35 (=10 0 0833 0 0833 0625 0 0|)F(
Qs 10 1 0 1 0 1 0f|Fs
Q- 0 1 0667 1 0.667 0.5 0 of|F,
\Qs/ Lo 0 —-0667 0 —-0667 0.5 0 1! \F)

347



Analisis Matrix Kerangka Struktur Bangunan
Dr. Ir. Agus Wibowo, M.Kom, M.Si, MM

Matriks fleksibilitas yang belum dirakit adalah:

4 0 0 0 0 O 0 0 1
0 3 0 0 0 O 0 0
|7
(V” 00500 0 0 0 fg”
V2 0006 0 0 0 O QZ
3 00005 0 0 0 3
V=fQ atau <V4>—i EA <Q4>
B Vs( EA[0 0 0 0 0 — 0 0[]0
Ve EA Qs
V, 0 0 0 0 0 O T 0 Q-
0 0 0 0 0 O 0o —
k
Persamaan fleksibilitas struktural adalah:
U=FF
di mana matriks fleksibilitas struktural F adalah:
I 1 0 ! 0 1 0
k k k k
0 1 0.667 1 0.667 0.5 0 0
k k k k Kk
1 0.667 1.889 11.444 0.667 1.889 8.444 1125 1 3 0.667
k& K T EA K x VEa TEa xVTEd Tk
0 1 0.6667 1 4 0.6667 0.5 0 0
Foprip, |, K K k" Ea K *
0/P0 =11 0667 1.889 8.444 0.667 1.889 8.444 1125 1 3 0.667
Kk k x T TEA k x T TEA “Ea kYEA "k
. 0.5 1.125 0.5 1.125 05 475 225 0.5
* " EA T "FA kK VTEA "EA Tk
1 1 3 0 1 3 225 1 6 0
X xtEa k' Ea "FA k' EA
0 o 0.667 0 0.667 0.5 0 1
! ko Tk Kk k

Perpindahan titik simpul adalah:
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E 0 ! 0 ! 0 ! 0

k k k k

0 1 0.667 1 0.667 0.5 0 0

k k k k

U, 1 0.667 1.889 N 11.444 0.667 1.889 N 8.444 1125 1 N 3 0.667| . o
U, k k k EA k k EA EA k EA k 0
Us 0 1 0.6667 1 N 4 0.6667 0.5 0 0 10
Us| _ k k k EA k k 5|
Us 1 0.667 1.889 N 8.444 0.667 1.889 N 8.444 1125 1 N 3 0.667|) 0
Us k k k EA k k EA EA k EA k =5
U, 0 0.5 1.125 0.5 1.125 0.5 N 475 2.25 0.5 5
Us k EA k EA k ' EA EA k 0

1 1 N 3 0 1 N 3 225 1 N 6 0

k k  EA k EA EA k EA

0 o 0.667 0 0.667 0.5 0 1

! k k k k

u=I[U, U, U U, Us Us U, Ug]"

15 0.83 20.56 135.07 0.83 20 20.56 105.07 5 4625 15 71.25 9.

Kk k r T TEA x EA k T EA x " a2 kT J

9.3 PENDEKATAN FLEKSIBILITAS: SISTEM STATIS TAK TENTU

Tujuan utama bab ini adalah menyajikan pendekatan fleksibilitas untuk menganalisis
sistem statis tak tentu. Dengan menerapkan sejumlah pelepasan gaya (force release) yang
memadai, struktur statis tak tentu apa pun dapat diubah menjadi struktur statis tertentu. Pada
umumnya, jumlah pelepasan gaya yang diperlukan sama dengan derajat ketaktentuan statis
(S1) sistem tersebut. Struktur menjadi tidak stabil jika jumlah pelepasan gaya melebihi derajat
ketaktentuan statisnya. Jenis-jenis pelepasan gaya yang umum digunakan ditunjukkan pada
Gambar 9.9. Istilah "pelepasan gaya" menyiratkan bahwa aksi gaya tertentu tidak dapat
diteruskan melalui perangkat pelepasan gaya tersebut. Artinya, perangkat pada Gambar 9.9a,
b, dan ¢ masing-masing tidak dapat meneruskan gaya aksial (thrust), gaya geser, dan momen.
Gambar 9.9d merepresentasikan pelepasan total di mana tidak ada gaya yang dapat
diteruskan. Ketidakmampuan meneruskan aksi gaya ini mengakibatkan adanya diskontinuitas
pada komponen perpindahan yang bersesuaian (perpindahan aksial, perpindahan transversal,
dan rotasi).

Secara umum, gaya-gaya yang terkait dengan pelepasan tersebut disebut sebagai gaya
redundan (redundants), dan gaya-gaya ini menjadi variabel tak diketahui utama dalam metode
gaya. Struktur hasil pelepasan tersebut bersifat statis tertentu dan disebut sebagai struktur
primer. Karena sifat statis tertentunya, gaya-gaya dalam dapat dinyatakan secara sederhana
dalam bentuk beban luar yang diberikan dan gaya redundan melalui kondisi kesetimbangan.
Akibatnya, deformasi internal yang terkait dapat diperoleh melalui persamaan fleksibilitas
elemen. Dengan demikian, deformasi internal tersebut dapat dirumuskan dalam bentuk beban
luar yang diberikan dan gaya redundan. Prinsip gaya virtual dapat digunakan untuk
menentukan perpindahan di lokasi mana pun yang diinginkan, khususnya perpindahan relatif
yang terkait dengan lokasi pelepasan. Seperti telah disebutkan sebelumnya, pelepasan gaya
biasanya mengakibatkan diskontinuitas (perpindahan relatif) pada komponen perpindahan
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yang bersesuaian (perpindahan aksial, perpindahan transversal, dan rotasi). Sebagai contoh,
ketika gaya geser (Gambar 9.9b) dan momen (Gambar 9.9¢) dilepaskan, masing-masing akan
timbul perpindahan relatif dan rotasi.

Namun, diskontinuitas semacam itu tidak ada pada struktur aslinya. Oleh karena itu,
kondisi kontinuitas dapat diterapkan pada lokasi pelepasan untuk membentuk persamaan
kompatibilitas guna menyelesaikan nilai gaya redundan yang belum diketahui. Setelah besaran
redundan diperoleh, analisis terhadap sistem primer (yang statis tertentu) menghasilkan gaya
dalam, deformasi internal, dan perpindahan titik simpul sebagai superposisi dari kontribusi
beban yang diberikan dan besaran redundan tersebut. Berdasarkan uraian mengenai metode
fleksibilitas di atas, pendekatan umum metode ini dapat diringkas sebagai berikut:

1. Menyusun sistem penomoran derajat kebebasan, titik simpul, dan elemen struktur.

2. Mengubah struktur statis tak tentu menjadi struktur statis tertentu (struktur primer)
dengan menerapkan sejumlah pelepasan gaya (force releases) yang memadai. Gaya-
gaya yang dilepaskan tersebut berfungsi sebagai variabel tak diketahui dasar dalam
sistem. Perlu dicatat bahwa pemilihan titik pelepasan gaya yang kurang tepat dapat
menyebabkan sistem menjadi ill-conditioned (kondisi sistem yang buruk secara
numerik). Informasi lebih rinci mengenai hal ini dapat ditemukan dalam Felton dan

Nelson (1997).

ty
—>eas WS SH B

(a) (b) (c) (d)

Gambar 9.9 Pelepasan Gaya: (a) Pelepasan Gaya Aksial; (b) Pelepasan Gaya Geser; (c)
Pelepasan Momen; (d) Pelepasan Total.

3. Nyatakan gaya-gaya internal (pada elemen dasar) Q dari struktur primer dalam bentuk
beban luar F;ree yang diberikan dan gaya redundan R melalui kondisi kesetimbangan.

Secara umum, hubungan statis ini dapat dinyatakan sebagai berikut:
Q= Q’ + Q” = BOF;ree + BrR (9-21)

4. Perlu dicatat bahwa Q' merepresentasikan gaya-gaya internal (elemen dasar) akibat
beban luar F]i‘ree yang diberikan, sedangkan Q"' merepresentasikan gaya-gaya internal
(elemen dasar) akibat gaya redundan R. Selain itu, perlu dikemukakan bahwa matriks
B, dan B; dalam Persamaan (9.21) dapat dipandang sebagai bentuk diskret dari fungsi
interpolasi gaya yang menghubungkan vektor gaya internal Q dengan vektor beban
luar Ff... dan vektor redundan R. Penulis telah menggunakan bentuk fungsi
interpolasi gaya ini untuk merumuskan model rangka berbasis fleksibilitas dengan
antarmuka tangensial (Limkatanyu 2002) dan model rangka berbasis fleksibilitas
dengan antarmuka lateral (Limkatanyu dan Spacone 2006). Pembaca yang berminat
mendalami model rangka berbasis fleksibilitas disarankan untuk menelaah beberapa
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makalah yang diterbitkan oleh penulis serta disertasi doktoral dari mahasiswa Prof.
F.C. Filippou (University of California, Berkeley, AS) dan Prof. E. Spacone (University “G.
D’Annunzio” of Chieti, Pescara, Italia).

5. Dengan menggunakan hubungan fleksibilitas elemen dari Persamaan (9.10), tentukan
deformasi internal (elemen dasar) V. Pada dasarnya, deformasi elemen dasar
dinyatakan dalam bentuk beban luar Ff*ree yang diberikan dan gaya redundan R.

6. Gunakan prinsip gaya virtual untuk menentukan perpindahan relatif pada lokasi yang
diasumsikan dilepaskan (dibebaskan).

7. Karena pada struktur yang diberikan perpindahan relatif semacam itu tidak ada, maka
diperoleh persamaan kompatibilitas yang terkait dengan lokasi-lokasi pelepasan
tersebut. Persamaan kompatibilitas ini dinyatakan dalam bentuk deformasi internal
(elemen dasar) V dan, pada dasarnya, dalam bentuk beban luar F]i‘ree serta gaya
redundan R. Selesaikan persamaan kompatibilitas tersebut untuk mendapatkan nilai
redundan R.

8. Dengan mensubstitusikan R ke dalam langkah (3), diperoleh gaya-gaya elemen dasar
Q.

9. Berdasarkan Persamaan (9.10), diperoleh deformasi elemen dasar V.

10. Gunakan prinsip gaya virtual untuk memperoleh perpindahan nodal U.

Sebuah rangka statis tak-tentu yang ditunjukkan pada Gambar 9.10 digunakan sebagai contoh
untuk menjelaskan langkah-langkah tersebut di atas. Berdasarkan tinjauan statika, terlihat
bahwa derajat ketidaktentuan statis (SI) adalah 9 - 7 = 2. Oleh karena itu, diperlukan dua
pelepasan gaya agar rangka ini menjadi statis tertentu. Beberapa pilihan struktur primer
ditunjukkan pada Gambar 9.11. Gambar 9.11b—g memperlihatkan beberapa pilihan struktur
primer yang dapat diterima. Struktur primer yang ditunjukkan pada Gambar 9.11h tidak dapat
diterima karena tidak mampu menahan beban horizontal yang bekerja. Struktur hasil
pelepasan pada gambar tersebut dipilih sebagai struktur primer. Dengan mengacu pada
Gambar 9.2, gaya-gaya batang dasar dan deformasi rangka ini dinyatakan dalam bentuk
matriks sebagai berikut:

Q=[Q: Q Q3]T danV=1[V; V, V3]T

Gambar 9.10 Portal Statis Tak Tentu (S = 2).
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Dalam kasus ini, gaya batang dasar 0, dan Qs adalah redundan. Dengan demikian, vektor gaya
redundan R adalah:

R = Qs QzJT
Hubungan statis pada Persamaan (9.21) diingat kembali:

Q=Q +Q" = B,F},. +BzR (9.22)

1

Persamaan fleksibilitas yang belum dirakit adalah:
fO o0 071(Q) (Vo ARG
o f@ o ] {Qz} +3VE+VZr+4{V2; atauV

\A
-
\& 0 o0 f®1Q3 VA \'44 \'&
=fQ+V,+V,+V, (9.23)

Dengan menyubstitusikan Pers. (9.21) ke dalam (9.23), diperoleh:
V = f(BoFfree + BrR) + Vp + Vi, + V, (9.24)

Sejauh ini, kondisi kesetimbangan dan sifat fleksibilitas telah ditinjau. Selanjutnya, kondisi
kompatibilitas diturunkan berdasarkan prinsip gaya virtual.

SWese = SWine (9.25)
Kerja virtual komplementer internal adalah:
Wine = 6Q™V (9.26)
Perlu dicatat bahwa:
§Q" = 6F;/,. Bl + SR'B] (9.27)
Dengan menyubstitusikan Persamaan (9.27) ke dalam (9.26), diperoleh:
Wi = 6Q"V = (6F;,.BY + 6R"B})V = 6F;,.BIV + 6R"BLV (9.28)
Usaha maya komplementer eksternal adalah:

SWeye = (SF;IeeUfree (9.29)
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Gambar 9.11 (a) Portal Tak Tentu Derajat Dua; (b) — (g) Pilihan Struktur Primer yang Dapat
Diterima; (h) Pilihan Struktur Primer yang Tidak Tepat.

Dengan menerapkan prinsip gaya virtual, diperoleh:
SWine = SWoye = 0Ff e (BEV — Upree) + SRTBRV = 0 (9.30)

Dari kesembarangan 6F;ree dan 6R, dapat disimpulkan bahwa:

Blv — Ufree =0 (9.31)
Dan

BV = 0 (9.32)
Persamaan (9.31) memberikan perpindahan titik simpul untuk sekumpulan deformasi elemen
V vyang diberikan, dan Persamaan (9.32) memberikan syarat kompatibilitas. Dengan
menyubstitusikan Persamaan (9.24) ke dalam (9.32), diperoleh:

BifBF/,.. + BLfBzR + B;V, + B;V,, + BLVs = 0 (9.33)

Atau
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FROF;Tee + FRRR + URO + URW + URS = 0 (934)
Dimana

FRO = B’}I;fBo, FRR = B};fBRJ URO = B;I;VO, URW = B;IQ‘VW, dan URS

Kondisi kompatibilitas dari Pers. (9.34) dapat diselesaikan untuk redundan R. Interpretasi fisik
dari Pers. (9.34) adalah bahwa penjumlahan perpindahan relatif pada lokasi yang dilepaskan
yang diakibatkan oleh beban terapan yang diberikan Ff*ree, redundan R, deformasi awal, beban
batang, dan pergerakan tumpuan adalah sama dengan nol.

Contoh 9.3

Gunakan metode fleksibilitas untuk menganalisis rangka tak-dapat-mulur (inextensible frame)
yang ditunjukkan pada Gambar 9.12 dan tentukan semua perpindahan titik simpul.

e Penyelesaian: Sistem penomoran elemen, titik simpul, derajat kebebasan (DOF), gaya
elemen dasar, dan deformasi elemen dasar ditunjukkan pada Gambar 9.13.
Berdasarkan tinjauan statika yang dijelaskan dalam Bab 3, persamaan kesetimbangan
matriksnya adalah:

1 1 1 1701
— — — -1 0 o5
Fy 2 2L 2L Q2 fME)L\
F 1 1 1 1 1{)@ hidind
Frree = BrrecQ + Fjgree atau Fi = _2 T = c ) Qz Ly g
B 1o o 1 o 1 ofl@ 0
Lo 0 0 1 0o ol\Qe

IRERRERRE
IE 2

L L

| |
Gambar 9.12 Contoh 9.3.
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(Q6:Ve)
2 v,

¢
Q) 7 %
(Os,V5) % Z

(a) Sistem penomoran batang, simpul, (b) Sistem penomoran gaya batang dasar
dan derajat kebebasan (DOFs) (independen) dan deformasi

Gambar 9.13 Contoh 9.3 (Lanjutan).

Dari pertimbangan statis, diketahui bahwa derajat ketidaktentuan statis (SI) dari sistem ini
adalah 6 — 4 = 2. Dengan demikian, dua pelepasan gaya diperlukan agar rangka ini menjadi
statis tertentu. Gaya batang dasar Q5 dan Q¢ dipilih sebagai gaya redundan.

R=|R, RzJT = le QeJT

Struktur utama ditunjukkan pada Gambar 9.14. Dengan demikian, gaya batang dasar Q dapat
dinyatakan dalam beban terapan yang diberikan F]E’Tee dan redundan R sebagai:

2

Gambar 9.14 Contoh 9.3 (Lanjutan).

11 11 -1 1 -
QN = = o —| . .
Q, \/7 \/i \/E Ffreel \/71, \/EL
* 0 L —-L -1 L||F..,, 2 1 |p
Q=BoF e +BRR=>1 0 =10 0 1 0f{p oft| -1 0 {Rl}
* 0 0 0 1| frees 0 0 2
Qs Fr
L0.) 0 0 0 0]f\rree 1 0
Lo 0 o ol L o 1

Interpretasi fisik matriks B, dan By ditunjukkan pada Gambar 9.15 hingga 9.17. Matriks
fleksibilitas sebelum perakitan adalah:
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v=torv e (0= [0 2] {3+ {04

Untuk anggota 2, diperoleh:

vz <o wi3 w3 |
w 241E  24IE
0 0 0O 0 0 0 1
V2L L
0o = 0 0 0 (0
(V1) 3IE 3V2IE (Q1) 0
V2 | 0 L V2L 0 0 0 Q> 0
V. - 0
<V3}= 3V21E  3IE <g3 P Wi
o I 0 0 0 0 2 I
VS) 0 0 0o 0 — Py e
Ve 31E 6IE| 0/ | WL
0 0 o o -- .t L 2ME
i "~ 6IE  3IE |

Persamaan kompatibilitas matriks adalah:

FROl:"];kree + FrrR + Urw =0
——

URP URR
di mana
- L 13.633 1.012
_ T N . . .
Frr = BriBg IE [1.012 0.805)"

F. _ BTfB =£[1.179L —1.179L —2.12132 1.179L 1.
RO = PREP0 T 1R 10.471L  —0.471L —0.707 —0.471L1"

2.946wl3 1.179WL3|T

3 ! _
Ffree =[wlL - EWL 0 OJ ; Upp = FROFfree = l IE IE

wld  wlL3 |T

Urw = BrV = l_ 24IE  24IE
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[
o, 2
o
=
la,
|2,

Gambar 9.15 Contoh 9.3 (Lanjutan).

1]
o, |-1
AN
AL
o, .|-

0,=-1 le. (o
o] fo

Gambar 9.16 Contoh 9.3 (Lanjutan).

Gambar 9.17 Contoh 9.3 (Lanjutan).

Interpretasi fisik dari persamaan kompatibilitas matriks adalah bahwa penjumlahan rotasi
relatif pada lokasi yang dilepaskan yang diakibatkan oleh beban terapan yang diberikan F;ree,
redundan R, dan beban batang adalah sama dengan nol.

e o -5 - LS50

Gaya-gaya batang dasar Q adalah:
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1 1 7

11 1
Q1 — = 0 — S — 0.613wL
Q| V2 V2 V2| [ wh V2L V2L 0.553wL2
L -L -1 L]|_3wL 2 1 ' )
Gl_lo o 1 ol =44 5 0 {—O.SSOWLZ}_ 0.580wL
- B - 2=
84 o o0 o0 1 0 0 0 0.786wL oy §0WL2
> 0 0 0 0 0 1 0 ' 2
Qs o 0 0 0 0 . —0.786wL
Deformasi dasar elemen V adalah:
-0 0 0 0 0 0 - 0
o Y2 L 0 0 0.124wl?
V1 31E 3V2IE 0.613wL 0 IE
V2 0 L V2L . . f 0.553wL? ] 0 0.143wlL?
_ vek , 0 o ARSwL”
s 3V2IE  3IE 0B Lt =4
4 0 0 0 0 0 0 , e 5
sz J L L —0.580wL2 241E 0104wl
Ve/ |0 0 0 0 375 “gp| 0786wl wl ~IE 3
0 0 0 0 L L 241E 0124wl
! " 6IE  3IE | IE

Perpindahan simpul Ug,.., bebas adalah:

0.124wlL* 0.124wl* 0.0196wL® 0.124wL*|"
IE IE IE IE

Ufree = Bgv =

Gaya-gaya ujung elemen secara lengkap dapat ditentukan dari persamaan kesetimbangan
matriks untuk setiap elemen. Sebagai contoh, gaya-gaya ujung lengkap untuk elemen 1 adalah:

-1 1 1
rpl(lh V2 2L 2L
p® 11 1 —wlL
2
pM (‘)/E 21L ZOL 0.613wL (?51533‘/‘3’;2

P() = b;"Q, atau 3 (=] 1 1 1 [jo-ss3wLip=4 "7

b, — — — |los80wr?
p(D V2 2L 2L —0.133wlL
> 1 1 1 0.580wL2
) = o =
6 JZ 2L 2L

L 0 0 1

Contoh 9.4

Gunakan metode fleksibilitas untuk menentukan gaya-gaya pada semua batang rangka
batang yang diperlihatkan, akibat ketidakpas-an (lack of fit) sebagaimana ditunjukkan pada
Gambar 9.18. Untuk semua batang, £ =210 GPa.

358



Analisis Matrix Kerangka Struktur Bangunan
Dr. Ir. Agus Wibowo, M.Kom, M.Si, MM

Anggota L(m) Area (m?) Ketidaksesuaian (m)
1 2 0.0016 0.01

2 1.5 0.0016 -0.004

3 2 0.0016 0

4 1.5 0.0016 0.002

5 2.5 0.0008 -0.002

6 2.5 0.0008 0

Penyelesaian: Sistem penomoran gaya dan deformasi dasar ditunjukkan pada Gambar 9.19a.
Dari pertimbangan keseimbangan, diketahui bahwa derajat ketidaktentuan statis adalah sama
dengan 6 —5 = 1. Dengan demikian, satu pelepasan diperlukan untuk membuat rangka
batang ini menjadi statis tertentu. Gaya batang dasar Q¢ dipilih sebagai redundan. Oleh karena
itu, struktur utama ditunjukkan pada Gambar 9.19h. Matriks B, dan By ditunjukkan pada
Gambar 9.20. Hubungan statis antara Q dan R dapat dituliskan sebagai:

Q1) -0.8

(Qz —0.6
Q=BsR> { gi  — :8:2 (R}

LQS 1

Qe -1

Deformasi dasar awal elemen v, akibat ketidakpas-an (lack of fit) adalah:
vo=|Vgd V& V§ V& Vs VO6]T= 0.01 —0.004 0 0.002 -—0.002 O0|T

Persamaan fleksibilitas yang belum dirakit adalah:

VN i 0 0 0 0 07,05 (%)
v, 0 f, 0 0 0 0[]0, Vs
B Vsl |0 0 f; 0 0 0f)Qs v
V =1£Q + v, atau V4>_ 0 0 0 f 0 0<Q4>+<V6L>
Vs 0O 0 0 O f5 0 Qs V05
Ve/ (0 0 0 0 0 fe \Q¢/ LVOGJ
Dimana
L, 1.25 L, 0.9375 Ls 1.25
fi= = s = = ;o fz= = ;
EA, ~ 210000 EA, 210000 EA; 210000
L, 0.9375 Ls 3.75 Lg 3.75
EA, 210000 EAs 210000 EAs 210000
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L

{
Gambar 9.18 Contoh 9.4.

Persamaan kompatibilitas matriks adalah:
FrrRR+ Ugzy =0
Dimana
Frr = BRfBg = [0.04655 X 1073] dan Ugy = Bivyp=—-8.8x10"3m
Gaya redundan R; adalah:

o ~8.8% 1073
R = —[Fgpr]™'Ugg = Q6 = R, = T 004655 x 10-3 189.04 kN

(@ (b)
Gambar 9.19 Contoh 9.4 (Lanjutan).
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0,=-06

Gambar 9.20 Contoh 9.4 (Lanjutan)

o 60 KN
T —
4m
- . -
4dm 4m
f
Gambar 9.21 Soal 9.1.
Gaya aksial pada semua elemen adalah:
Q1) [—0.8 —151.23
Q> —0.6 —113.42
_ Q3| _|-08 _ ) -=151.23
Q=BzR=> Q4>— 06 {189.04} = _113.42 kN
Qs 1 189.04
Qs/ L 1 - 189.04
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